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PROLOGO 


El libro que presentamos constituye un curso de Geometría analítica 
plana y del espacio. Supone el conocimiento, por parte del lector, de 
los principios fundamentales de Geometría elemental, Trigonometría 
plana y Algebra. 

En su preparación el autor se ha esforzado, principalmente, en satis- 
facer las necesidades de maestros y alumnos. Una simple lectura del 
índice mostrará que los temas considerados son aquellos incluídos gene- 
ralmente en los libros de texto de Geometría analítica. Creemos que el 
maestro encontrará en este libro todo el material que puede considerar 
como esencial para un curso de esta materia, ya que no es conveniente, 
por lo general, el tener que complementar un libro de texto con material 
de otros libros. 

El método didáctico empleado en todo el libro consta de las siguien- 
tes partes: orientación, motivo, discusión y ejemplos, a la manera de 
una lección oral. 

Para orientación del estudiante, el autor ha usado el método de pre- 
sentar primero ideas familiares y pasar luego paulatinamente y de una 
manera natural a nuevos conceptos. Por esta razón, cada capítulo co- 
mienza con un artículo preliminar. Este enlace de los conocimientos 
anteriores del estudiante con los nuevos conceptos de la Geometría ana- 
lítica es de considerable importancia, porque un mal entendimiento del 
método analítico en los principios conducirá, inevitablemente, a dificul- 
tades continuas en las partes más avanzadas. 

En el desarrollo de los temas se ha puesto especial cuidado en fijar el 
motivo. Esto es necesario si se quiere que el alumno obtenga un conoci- 
miento básico de los métodos analíticos y no haga una simple adquisición 
de hechos geométricos. Se ha hecho todo lo posible por encauzar el pro- 
ceso de razonamiento de tal manera que aparte al estudiante de la tarea 
de memorizar. 

En general, hemos resumido en forma de teoremas los resultados de 
la discusión de un problema o una proposición particular. Este proce- 
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dimiento no solamente sirve para llamar la atención sobre los resultados 
Importantes, sino también clasifica a dichos resultados para futura refe- 
rencia. 

El maestro verá que este libro se presta en sí a ser dividido en lecciones 
para laz tareas diarias. El estudio de cada asunto va seguido usualmente 
de uno o más ejemplos y de un conjunto de ejercicios relacionados con la 
teoría explicada. 

Queremos ahora llamar la atención sobre algunas características espe- 
ciales del libro. El estudio de la Geometría analítica no alcanza uno de sus 
principales objetivos si no da un análisis completo de cualquiera investiga- 
ción particular que se trate. El ser conciso en la presentación no se justifica 
ciertamente si una conclusión está basada en la discusión dë” uno 'o varios 
casos posibles. Es por esto que la investigación “de cada cuestión se ha 
hecho tan completa como ha sido posible! y 'log casos excepcionáles no 
han sido considerados. Algunos ejemplos de esto pueden verse en la dis“: 
cusión de las posiciones relativas de dos réctas (Art. :30), la” 'determina- 
ción de la distancia de una reéta a un punto- dado (Art: 33) y el éstúdio' 
de las familias o haces de circunferencias (Art. 42): A 

Otra particularidad de esta obra es el dar en formiá' de tabla o cuñdio' 
sinóptico, un resumen dé: fórmulas: y resultados estrechamente relaciod-' 
nados. Una larga experiencia “hx''eotivencido al dutor de qie PUR los 
estudiantes es una gran ayuda el iso de tales resúmenes! A + 

Se observará que se han introducido varios términos” "Hitevdd Poi 
ejemplo el eje focal y el eje normal para las seéciones'eBhidas' (Art. :80), 
el nombre indicador para el invariante B? — 44C de la ecuación general’ 
de segundo grado con dos variables (Art. 74) y el término: par principal! de' 
coordenadas polares (Art. 80): :Creemós' que: er "so de' Estos tériiihós y 
el de los paréntesis rectátiguláres para enterrar los' núreros' diréttóres' de 
una recta en el espacio (Art. 111): es muy corvétitente. © =" die So 

El desarrollo de la Geometría” analítica “del espalció* les! dorisiadetbs 
mente más completo'que' el que aparece en la" mayoría de 198 h Bros de” 
texto. Un buen fundamentó eii Geometría analítica del es patio es de gran 
valor para estudios posteridres “de Matemúticas. ¡Por ejemplo" un estudio 
razonado de intersección de supierficiós” y cufvas'én el éspácid será” aná! 
gran ayuda para la comprensión de' muchos! ‘tehas de Ósteuto ¡mAriitbsi- 
mal. Creemos, también, que se hg incluído” suficiente Hateñdl para que' 
el libro pueda ser fácilmente: adaptado'a a ún curso de Geometria analitica. 
del espacio. OS S 

Como es deseable que el értidiante enfódtd i su' acetato sbie" un mf- 
nimo de conceptos a la vez, se han agrupado los temas semejantes en 
artículos y capítulos indívidusles. Esto evita lás desventajas de la dis- 
tracción causada por la: dipersión de los temas en todo el libro. Por 
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ejemplo, toda la parte fundamental sobre coordenadas polares está con- 
tenida en un solo capítulo. Esta concentración de material hace que el 
libro sea más útil para consulta aun después que el estudiante haya ter- 
minado su curso de Geometría analítica y esté dedicado a estudios más 
avanzados. 

El libro contiene suficiente materia para un curso semestral de cinco 
horas por semana pero es fácilmente adaptable a cursos más cortos. El 
maestro puede también omitir ciertas partes de Geometría analítica del 
espacio y ver solamente aquellas indispensables para estudiar Cálculo 
infinitesimal. 

Se ha dado especial atención a los ejercicios, de los cuales hay 1920 
ordenados en 71 grupos. Esto es mucho más de lo que normalmente 
resuelven los alumnos en un curso, pero permite una variación de tareas 
de año a año. Al final del libro se dan las soluciones a la mayoría de 
estos ejercicios. Además hay 134 ejemplos resueltos completamente. 

Se incluyen dos apéndices. El primero consiste en una lista resumen 
de fórmulas, definiciones y teoremas, de Geometría elemental, Algebra y 
Trigonometría plana. El segundo apéndice consiste en una serie de 
tablas numéricas para ser usadas en los cálculos. 

El autor desea expresar a su amigo y colega el profesor F. H. Miller 
su sincera gratitud por el constante estímulo y valiosa cooeperación en la 
realización de su tarea. El profesor Miller ha leído el manuscrito com- 
pleto cuidadosamente y ha contribuído mucho al valor del libro por sus 
útiles sugestiones y crítica constructiva. 

CHARLES H. LEHMANN 
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GEOMETRIA ANALITICA PLANA 


CAPITULO PRIMERO 
SISTEMAS DE COORDENADAS 


1. Introducción. El objeto de este capítulo es presentar algunos 
de los conceptos fundamentales de la Geometría analítica plana. 
Estos conceptos son fundamentales en el sentido de que constituyen 
la base del estudio de la Geometría analítica. En particular, se hará 
notar cómo se generalizan muchas de las nociones de la Geometría 
elemental por los métodos de la Geometría analítica. Esto se ilustrará 
con aplicaciones a las propiedades de las líneas rectas y de las figuras 
rectilíneas . 


2. Segmento rectilíneo dirigido. La porción de una línea recta 
comprendida entre dos de sus puntos se llama segmento rectilíneo o 
simplemente segmento. Los dos puntos se llaman extremos del seg- 


A B 





Fig. 1 


mento. Así, en la figura 1, para la recta l, AB es un segmento 
cuyos extremos son Á y B. La longitud del segmento AB se repre- 
senta por AB. 

El lector ya está familiarizado con el concepto geométrico de 
segmento rectilíneo. Para los fines de la Geometría analítica aña- 


diremos, al concepto geométrico de segmento, la idea de sentido o 


dirección. Desde este punto de vista consideramos que el segmento AB 
es generado por un punto que se mueve a lo largo de la recta 1 de A 
hacia B. Decimos entonces que el segmento AB está dirigido de 
Aa B, e indicamos esto por medio de una flecha como en la figura 1. 
En este caso, el punto A se llama origen o punto inicial y el punto B 
extremo o punto final. Podemos también obtener el mismo segmento 


Lehmann. — 1. 
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dirigiéndolo de B a A; entonces B es el origen y A el extremo, y el 
segmento se designa por BA. El sentido de un segmento dirigido se 
indica siempre escribiendo primero el origen o punto inicial. 

Desde el punto de vista de la Geometría elemental, las longitudes 
de los segmentos dirigidos, AB y BA, son las mismas. En Geome- 
tría analítica , sin embargo, se hace una distinción entre los signos de 
estas longitudes. Así, especificamos, arbitrariamente, que un seg- 
mento dirigido en un sentido será considerado de longitud positiva , 
mientras que otro, dirigido en sentido opuesto, será considerado 
como un segmento de longitud negativa. De acuerdo con esto, si 
especificamos que el segmento dirigido AB tiene una longitud posi- 
tiva, entonces el segmento dirigido BA tiene una longitud negativa, 
y escribimos o BES 

AB = —BA. (1) 


Consideremos ahora tres puntos distintos A, B y C sobre una 
línea recta cuya dirección positiva es de izquierda a derecha. Hay 


A C B C A B A B C 
cnc a — o 
(a) (b) (c) 

B C A C B A B A C 
reali E oa e e do 
(a) (e) (f) 

Fig. 2 


3! = 6 ordenaciones posibles de estos puntos, como se muestra en la 
figura 2. Considerando solamente segmentos dirigidos de longitudes 
positivas, tenemos las seis relaciones siguientes correspondientes a 
estas ordenaciones : 








ACHCOB=AB, (a) 
CA+AB=CB, (b) 
AB+BC=AC, (c) 
BC + CA = BA, (d) 
CB+BA=CA, (e) 
BA + AC = BC. (f) 


Demostraremos en seguida que todas estas relaciones están incluí- 
das en la relación fundamental: 


AB + BC = AC. (2) 
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En efecto, por (1), CB = — BC, de manera que la relación (a) 
puede escribirse o E o 
AC — BC = AB, 
de donde, pasando — BC al segundo miembro, _Obtenemos (2). 
Análogamente, por ser CA = — AC y CB=-—BC por (1), la 

relación (b) se convierte en 
—AC+AB=- BC, 
en donde, por transposición, obtenemos también (2). La relación 


(c) está ya en la forma (2). Como anteriormente, usando (1), 
vemos que (d), (e) y (f) se reducen cada una a (2). 





3. Sistema coordenado lineal. En el Artículo anterior hemos 
introducido los conceptos de dirección y signo con respecto a los 
segmentos rectilíneos. Ahora vamos a dar un paso más introduciendo 
la idea de correspondencia entre un punto geométrico y un número 


P' P, O A P, P 
I A _AAE>>IúáÓ>ñá==>>j7y7>—->-A >> X 
(x') (c,) (o) (1) (x) (2) 
Fig. 3 


real. Consideremos (fig. 3) una recta X'X cuya dirección positiva 
es de izquierda a derecha, y sea O un punto fijo sobre esta línea. 
Tomemos una longitud conveniente como unidad de medida ; si A es 
un punto de X'X distinto de O y situado a su derecha, la longitud 
OA puede considerarse como unidad de longitud. Si P es un punto 
cualquiera de X'X situado a la derecha de O y tal que el segmento 
dirigido OP, de longitud positiva, contiene x veces a la unidad adop- 
tada de longitud, entonces diremos que el punto P corresponde al 
número positivo x. Anélogamente, si P’ es un punto cualquiera 
de X'X situado a la izquierda de O y tal que el segmento dirigido 
OP" tenga una longitud negativa de x' unidades, entonces diremos 
que el punto P’ corresponde al número negativo x'. De esta manera, 
cualquier número real z puede representarse por un punto P sobre la 
recta X'X. Y recíprocamente, cualquier punto dado P situado 
sobre la recta X' X representa un número real x, cuyo valor numérico 
es igual a la longitud del segmento OP y cuyo signo es positivo o 
negativo según que P esté a la derecha o a la izquierda de O. 

De acuerdo con esto, hemos construído un esquema por medio del 
cual se establece una correspondencia biunívoca entre puntos de una 
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recta y los números reales. Tal esquema se llama un sistema coorde— 
nado. En el caso particular considerado , como todos los puntos están 
sobre la misma recta, el sistema se llama sistema unidimensional o 
sistema coordenado lineal. Refiriéndonos a la figura 3, la recta X'X 
se llama eje y el punto O es el origen del sistema coordenado lineal. 
El número real z correspondiente al punto P se llama coordenada del 
punto P y se representa por (x). Evidentemente, de acuerdo con 
las convenciones adoptadas, el origen O tiene por coordenada (0) y 
el punto A tiene por coordenada (1). El punto P con su coordenada 
(z) es la representación geomélrica o gráfica del número real x, y la 
coordenada (x=) es la representación analítica del punto P. Ordina- 
riamente escribiremos el punto P y su coordenada juntos, tal como 
sigue : P(z). 

Es importante hacer notar que la correspondencia establecida por 
el sistema coordenado lineal es única. Es decir, a cada número 
corresponde uno y solamente un punto sobre el eje, y a cada punto 
del eje correspode uno y solamente un número real. 

Vamos a determinar ahora la longitud del segmento que une dos 
puntos dados cualesquiera , tales como Pı (xı) y P2(22) de la figura 3. 
En Geometría analítica, se dice que los puntos están dados cuando se 
conocen sus coordenadas. Por tanto, zı y z2 son números conocidos. 
Por la relación (2) del Artículo 2, tenemos : 


OP1 + Pı P: = OP». 
Pero, OP, = m y OP: =m. Luego , 


tı + PiP: = £, 
de donde, 
PiP: =% — Za. 


La longitud del segmento dirigido PPı, obtenida de PiP: por me- 
dio de la relación (1) del Artículo 2, es 


P: Pi = zı — t2. 


En cualquier caso, la longitud de un segmento dirigido se obtiene 
restando la coordenada del punto inicial de la coordenada del punto 
final. Este resultado se enuncia como sigue : 


Trorema 1. En un sistema coordenado lineal, la longitud del seg- 
mento disisgido que une dos puntos dados se obtiene, en magnitud y signo, 
restando la. coordenada del origen de la coordenada del extremo. 
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La distancia entre dos puntos se define como el valor numérico o 
valor absoluto de la longitud del segmento rectilíneo que une esos dos 
puntos. Si representamos la distancia por d, podemos escribir : 


d=|P,P:|=l2%-—m, 
o también, 
d= | P: P: | = la — zl. 


Ejemplo. Hallar la distancia entre los puntos Pı(5) y P(- 3). 
Solución. Porel teorema l, las longitudes de los segmentos dirigidos son 
P¡P¿=-3-5=-8 
PaP, =5-(-3)=8 


Entonces, para cualquiera de los dos segmentos dirigidos, la distancia está 
dada por 
d=]|-8|=/8|=8. 


4. Sistema coordenado en el plano. En un sistema coordenado 
lineal, cuyos puntos están restringidos a estar sobre una recta, el eje, 
es evidente que estamos extremadamente limitados en nuestra investi- 
gación analítica de propiedades geométricas. Así, por ejemplo, es 
imposible estudiar las propiedades de los puntos de una circunferencia . 
Para extender la utilidad del método analítico, consideraremos ahora 
un sistema coordenado en el cual un punto puede moverse en todas 
direcciones manteniéndose siempre en un plano. Este se llama sistema 
coordenado-bidimensional o plano, y es el sistema coordenado usado 
en la Geometría analítica plana . 

El primer ejemplo que estudiaremos de uno de estos sistemas, y, 
además, el más importante, es el sistema coordenado rectangular, 
familiar al estudiante desde su estudio previo de Algebra y Trigono- 
metría. Este sistema, indicado en la figura 4, consta de dos rectas 
dirigidas X'X y Y'Y, llamadas ejes de coorderadas , perpendiculares 
entre sí. La recta X' X se llama eje X; Y' Y es el eje Y; y su punto 
de intersección O, el origen. Estos ejes coordenados dividen al plano 
en cuatro regiones llamadas cuadrantes numerados tal como se indica 
en la figura 4. La dirección positiva del eje X es hacia la derecha ; la 
dirección positiva del eje Y, hacia arriba . 

Todo punto P del plano puede localizarse por medio del sistema 
rectangular. En efecto, se traza PA perpendicular al eje X y PB 
perpendicular al eje Y. Ja longitud del segmento dirigido OA se 
representa por x y se llama abscisa de P; la longitud del segmento 
dirigido OB se representa por y y se llama ordenada de P. Los dos 
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números reales, x y y, se llaman coordenadas de P y se representan 
por (x, y). Las abscisas medidas sobre el eje X a la derecha de O 
son positivas. y a la izquierda son negativas; las ordenadas medidas 
sobre Y arriba de O son positivas y abajo son negativas. Los signos 
de las coordenadas en los euatro cuadrantes están indicados en la 
figura 4. 

Es evidente que a cada punto P del plano coordenado le corres- 
ponden uno y solamente un par de coordenadas (x, y). Reefproca— 


Y 





mM E,-) IV Gm 


y E 
Fig. 4 


mente, un par de coordenadas (x, y) cualesquiera determina uno y 
solamente un punto en el plano coordenado. 

Dadas las coordenadas (x, y), £x Y, quedan determinados 
dos puntos, uno de coordenadas (z, y) y otro de coordenadas (y, z) 
que son diferentes. De aquí que sea importante escribir las coordena- 
des en su propio orden, escribiendo la abscisa en el primer lugar y la 
ordenada en el segundo. Por esta razón un par de coordenadas en el 
plano se llama un par ordenado de números reales. En vista de nues- 
tra discusión anterior, podemos decir que el sistema coordenado rectan— 
gular en el plano establece una correspondencia biuntvoca entre cada punto 
del plano y un par ordenado de números reales . 

La localización de un punto por medio de sus coordenadas se llama 
trazado del punto. Por ejemplo, para trazar el punto (— 5, — 6), 
señalaremos primero el punto A, sobre el eje X, que está 5 unidades 
a la izquierda de O; después, a partir de A, sobre una paralela al 
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eje Y, mediremos seis unidades hacia abajo del eje X , obteniendo así 
al punto P(— 5, — 6). La construcción está indicada en la figura 5, 
en la que se han trazado también los puntos (2, 6), (-6, 4) y 
(4, —2). 

El trazado de los puntos se facilita notablemente usando papel 
coordenado rectangular, dividido en cuadrados iguales por rectas 
paralelas a los ejes coordenados. La figura 5 es un modelo de papel 
















LSA 
MANN 
OS 
ENE: eo HA 
0 0 00 DI O 
ETT] 
EPI] 
00 DO O DA IS 
00 0 0 O O O 90 SD O O O O A SS A 
"A NAAA xX 
0 O 200 0 00 0 00 O A O O O A O 
O O A O O O 0 0 O DA A IA 
A E 
0 00 0 DS O 0 00 O O O O 0 A 
¿000 0 0 O O 0 00 O OS A O 0 DS A A 
SAELE DI MD IA E 0 
LAGES LIAT] 







Y' 
Fig. 5 


de esta clase. Se recomienda al estudiante el empleo de papel coorde— 
nado milimetrado cuando se requiera un trazado de gran exactitud. 

Si consideramos solamente aquellos puntos cuyas ordenadas son 
cero, veremos que todos ellos están sobre el eje X, y el sistema coor- 
denado plano se reduce al sistema coordenado lineal. Por lo tanto, el 
sistema coordenado lineal es, simplemente, un caso especial del siste- 
ma plano. 

Otro sistema plano que tendremos ocasión de usar es el sistema de 
coordenadas polares. Las coordenadas polares se estudiarán más ade- 
lante en un capítulo especial. 

El lector deberá observar que en los sistemas coordenados que han 
sido estudiados, se establece una correspondencia entre los puntos y el 
conjunto de los números reales. No se ha hecho mención de los núme- 
ros complejos del Algebra. Como nuestros sistemas coordenados no 
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especifican nada para los números complejos, no consideraremos tales 
números en nuestro estudio de la Geometría analítica . 


Ejemplo. Un triángulo equilátero OAB cuyo lado tiene una longitud a 

está colocado de tal manera que el vértice O está en el origen, el vértice A está 

` sobre el eje de las X y a la derecha 

Y de O, y el vértice B está arriba del 

eje X. Hallar las coordenadas de los 

vértices A y B y el área del trián- 
gulo. 


Solución. Con referencia a los 
ejes coordenados, el triángulo está en 
la posición indicada en la figura 6. 
Como OA = a, la abscisa del punto 
A esa. También, por estar A sobre 
el eje de las X, su ordenada es 0. 
C Por tanto, las coordenadas del vérti- 
ce A son (a, 0). 

Si trazamos la altura BC, per- 
Fig. 6 pendicular al lado OA, sabemos, por 
la Geometría elemental, que C es el 


punto medio de OA. Por tanto, la abscisa de C es 5 Como BC es paralela 





al eje Y, la abscisa del punto B es también $ La ordenada de B se obtiene 


ahora muy fácilmente por el teorema de Pitágoras; dicha ordenada es 


Bc= VABER = je- (2Y a, 


Las coordenadas del vértice B son, pues, (2 5 « š 


El área del triángulo (Apéndice IA, 1) es 
VEEE 
2 


4 


Sa 


K= a> 


n]—= 


EJERCICIOS. Grupo 1 


Dibujar una figura para cada ejercicio. 


1. Si A y B son dos puntos diferentes de una recta dirigida, demostrar que 
AB+BA=0 y AA =BB=0. 


2. Demostrar que las relaciones (d), (e) y (f) son casos particulares de la 
relación (2) del Artículo 2. 
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3. Si A, B, C y D son cuatro puntos distintos cualesquiera de una recta 
dirigida, demostrar que, para todas las ordenaciones posibles de estos puntos 
sobre la recta, se verifica la igualdad 


AB + BC +CD = AD. 
4. Hallar la distancia entre los puntos cuyas coordenadas son: (— 5) y 
©); 6) y (2-7): (8) y (-12). 


5. La distancia entre dos puntos es 9. Si uno de los puntos es (—2), 
hallar el otro punto. (Dos casos.) 


6. En un sistema coordenado lineal, P1(x1) y P2(x2) son los puntos 
extremos dados de un segmento dirigido. Demostrar que la coordenada (x) de 


un punto P que divide a P,Pz en la razón dada r = P¡P : PP, es 


xı trx 


x= Tfr 1 


7. Haciendo r = ] en la fórmula obtenida en el ejercicio 6, demostrar que 
la coordenada del punto medio de un segmento rectilíneo es la media aritmética 
de las coordenadas de sus puntos extremos. 


8. Hallar los puntos de trisección y el punto medio del segmento dirigido 
cuyos extremos son los puntos (— 7) y (— 19). 


9. Un extremo de un segmento dirigido es el punto (— 8) y su punto 
medio es (3). Hallar la coordenada del otro extremo. 
10. Los extremos de un segmento dirigido son los puntos P, (4) y Pa(— 2). 
Hallar la razón P2P : PP1 en que el punto P (7) divide a este segmento. 
11. Un cuadrado, de lado igual a 2a. tiene su centro en el origen y sus 


lados son paralelos a los ejes coordenados, Hallar las coordenadas de sus cuatro 
vértices. 


12. Tres vértices de un rectángulo son los puntos (2, — 1), (7, —1) y 
(7, 3). Hallar el cuarto vértice y el área del rectángulo. 


13. Los vértices de un triángulo rectángulo son los puntos (l, —2), 
(4, —2), (4, 2). Determinar las longitudes de Jos catetos. y después calcular 
el área del triángulo y la longitud de la hipotenusa. 


14. En el triángulo rectángulo del ejercicio 13, determinar primero los 
puntos medios de los catetos y, después, el punto medio de la hipotenusa. 


15. Hallar la distancia del origen al punto (a, b). 
16. Hallar la distancia entre los puntos (6, 0) y (0, — 8). 


17. Los vértices de un cuadrilátero son los puntos (1, 3), (7, 3), (9, 8) 
y (3. 8). Demostrar que el cuadrilátero es un paralelogramo y calcular su área. 


18. Dos de los vértices de un triángulo equilátero son los puntos (— 1, 1) 
y (3, 1). Hallar las coordenadas del tercer vértice. (Dos casos.) 
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19. Demostrar que los puntos (—5, 0), (0, 2) y (0, —2) son los vér- 
tices de un triángulo isósceles, y calcular su área. 


20. Demostrar que los puntos (0, 0), (3, 4), (8, 4) y (5. 0) son tos 
vértices de un tobo, y calcular su área. 


5. Carácter de la Geometría analítica. La Geometría elemental, 
conocida ya del lector, se llama Geometría pura para distinguirla del 
presente estudio. Acabamos de ver que por:medio de un sistema 
coordenado es posible obtener una correspondencia biunívoca entre 
puntos y números reales. Esto, como veremos, nos permitirá aplicar 
los métodos del Análisis a la Geometría , y de ahí el nombre de Geo- 
metría analítica. Al ir avanzando en nuestro estudio veremos, por 
ejemplo, cómo pueden usarse, ventajosamente , los métodos alge- 
braicos en la resolución de problemas geométricos. Recíprocamente , 
los métodos de la Geometría analítica pueden usarse para obtener 
una representación geométrica de las ecuaciones y de las relaciones 
funcionales. 
ja de sistema coordenado, que caracteriza a la Gecme- 
tria analítica , fué introducido por primera vez en 1637 por el matemá- 
tico francés René Descartes (1596-1650). Por esta razón , la Geome- 
tría analítica se conoce también con el nombre de Geometría cartesiana . 
Por la parte que toma en la unificación de las diversas ramas de las 
matemáticas, la introducción de la Geometría analítica representa 
uno de los adelantos más importantes en el desarrollo de las mate- 
máticas. 

En Geometría pura , el estudiante recordará que, generalmente, 
era necesario aplicar un método especial o un artificio , a la solución de 
cada problema ; en Geometría analítica, por el contrario, una gran 
variedad de problemas se pueden resolver muy fácilmente por medio de 
un procedimiento uniforme asociado con el uso de un sistema coorde- 
nado. El estudiante debe tener siempre presente que está siguiendo un 
curso de Geometría analítica y que la solución de un problema geomé- 
trico no se ha efectuado por Geometría analítica si no se ha empleado 
un sistema coordenado. Según esto, un buen plan para comenzar la 
solución de un problema es trazar un sistema de ejes coordenados 
propiamente designados. Esto es de particular importancia en los 
primeros pasos de la Geometría analítica, porque un defecto muy 
común del principiante es que si el problema que trata de resolver 
se le dificulta, está propenso a caer en los métodos de la Geome- 
tría pura. El estudiante deberá hacer un esfuerzo para evitar esta 
tendencia y para adquirir el método y espíritu analítico lo más pronto 


Taie: 
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6. Distancia entre dos puntos dados. Sean Pilz, yı) y Pa(zz, y2) 
dos puntos dados cualesquiera (fig. 7). Vamos a determinar la dis- 
tancia d entre Pi y P2, siendo d = | Pi Pal. Por P, P: tracemos las 
perpendiculares P: A y P: D-a ambos ejes coordenados, como se in~ 
dica en la figura, y sea E su punto de intersección. Consideremos el 
triángulo rectángulo Pı EP2. Por el teorema de Pitágoras, tenemos : 


d? = Pı Pè = P.E* + EP. (1) 





Las coordenadas de los pies de las perpendiculares a los ejes coorde- 
nados son A (zı, 0), B(0, y), C(z2, 0), D(0, ya). Luego, por el 
teorema 1 (Art. 3) tenemos 


PE=CA=%t—%2, EP. = DB = yı — y. 
Sustituyendo estos valores en (1), obtenemos 


Ë = (t — r) + (yY, 
de donde, 





d= vV (1 — t} + (y1 — y2)?. 
Este resultado se enuncia como sigue: 


TeorEMA 2. La distancia d entre dos puntos P, (xı, ys) y Pala, y2) 
está dada por la fórmula 


d= V (xı — x)? + (yı — y2)?. 


NoTAs. 1. En la demostración del teorema 2, no se hizo mención de los 
cuadrantes en que se encuentran los puntos Pı y Pz. Según esto el resultado 
del teorema 2 es completamente general e independiente d. la situación de los 
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puntos Pı y P2. La posición de un punto en un cuadrante particular está 
determinada por los signos de sus coordenadas. 
2. La distancia d es positiva, siendo Pı P2 el valor numérico o absoluto 
de la longitud del segmento rectilí- 
Y neo. Por esta razón no aparece en la 
_ fórmula ningún signo delante del ra- 
Pal 343,33) dical. Debe entenderse. por conve- 
nio, que si no aparece ningún signo 
delante de la raíz cuadrada indicada 
de una cantidad, se considera siempre 
que se trata del valor positivo. Si se 
debe tomar la raíz cuadrada negativa, 
debe aparecer el signo menos delante 
del radical. Así, el valor positivo de 
la raíz cuadrada de una cantidad a se 





expresa por V'a, el valor negativo 
Y' por — Va, y ambos valores, el po- 
Fig. 8 sitivo y el negativo por + Y a. 


Ejemplo. Demostrar que los puntos 
P1(3, 3), Pa(-3, —3), Ps[3V3, 3V3) 


son vértices de un triángulo equilátero. 


Solución. El triángulo del problema es el indicado en la figura 8. Por el 
teorema 2, tenemos: 


[PLP2| = VE +3) +O F3) 6V3, 

| PaPa | = V (3+3 V3) + (23-313) 
= V (9—18 V3 +27) + (94 18 V 3 +27) 
= V36 +36 =6vV2, 

[Ppi] = V (3 V33} + 6 V3 -3} =6v3. 


Luego el triángulo es equilátero, ya que todos sus lados son de igual longitud. 





7. División de un segmento en una razón dada. 


TEOREMA 3. Si Pı(xı, yı) y P2a(x2, y2) son los extremos de un 
segmento Pı P: , las coordenadas (x, y) de un punto P que divide a este 


segmento en la razón dada r = P,P : PP» son 


x = TE 1% _y try: 


1+r? Y TFT? r*-1. 


DeEmMOsTRACIÓN. Por los puntos Pı, P, P2, tracemos perpen- 
diculares a los ejes coordenados, tal como se indica en la figura 9. 
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Por Geometría elemental, las tres rectas paralelas P, A1, PA y P2 Az 
interceptan segmentos proporcionales sobre las dos transversales 
Pı P2 y A1 42. Por tanto, podemos escribir 


PP - AJA 
PP Ak: 








(1) 


Las coordenadas de los pies de las perpendiculares al eje X son 
Aı (zı, 0), A(z, 0), Az(z2, 0). 
Por tanto , por el teorema 1, del Y 
Artículo 3, tenemos 
AJA =2—%, 
AÁ2=2%—1. 





Ps (22,42) 


Sustituyendo estos valores en 
(1), obtenemos 





í—Z1 
e ea , 
L2—2 xX X 
de donde, 
+12 Y 
zı ría 


Por un procedimiento semejante para las ordenadas, obtenemos 


PP_BB_y—u 
PP, BBs Y-y 





(2) 


de donde, 
a Y + ry: 


y Er? r#-l. 


En el caso particular en que P es el punto medio del segmento 
dirigido Pı P2, es r = 1, de manera que los resultados anteriores se 
reducen a 

ntr _Yy+y 
==) Y4= Hgo. 

Según esto tenemos el siguiente 


CoroLARrIO. Las coordenadas del punto medio de un segmento diri- 
gido cuyos puntos extremos son (Xi, y1) y (X2, y2) son 


penr y= 2E, 
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Notas. 1. En Geometría elemental, las relaciones (1) y (2) se escriben 
sin considerar el signo. En Geometría analítica, en cambio, las razones deben 
ser consideradas con su signo, ya que estamos tratando con segmentos rectilineos 
dirigidos. 

2. Al usar las fórmulas del teorema 3, debe cuidarse de que la sustitución de 
las coordenadas sea correcta. Por esta razón, frecuentemente es preferible no 
sustituir en estas fórmulas sino escribir directamente los valores de las razones, 
tal como los dan las fórmulas (1) y (2). Esto se muestra en el ejemplo que 
damos a continuación. 


3. Siel punto de división P es externo al segmento dirigido Pı P2, la razón 
r es negativa. 


Y 





Fig. 10 


Ejemplo. Si Pı(— 4, 2) y P2(4, 6) son los puntos extremos del segmento 
dirigido Pı P32, hallar las coordenadas del punto P (x, y) que divide a este 


segmento en la razón P¡P : PP2= — 3. 


Solución. Como la razón r es negativa. el punto de división P es externo, 
tal como se indica en la figura 10. Si aplicamos el teorema 3 directamente, 
obtenemos 

x= AAA ARENA g, 
l+e 1-3 


y ES 2+ (368 
lr l-3 
Si, como se sugiere en la nota 2 anterior, escribimos las razones directamen- 
te, obtenemos también i 








pae a O de donde, x8: 
P Pza Sor 
y N E 
P,P —2 
rd de donde, y = 8. 
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EJERCICIOS. Grupo 2 


Dibújese una figura para cada ejercicio. 


1. Hallar el perímetro del cuadrilátero cuyos vértices son (— 3, —1), 
(0, 3), (3, 4), (4 —1). 


2. Demostrar que los puntos (— 2, —1), (2, 2), (5, —2), son los 
vértices de un triángulo isósceles. 


3. Demostrar que los puntos (2, — 2), (—8, 4), (5, 3) son los vértices 
de un triángulo rectángulo, y hallar su área. 


4. Demostrar que los tres puntos (12, 1). (— 3, — 2), (2, — 1) son 
colineales, es decir, que están sobre una misma línea recta. 


5. Demostrar que los puntos (0, 1), (3, 5), (7, 2), (4, —2) son los 
vértices de un cuadrado. 


6. Los vértices de un triángulo son A (3, 8), B(2, — 1) y C(6, — 1). 
Si D es el punto medio del lado BC, calcular la longitud de la mediana AD. 


7. Demostrar que los cuatro puntos (1, 1), (3, 5), (11, 6), (9, 2) 
son los vértices de un paralelogramo. 


8. Calcular el área del triángulo cuyos vértices son los puntos (0, 0), 
(1, 2), (3, —4). Sugestión. Usese la segunda fórmula del Apéndice IA, 1. 


9. Uno de los extremos de un segmento rectilíneo de longitud 5 es el punto 
(3, — 2). Si la abscisa del otro extremo es 6 hallar su ordenada. (Dos solu- 
ciones. ) 


10. Determinar la ecuación algebraica que expresa el hecho de que el punto 
(x, y) equidista de los dos puntos (— 3, 5), (7, — 9). 


11. Hallar los puntos de trisección y el punto medio del segmento cuyos 
extremos son los puntos (— 2, 3) y (6, — 3). 


12. Los puntos extremos de un segmento son P,(2, 4) y P3(8, — 4). 
Hallar el punto P(x, y) que divide a este segmento en dos partes tales que 


PP : PP, =-—2. 


13. Uno de los puntos extremos de un segmento es el punto (7, 8), y su 
punto medio es (4, 3). Hallar el otro extremo. 


14. Los extremos de un segmento son los puntos P,(7, 4) y P2(—1, —4). 
Hallar la razón Pı P : PP3 en que el punto P(1, — 2) divide al segmento. 


15. Los puntos medios de los lados de un triángulo son (2, 5), (4, 2) y 
(1, 1). Hallar las coordenadas de los tres vértices. 


16. Los vértices de un triángulo son A(— 1. 3), B(3, 5) y C(7, =- 1). 
Si D es el punto medio del lado AB y E es el punto medio del lado BC, demos- 
trar que la longitud del segmento DE es la mitad de la longitud del lado AC. 


17. Enel triángulo rectángulo del ejercicio 3, demostrar que el punto medio 
de la hipotenusa equidista de los tres vértices. 
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18. Demostrar que los segmentos que unen los puntos medios de los lados 
sucesivos del cuadrilátero del ejercicio I forman un paralelogramo. 


19. Los vértices de un triángulo son (2, —1), (—4, 7), (8, 0). Hallar, 
para cada una de las medianas, el punto de trisección más cercano al punto medio 
del lado correspondiente. Demostrar que este punto es el mismo para cada una 
de las medianas y, por tanto, que las medianas concurren en un punto. Este 
punto se llama baricentro del triángulo. 


20. En el triángulo cuyos vértices son (xı, yı)» (x2; y2), (xa, ya). 
demostrar que las coordenadas del baricentro son 
Gs[xı + x2 + xal, iy: + ya + yal). 


Utilizar este resultado para comprobar el ejercicio 19. 


8. Pendiente de una recta. Dos rectas al cortarse forman dos 
pares de ángulos opuestos por el vértice (fig. 11). Por tanto, la ex- 
presión *“el ángulo comprendido entre dos rectas?” es ambigua, ya 


B L 


Fig. 11 


que tal ángulo puede ser el a o bien su suplemento el $. Para hacer 
una distinción entre estos dos ángulos, consideramos que las rectas 
están dirigidas y luego establecemos la siguiente 


DEFINICIÓN. Se llama ángulo de dos rectas dirigidas al formado 
por los dos lados que se alejan del vértice. 


Así, por ejemplo, según esta definición, el ángulo que forman las rectas 
dirigidas [1 y l2 (fig. 11) es el ángulo a. Sin embargo, si la dirección de una 
de estas rectas, digamos l2, se invierte, el ángulo formado por las dos rectas es 
el ángulo suplementario $. 

Si lı y la son paralelas, diremos que el ángulo comprendido entre ellas es de 
0% cuando tienen la misma dirección, y de 180% cuando tienen direcciones 
opuestas. 


NOTA. En la figura ll, teniendo las rectas sus direcciones marcadas, el 
ángulo y = 360% — a también, según la definición 1, es el ángulo de las rectas 
lı y la. Este ángulo y > 180 se llama ángulo cóncavo. Siempre que hablemos 
de ángulo de dos rectas, sólo consideraremos ángulos < 180°. 
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DerinicióN 2. Se llama ángulo de inclinación de una recta el 
formado por la parte positiva del eje X y la recta, cuando ésta se 
considera dirigida hacia arriba . 

Así, de acuerdo con las definiciones 1 y 2, el ángulo de inclinación 
de la recta l (fig. 12) es a, y el de l’ es a’. Evidentemente, a 
puede tener cualquier valor comprendido entre 0° y 180° ; es decir, 
su iotervalo de variación está dado por 


0° < a < 180°. (1) 


Para la mayor parte de los problemas de Geometría analítica, em- 
plearemos más la tangente del ángulo de inclinación que el ángulo 
mismo. Según esto : 

DerIinicióN 3. Se llama pen- 
diente o coeficiente angular de una 
recta a la tangente de su ángulo de 
inclinación . 

La pendiente de una recta se 
designa comúnmente por la letra m. 
Por tanto, podemos escribir 





m= tga. (2) 
Por (1) y (2) se ve que la pen- Y 
diente puede tomar todos los valores Fig. 12 


reales. Si a es agudo, la pendiente 
es positiva, como para la recta l en la figura 12; si a’ es obtuso, 
como para la recta 1', la pendiente es negativa. Cualquier recta que 
coincida o sea paralela al eje Y será perpendicular al eje X, y su 
ángulo de inclinación será de 90. Como tg 90% no está definida , 
la pendiente de una recta paralela al eje Y no existe. Podemos 
establecer, por lo tanto, que toda recta perpendicular al eje X no 
tiene pendiente. El estudiante recordará , probablemente, la igualdad 
tg 90° = œ, cuyo significado debe considerar muy cuidadosamente 
ya que «o no es un número. Esta igualdad es una manera simbólica 
de expresar que, a medida que el ángulo a se aproxima más y más 
a 90%, tg a se hace y permanece mayor que cualquier número positivo 
por grande que se suponga . 

TEOREMA 4. Si P,(x1, yı) y P2(Xa, y2) son dos puntos diferentes _ 
cualesquiera de una recta, la pendiente de la recta es 


Y1— Ja 


m = , 
X1 — Xa 


X1 7 X2. (3) 


Lehmaan. — 2. 
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DEMOSTRACIÓN. Consideremos. la recta Pi P2 de la figura 13, 
determinada por los puntos Pı y P2, y sea a su ángulo de inclina- 
ción. Por Pı y Pz tracemos las perpendiculares Pı A1 y Pz Az al 
eje X, y por Pz tracemos una paralela al eje X que corte a Pi Ar 
en B. El ángulo Pı PaB =a, y, por Trigonometría, tendremos 


(4) 





Fig. 13 


Las coordenadas de los puntos 41, A y B son Aı(zı, 0), Az(x2, 0) 
y Bíz1, y2). Por tanto, por el teorema 1, Art. 3, tenemos 


BP =y- h, P: B = AzA1 = t-r. 


Sustituyendo estos valores en (4), obtenemos lo que se quería de- 
mostrar. 


Noras. 1. El valor de m dado por la fórmula (3) no está definido analí- 
ticamente para xı = xz. En este caso, la interpretación geométrica es que una 
recta determinada por dos puntos diferentes con abscisas iguales es paralela al 
eje Y y, por tanto, como se anotó anteriormente, no tiene pendiente. 

2. Elorden en que se toman las coordenadas en (3) no tiene importancia, 
ya que Y2 Y1 = YI Y2 El estudiante debe evitar, en cambio, el error muy 

x2— X1 X1— x2 
frecuente de tomar las ordenadas en un orden y las abscisas en el orden contrario, 
ya que esto cambia el signo de m. 
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Ejemplo. Hallar la pendiente y el ángulo de inclinación de la recta que pasa 
por los puntos (1, 6), (5, — 2). 

So:ución. Esta recta se muestra en la figura 14, Por el teorema 4 tenemos, 
para la pendiente, 
= 2-23), 3 

1-5 —4 
De la tabla B del Apéndice II tenemos, para ángulo de inclinación, 
a = arc tg (— 2) = 116° 34”, 


= —2. 


m 


Y 





y' 
Fig. 14 


9. Significado de la frase “condición necesaria y suficiente”. En 
este aftículo nos apartaremos momentáneamente de nuestro estudio de 
la Geometría analítica para considerar el significado de una expresión 
que se presenta frecuentemente en Matemáticas. La expresión par- 
ticular a que nos referimos es ' * una condición necesaria y suficiente ”?. 
Veamos primero su significado con un ejemplo. 

Consideremos el sencillo teorema siguiente de la Geometría ele- 
mental : 

Si un triángulo es isósceles , los ángulos opuestos a los lados iguales 
son iguales. 

Este teorema establece que si un triángulo es isósceles necesa- 
riamente se verifica que los ángulos opuestos a los lados iguales son 
iguales. Por tanto, podemos decir que la existencia de dos ángulos 
iguales es una condición necesaria para que el triángulo sea isósceles, 
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Pero el recíproco de este teorema también es verdadero, a saber: 

Si dos ángulos de un triángulo son iguales, los lados opuestos a 
estos ángulos son también iguales, y el triángulo es 1sósceles . 

Este teorema establece que la existencia de dos ángulos iguales es 
suficiente para que un triángulo sea isósceles. De ahí deducimos que la 
existencia de dos ángulos iguales es una condición suficiente para que 
el triángulo sea isósceles. 

Podemos entonces combinar ambos teoremas, directo y recíproco , 
en el siguiente enunciado único : 

Una condición necesaria y suficiente para que un triángulo sea isós— 
celes es que dos de sus ángulos sean iguales. 

Una frase de uso frecuente en lugar de *'una condición necesaria y 
suficiente”? es ‘‘si y solamente si””. Así el enunciado precedente 
puede escribirse : 

Un triángulo es isósceles sí y solamente sí dos de sus ángulos son 
iguales. 

De una manera más general, si la hipótesis A de un teorema 
implica la verdad de una tesis B, entonces B es una condición nece- 
saria para A. Por otra parte, si, recíprocamente, B implica la 
verdad de A, entonces B es una condición suficiente para A 

Debemos hacer notar, sin embargo, que una condición puede ser 
necesaria sin ser suficiente, y viceversa. Por ejemplo, para que un 
triángulo sea equilátero, es necesario que sea isósceles ; pero la condi- 
ción no es suficiente, ya que un triángulo puede ser isósceles sin ser 
equilátero . 

Puede haber más de una condición necesaria y suficiente para la 
verdad de un teorema. Así, una condición necesaria y suficiente para 
que un triángulo sea equilátero es que sea equiángulo. Y otra condi- 
ción necesaria y suficiente para que un triángulo sea equilátero es la 
igualdad de sus tres alturas. s 

A medida que vayamos avanzando en nuestro estudio de la Geome-— 
tría analítica, tendremos ocasiones frecuentes de deducir condiciones 
necesarias y suficientes de naturaleza analítica para diversas propieda- 
des geométricas. 

10. Angulo de dos rectas. Consideremos (fig. 15) las dos rectas 
l y l. Sea C su punto de intersección y A y B los puntos en que 
cortan al eje X. Sean 61 y 62 los :dos ángulos suplementarios que 
forman. Cada uno de estos ángulos, 91 y 02, se miden, tal como 
indican las flechas curvadas, en sentido contrario al de las manecillas 
de un reloj, o sea, en sentido positivo, como en Trigonometría. La 
recta a partir de la cual se mide el ángulo se llama recta inicial; 
la recta hacia la cual se dirige el ángulo se llama recta final. Las 
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pendientes de las rectas inicial y final se llaman pendiente inicial 
y pendiente final, respectivamente. 

Designemos por aı el ángulo de inclinación de la recta l y por mı 
la pendiente; para la recta lz, sean az y ma el ángulo de inclinación 
y la pendiente, respectivamente. Para el ángulo 6,, la recta inicial 
es h, la pendiente inicial es mı, la recta final es l y la pendiente 
final es m2; para el ángulo 62, la recta y la pendiente iniciales, y la 





Fig. 15 


recta y pendiente finales, están dadas por k, ma, h y mı, respecti- 
vamente. Vamos ahora a calcular cada uno de los ángulos 6, y 02 
cuando se conocen las pendientes mi y mz de los lados que forman 
estos ángulos. 

Por Geometría elemental, un ángulo exterior de un triángulo es 
igual a la suma de los dos ángulos interiores opuestos. Por tanto, en 
el triángulo ABC, siendo 61 = ángulo ACB, tendremos : 


as =u1+01, 
O SCA, 
0; = 02 — dı. ; (1) 


Tomando las tangentes de ambos miembros de (1), tenemos (Apén- 
dice IC, 6) 


ES (2) 


te E TT 
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Pero mi = tg a1 y m = tg a. Luego, de (2), 


M- mı (3) 


tg 01 = Vai 


Para el triángulo ABC, con 62 por ángulo exterior, tenemos 
02 = a; + (180° — az). 


Tomando tangentes de ambos miembros, obtenemos (Apéndice IC, 
6 y 3) 

tg as + tg (180° — az) tg aı — tg az 

tg ĝ2 = ZA A 


1 — tg aı tg (180 — a2) 1+ tga tg a’ 
de donde obtenemos el resultado buscado : 


Mi — Ma 
1 + mm * (4) 


tg 02 = 


Comparando (3) y (4), vemos que solamente difieren en el signo, 
lo cual era de esperarse, ya que 91 y 02 son ángulos suplementarios. 
Para calcular un ángulo especificado es esencial saber si se debe usar 
la fórmula (3) o la (4), es decir, debemos tener la seguridad de que 
estamos calculando un ángulo particular o su suplemento. Esto se 
resuelve muy sencillamente si observamos que, en ambos resultados , el 
numerador se obtiene restando la pendiente inicial de la pendiente final. 
De acuerdo con esto tenemos el siguiente 

TEOREMA 5. Un ángulo especificado 0 formado por dos rectas está 
dado por la fórmula 

ma — Mi 


a OMNE, (5) 


tg 0 = 
en donde mı es la pendiente inicial y ms la pendiente final correspon- 
diente al ángulo 6. 


NOTA. Si mimz3=—l, tg 0 no está definida por la fórmula (5). Este 
caso será considerado más adelante en el corolario 2, 


Del teorema 5 podemos deducir las condiciones de paralelismo y 
perpendicularidad de dos rectas, conocidas sus pendientes. 

En efecto, según vimos en el Artículo 8, si dos rectas son parale— 
las, el ángulo formado por ellas es 0° ó 180°. En cualquiera de los 
dos casos, la fórmula (5) se reduce a 


m2 —- Mi 


90 1 + mi me 


, 


de donde, mi = mz; es decir, las pendientes son iguales. 
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Recíprocamente , si mı = m2, (5) se reduce a 
tg0=0, 


de donde se deduce que 0 esigual a 0° ó 180°, y, en consecuencia , 
los rectas son paralelas. Por tanto, de acuerdo con el Artículo 9, una 
condición necesaria y suficiente para el paralelismo de dos rectas es 
que sus pendientes sean iguales. De aquí se deduce el siguiente coro- 
lario de gran importancia práctica : 

CoroLarIo 1. La condición necesaria y suficiente para que dos 
rectas sean paralelas es que sus pendientes sean iguales . 

Si dos rectas son perpendiculares, el ángulo comprendido entre ellas 
es de 90”. En este caso, como no puede usarse la relación (5) para 
hallar el valor de 0 , escribiremos (5) en la forma 


ctg 0 = ———. (6) 


Como ctg 90° = 0, para que la fracción sea cero debe anularse el 
numerador , es decir, 


0O=1+mim, 
de donde, mi ma = — 1. 
Recíprocamente, si m m = — 1, la fórmula (6) se anula y, por 
lo tanto, 
ctg0 =0, 


de donde, 9 = 90°, y las rectas son perpendiculares. Según esto 
tenemos el : 

CoroLaRI0 2. La condición necesaria y suficiente para que dos 
rectas sean perpendiculares entre st, es que el producto de sus pendientes 
sea igual a — 1. 


NOTA. El corolario 2 se enuncia frecuentemente en la siguiente forma equi- 
valente; Dos rectas son perpendiculares entre sí si la pendiente de una de las 
rectas es recíproca y de signo contrario de la pendiente de la otra recta, o, más 
brevemente, sí las pendientes son negativamente recíprocas. 

Ejemplo. Hallar el ángulo agudo del paralelogramo cuyos vértices son 
A(-2, 1), B(l, 5). C(10, 7) y D(?, 3). 

Solución. El primer paso es indicar la dirección positiva del ángulo que se 
busca que, en este caso, es el ángulo C de la figura 16. Entonces el lado BC da 
la pendiente inicial mı y el lado CD la pendiente final ma. 

Por el teorema 4 del Artículo 8 tenemos para las pendientes 


7-5 2 7-3 
ma = 


10-173" 10 7 





Ta 
3 
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Después, por el teorema 5, tenemos 


4_2 
ERE, 9 36— 6 6 
3 9 
de donde, C = 40° 30. 
Y 





C(10,7) 


Fig. 16 


EJERCICIOS. Grupo 3 


Dibujar una figura para cada ejercicio. 


1. Digase el ángulo de inclinación de cada una de las siguientes rectas diri- 
gidas: a) Eleje X. b) Eleje Y. c) Una recta paralela al eje X y diri- 
gida hacia la derecha. d) Una recta paralela al eje X v dirigida hacia la 
izquierda. 

2. Digase la pendiente de cada una de las siguientes rectas dirigidas: a) El 
eje X. b) Una recta paralela al eje X y dirigida ya sea a la derecha oa la iz- 
quierda. c) La recta que pasa por el origen y biseca al cuadrante I. d) La 
recta que pasa por el origen y biseca al cuadrante Il ' 

3. Demostrar el teorema 4 del Articulo 8, empleando una figura en la cual 
el ángulo de inclinación a sea obtuso. 

4. Hallar la pendiente y el ángulo de inclinación de la recta que pasa por los 
puntos (— 3, 2) y (7, - 3). 

5. Los vértices de un triángulo son los puntos (2, — 2), (-— 1, 4) y 
(4, -5). Calcular la pendiente de cada uno de sus lados. 

6. Demostrar, por medio de pendientes, que los puntos (9, 2), (ll, 6), 
(3, 5) y (1. 1) son vértices de un paralelogramo. 

7. Una recta de pendiente 3 pasa por el punto (3, 2). La abscisa de otro 
punto de la recta es 4. Hallar su ordenada. 

8. Una recta de pendiente — 2 pasa por el punto (2, 7) y por los puntos 
A y B. Si la ordenada de A es 3 y la abscisa de B es6, ¿cuáles la abscisa de A 
y cuál la ordenada de B? 

9. Tres de los vértices de un paralelogramo son (— 1,4), (1, — 1) y 
(6, 1). Sila ordenada del cuarto vértice es 6, ¿cuál es su abscisa? 
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10. Hallar los ángulos interiores del triángulo cuyos vértices son los puntos 
(—2, 1), B, 4) y (5, — 2). Comprobar los resultados. 

11. Demostrar que los puntos (1, 1), (5, 3), (8, 0) y (4, —2) son vér- 
tices de un paralelogramo, y hallar su ángulo obtuso. 

12. Demostrar que los puntos (1, 1), (5, 3) y (6, — 4) son vértices de 
un triángulo isósceles, y hallar uno de los ángulos iguales. 

om 13. Hallar los: ángulos del cuadrilátero cuyos vértices son los puntos 
(2. 5), (7, 3). (6, 1) y (0, 0). Comprobar los resultados. 

-—«. 14, Dos rectas se cortan formando un ángulo de 135%, Sabiendo que la recta 
final tiene una pendiente de — 3, calcular la pendiente de la recta inicial. 

x 15. Dos rectas se cortan formando un ángulo de 45%. La recta inicial pasa 
por los puntos (— 2, 1) y (9, 7) y la recta final pasa por el punto (3, 9) y 
por el punto A cuya abscisa es — 2. Hallar la ordenada de A. 

16. Hallar el área del triángulo cuyos vértices son A (1, — 3), B(3, 3) y 
C(6, — 1) empleando el seno del ángulo BAC. Sugestión. Ver Apéndi- 
ce IC, 12. 

1-17. Por medio de las pendientes demuéstrese que los tres puntos (6. — 2), 
(2, 1) y (— 2, 4) son colineales. 

18. Una recta pasa por los dos puntos (— 2, — 3), (4, 1). Si un punto 
de abscisa 10 pertenece a la recta, ¿cuál es su ordenada? 

19. Hallar la ecuación a la cual debe satisfacer cualquier punto P (x, y) que 
pertenezca a la recta que pasa por los dos puntos (2. — 1), (7, 3). 

-4 20, Hallar la ecuación a la cual debe satisfacer cualquier punto P (x, y) 
que pertenezca a la recta que pasa porel punto (3, — 1) y que tiene una pen- 
diente igual a 4. 

21. Demostrar que la recta que pasa por los dos puntos (— 2, 5) y (4, 1) 
es perpendicular a la que pasa por los dos puntos (— 1, 1) y (3, 7). 

22. Una recta lı pasa por los puntos (3, 2) y (— 4, — 6), y otra recta l2 
pasa por el punto (— 7, 1) y el punto A cuya ordenada es — 6. Hallar la abs- 
cisa del punto A, sabiendo que {ı es perpendicular a l2. 

23. Demostrar que los tres puntos (2, 5), (8, — 1) y (—2, 1) son los 
vértices de un triángulo rectángulo, y hallar sus ángulos agudos. 

24. Demostrar que los cuatro puntos (2, 4), (7,3), (6, —2) y (1, =!) 
son vértices de un cuadrado y que sus diagonales son perpendiculares y se dividen 
mutuamente en partes iguales. , 

25. Demostrar que los cuatro puntos (2, 2), (5, 6). (9, 9) y (6, 5) son 
vértices de un rombo y que sus diagonales son perpendiculares y se cortan en su 
punto medio. 


11. Demostración de teoremas geométricos por el método analítico. 
Con los resultados obtenidos en este capítulo es posible demostrar muy 
fácilmente muchos teoremas de la Geometría elemental por los métodos 
de la Geometría analítica. El estudiante comprenderá el alcance de la 
Geometría analítica comparando la demostración analítica de un teo- 
rema con la demostración del mismo teorema dada en Geometría cle- 
mental. 

En relación con la demostración analítica de un teorema, son nece- 
sarias ciertas precauciones. Como en la demostración se emplea un 
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sistema coordenado , es muy útil construir la figura de manera que se 
facilite la demostración. Uha figura debe colocarse siempre en la 
posición más simple , es decir, en una posición tal que las coordenadas 
de los puntos de la figura simplifiquen lo más posible los cálculos 
algebraicos. Por ejemplo, en un teorema relativo a un triángulo 
cualquiera, la figura puede suponerse tal como se indica en la figu- 
ra 17 (a), teniendo los vértices las coordenadas que se indican. Pero 
es más sencillo suponer el triángulo en la posición indicada en la 
figura 17 (b); en efecto, para esta posición solamente tenemos tres 
cantidades, a, b y c, que considerar, mientras que si consideramos 


Y 





Fig. 17 


el triángulo dado en la figura 17 (a) serán seis las cantidades que 
entrarán en nuestros cálculos. Una posición análoga a la dada en la 
figura 17 (b) es aquella en que ningún vértice está en el origen , pero 
un vértice está sobre uno de los ejes coordenados y los otros dos están 
sobre el otro eje coordenado. El estudiante dibujará las figuras corres— 
pondientes a este caso. — 

Por afán de simplificación no se debe caer, sin embargo, en el 
extremo opuesto y situar la figura de tal manera que el teorema 
quede restringido. Por ejemplo, las coordenadas para los vértices del 
triángulo de la figura 17 (c) contienen solamente dos cantidades a y b, 
pero esta figura es el caso especial de un triángulo rectángulo y no 
serviría para la demostración de un teorema relativo a un triángulo 
cualquiera. También es muy útil el usar letras y no números para las 
coordenadas de los puntos. 

Como primer paso en la demostración analítica de un teorema , se 
debe dibujar un sistema de ejes coordenados y, después, colocar la 
figura en una de las posiciones más simples, sin particularizar el teo— 
rema, tal como se explicó en el párrafo anterior. A continuación , 
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todos los puntos comprendidos por el teorema deberán designarse 
por coordenadas apropiadas marcadas sobre la figura. El procedi- 
miento a seguir después de esto depende de la propiedad o propiedades 
particulares que van a demostrarse y se comprenderá mejor por medio 
de ejemplos. 


Ejemplo 1. Demostrar analíticamente que las rectas que unen los puntos 
medios de los lados sucesivos de cualquier cuadrilátero forman un paralelo- 
gramo. 





Fig. 18 


Demostración. Una de las posiciones más simples para un cuadrilátero 
cualquiera es la mostrada en la figura 18. Sean D. E. F y G los puntos me- 
dios de los lados sucesivos del cuadrilátero OABC. Tenemos que demostrar 
que el cuadrilátero DEFG es un paralelogramo. Esto sugiere la obtención de 
las pendientes de los lados de DEFG. Estas pendientes se obtienen muy fácil- 
mente siempre que se conozcan las coordenadas de los puntos D. E, F y G. 
Para calcular estas coordenadas observemos que, por ser los puntos medios de los 
lados del cuadrilátero dado. bastará aplicar las fórmulas del punto medio de un 
segmento. Según esto, la obtención de las coordenadas será el puato de partida 
de la demostración. 

Por el corolario del teorema 3 del Artículo 7, tenemos, para las coordenadas 
de los puntos medios: 


D: (° 


[e 
la 
|° 
+ 
lo 
x= 

o 

ES 

e 
PES 

| 
lo 
== 








2 2 2 
; a+c b+d 
Es ( 2 2) 
c+e d>+0 c+e d 
F ( 2 ' +) o sea, ( 7” 7) 
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Por el teorema 4, Artículo 8, tenemos, para las pendientes de los lados 
de DEFG: 











b_b+d 
Pendiente de DE = 2 2 als 
aL ste g 
2 2 
b+d_d 
4 2 2 bo. 
O a aE 
2 2 
5-0 d 
Pendiente de FG = — ==; 
c+e_ e c 
2 2 
na b 
Pendiente de GD = ET, 
a E, a =g 
2.2 


Siendo idénticas las pendientes de DE y FG, estos dos lados son paralelos, 
según el corolario 1 del teorema 5, Artículo 10. Análogamente, los lados 
EF y DG son paralelos. Por tanto, la figura DEFG es un paralelogramo, y 
el teorema está demostrado, 


Y 


Bíla+b.c) 





Fig. 19 


Ejemplo 2. Demostrar analíticamente que, si las diagonales de un parale- 
logramo son perpendiculares entre sí, el paralelogramo es un rombo. 

Demostración. Una de las posiciones más sencillas para un paralelogramo 
cualquiera es la indicada en la figura 19. Podemos entonces asignar a los vertices 
A y C sus coordenadas como está indicado. Como OABC es un paralelogramo, 
el lado BC es paralelo e igual al lado OA. Luego, la ordenada de B esigual a 
la ordenada de C, y la abscisa de B es a unidades mayor que la abscisa de C. 
Todo esto lo indicamos analíticamente asignando las coordenadas (a + b, c) al 
vértice B. 
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Por hipótesis, las diagonales OB y AC son perpendiculares entre sí. Según 
el corolario 2 del teorema 5 del Artículo 10, este hecho se expresa, analítica- 
mente, por la relación 








de donde, 
c? = a? — b?, y a= vb Fe. 


Pero a es la longitud del lado OA, y, por el teorema 2, Artículo 6, Vb? Fc? 
es la longitud del lado OC. Por tanto, por ser iguales dos lados adyacentes de 
OABC el paralelogramo es un rombo, como se quería demostrar. 


EJERCICIOS. Grupo 4 


Los teoremas enunciados en los siguientes ejercicios deben demostrarse anali- 
ticamente. Para cada ejercicio dibújese una figura colocada, con respecto a los 
ejes coordenados, de manera que facilite la demostración. 


1. Las diagonales de un paralelogramo se dividen mutuamente en partes 
iguales. 

2. Enunciar y démostrar el teorema recíproco del anterior. 

3. Las diagonales de un rombo son perpendiculares y se cortan en su punto 
medio. 

4. El segmento de recta que une los puntos medios de dos lados cualesquiera 
de un triángulo es paralelo al tercer lado e igual a su mitad. 

5. El punto medio de la hipotenusa de un triángulo rectángulo equidista de 
los tres vértices. 

6. Los ángulos opuestos a los lados iguales de un triángulo isósceles son 
iguales. 

7. Enunciar y demostrat el recíproco del teorema del ejercicio 6. 

8. Si las diagonales de un paralelogramo son iguales, la figura es un rec- 
tángulo. 

9. Las medianas correspondientes a los lados iguales de un triángulo isós- 
celes son iguales. 

10. Enunciar y demostrar el recíproco del teorema del ejercicio 9. 

11. Los dos segmentos que se obtienen uniendo dos vértices opuestos de un 
paralelogramo coa los puntos medios de dos lados opuestos son iguales y 
paralelos. 

12. El segmento que une los puntos medios de los lados no paralelas de 
un trapecio es paralelo a las bases e igual a su semisuma. 

13. El segmento que une los puntos medios de las diagonales de un trapecio 
es igual a la mitad de la diferencia de las longitudes de los lados paralelos. 

14. La suma de los cuadrados de los lados de un paralelogramo cualquiera es 
igual a la suma de los cuadrados de sus diagonales. 

15. Los segmentos que unen los puntos medios de cada dos lados opuestos 
de un cuadrilátero cualquiera se bisecan entre sí. 

16 Los segmentos que unen los puntos medios de cada dos lados contiguos 
de un rectángulo forman un rombo, 

17. Los segmentos que unen los puntos medios de cada par de lados conti- 
guos de un rombo forman un rectángulo. 
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18. Losángulos de la base de un trapecio isósceles son iguales. 

19. Los puntos medios de dos lados opuestos de cualquier cuadrilátero y los 
puntos medios de las diagonales son los vértices de un paralelogramo. 

20. Enunciar y demostrar el recíproco del teorema de Pitágoras. 

21. El segmento que une los puntos medios de dos lados opuestos de cual- 
quier cuadrilátero y el que une los puntos medios de las diagonales del cuadrilá- 
tero se bisecan entre sí. 

22. El segmento de recta que une los puntos medios de los lados no parale- 
los de un trapecio biseca a ambas diagonales. 

23. La suma de los cuadrados de las distancias de cualquier punto de un 
plano a dos vértices opuestos de cualquier rectángulo es igual a la suma de los 
cuadrados de sus distancias a los otros dos vértices. 

24. Enunciar y demostrar el recíproco del teorema del ejercicio 23. 

25. Si O, A, B y C son los vértices sucesivos de un paralelogramo, y 
D y E los puntos medios de los lados AO y BC, respectivamente, los seg- 
mentos DB y OE trisecan a la diagonal AC. 


12. Resumen de fórmulas. A intervalos apropiados el estudiante 
debe construir tablas que comprendan un sumario de los resultados 
obtenidos. ¿ón tales tablas se apreciará a simple vista no solamente las 
relaciones importantes sino también algunas analogías o propiedades 
comunes ; también servirán para reducir a un mínimo los resultados 
que deben aprenderse de memoria. Como ejemplo, presentamos a con- 
tinuación un resumen , en forma de tabla , de los principales resultados 
obtenidos en este capítulo. El estudiante debe tener estos resulta— 
dos claramente definidos en su mente, y, en particular, debe notar 
el paralelismo entre la condición geométrica por una parte y su repre— 
sentación analítica por otra . 


CONDICION GEOMETRICA REPRESENTACION ANALITICA 


Longitud Pı P3 de un segmento de recta 
dirigido, Pı P2, con punto inicial Pı y 
punto final Pa. 


Pı P3 coincidiendo con el eje X; 
Pı(xı 0). Pa(xa2. 0). P¡Px2 paralelo Pı P3 = x23 — xı. 
al eje X; Pı(xı, y). Pa(xa. y). y0. 


Pı P3 coincidiendo con el eje Y; 
Pı(0, yı). Pa(0. ya). Pı P3 paralelo P¡P3 = ya — yi. 
aleje Y; Pi(x, y1). Pa(x. ya), x 40. 





Distancia d entre dos puntos dados MOT EESE a Eee E 
Pix y) y Palxa, ya). de Y (xı — xa)? + (y1 Y. 
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CONDICION GEOMETRICA REPRESENTACION ANALITICA 





Coordenadas (x, y) del punto P que = xı trx 
divide al segmento rectilineo dirigido P, P2, +) 











con puntos extremos dados Pı(xı, yı) y yı + rya E 
Pa(x2, ya), en la razón dada r=P1 P : PPa. Y * I++r 

Coordenadas (x, y) del punto medio x= Xx 
del segmento dirigido, Pı P2 cuyos extre- 2 
mos dados son los puntos Pı (xı, yı) y y=! + ya 
Pa(x2, y2). Day 

Pendiente m de la recta que pasa por los 
dos puntos dados diferentes Pi (xı, y1) y m = HZY, x1%x3. 
Pa(xa, y2). FLUTES 

Angulo 0 formado por dos rectas con ga MM. mmæ#—l. 
pendiente inicial m4 y pendiente final ma. l+mima 


Condición necesaria y suficiente para el 
paralelismo de dos rectas dadas de pendien- mi = ma. 
tes mi y ma. 





Condición necesaria y suficiente para la 
perpendicularidad de dos rectas dadas de mim2= — 1. 
pendientes mı y ma. 
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13. Dos problemas fundamentales de la Geometría analítica. En 
este capítulo haremos un estudio preliminar de dos problemas funda- 
mentales de la Geometría analítica . 

I. Dada una ecuación interpretarla geométricamente , es decir, 
construir la gráfica correspondiente . 

II. Dada una figura geométrica, o la condición que deben cumplir 
los puntos de la misma , determinar su ecuación. 

El lector observará que estos problemas son esencialmente inversos 
entre sí. Estrictamente hablando, sin embargo, ambos problemas 
están tan estrechamente relacionados que constituyen juntos el pro- 
blema fundamental de toda la Geometría analítica. Por ejemplo, 
veremos más adelante que, después de obtener la ecuación para una 
condición geométrica dada, es posible, frecuentemente, determinar 
por un estudio de esta ecuación posteriores características geométricas 
y propiedades para la condición dada. Nuestro propósito al considerar 
inicialmente separados los dos problemas no es de mucha necesidad 
sino, más bien, de conveniencia ; de esta manera tenemos que enfocar 
nuestra atención sobre un número menor de ideas a la vez. 

14. Primer problema fundamental. Gráfica de una ecuación. Su- 
pongamos que se nos da una ecuación de dos variables, z y y, que 
podemos escribir, brevemente, en la forma 


f(x, y) =0. (1) 


En general, hay un número infinito de pares de valores de z y y que 
satisfacen esta ecuación. Cada uno de tales pares de valores reales se 
toma como las coordenadas (x, y) de un punto en el plano. Este con- 
venio es la base de la siguiente definición : 
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DerINIcIóN 1. El conjunto de los puntos, y solamente de ague- 
llos puntos cuyas coordenadas satisfagan una ecuación (1), se llama 
gráfica de la ecuación o, bien, su lugar geométrico. 

Otro concepto importante está dado por la 

DerinicióN 2. Cualquier punto cuyas coordenadas satisfacen la 
ecuación (1) pertenece a la gráfica de la ecuación . 

No debe insistirse mucho en aquello de que solamente aquellos pun- 
tos cuyas coordenadas satisfacen una ecuación pertenecen a su lugar 
geométrico. Lo importante es que si las coordenadas de un punto 
satisfacen una ecuación, ese punto pertenece a la gráfica de esa ecuación 
y, recíprocamente, si un punto está sobre la gráfica de una ecuación , 
sus coordenadas satisfacen la ecuación. Esto es, evidentemente , el 
enunciado de una condición necesaria y suficiente (Art. 9). Como las 
coordenadas de los puntos de un lugar geométrico están restringidas 
por su ecuación tales puntos estarán localizados, en general, en posi- 
ciones tales que, tomadas en conjunto, formen un trazo definido 
llamado curva , gráfica, o lugar geométrico. 


Como ejemplo de las notas precedentes consideremos la ecuación 
u = x3? — 8x3 +15 x. (2) 


Dando diversos valores a x y calculando los valores correspondientes de y. 
obtenemos los pares de valores que figuran en la tabla. Cada par de valores 
correspondientes, tomado como las coordenadas de un punto, nos permite 
trazar varios puntos, tal como se muestra en la figura 20. 


En Algebra se estudia el trazado de gráficas del tipo (2). El pro- 
cedimiento consiste en trazar un cierto número de puntos y dibujar una 
línea continua que pasa por todos ellos. tal como está indicado en la 
figura 20. Pero, al hacer esto, se supone que la gráfica entre dos 
puntos sucesivos cualesquiera tiene la forma de la curva continua que 
se dibuja uniendo los puntos. Aunque esto es verdadero para la 
gráfica particular que estamos considerando, no es verdadero para 
las gráficas de todas las ecuaciones. Por tanto, bajo este supuesto , 
podemos introducir muchos errores en el trazado de la gráfica entre dos 
de sus puntos. Para evitar errores de este tipo, debemos hacer una 
investigación preliminar de la ecuación para ciertas características 
antes de proceder al trazado de la curva. Esto se llama discutir la 
ecuación y se describirá en los artículos que siguen inmediatamente 
al presente. 


El lector no debe creer que toda ecuación del tipo (') tiene, necesariamente, 
una gráfica. Por ejemplo, la ecuación 


x+y? +40 G) 


Lehmann. — 8. 


o 
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se satisface para un número infinito de pares de valores de x y y. pero en 
ningún caso son ambos valores números reales. Por esto no se puede trazar 
ningún punto cuyas coordenadas satisfagan esta ecuación, ya que estamos. res- 
tringidos a puutos cuyas coordenadas sean ambas números reales. Decimos 
entonces que (3) no tiene gráfica en el sistema coordenado rectangular real 
que estamos empleando. 








-ONAN =O 





Fig. 20 


Otro ejemplo es la ecuación 
x? +y? = O, (4) 


en donde, x=0, y =0 es el único par de valores reales que la satisfacen. 
En este caso, en nuestro sistema coordenado rectangular real, la gráfica de la 
ecuación (4) es un solo punto, el origen. 


15. Intercepciones con los ejes. El primer punto que estudiare— 
mos en relación con la discusión de una ecuación es el de las intercep- 
ciones de la curva con los ejes coordenados. 

DEFINICIONES. Llamaremos intercepción de una curva con el eje 
X a la abscisa del punto de intersección de la curva con el eje. Aná- 
logamente , la intercepción con el eje Y es la ordenada del punto de 
intersección de la curva con dicho eje. * 

El método para obtener la intercepciones es evidente a partir de la 
definición. Como la intercepción con el eje X es la abscisa de un 


* N. DEL T. Muchos autores llaman intersecciones a las intercepciones 
sobrentendiendo que al decir punto de intersección se quiere indicar abscisa u 
ordenada del punto. 
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punto que está sobre el eje de las X, la ordenada de ese punto es caro. 
Por tanto, haciendo y = 0 en la ecuación de la curva, las soluciones 
reales de la ecuación resultante en x mos darán las intercepciones con 
el eje de las X. Análogamente, haciendo en la ecuación z = 0, las 
soluciones reales de la ecuación resultante en y nos darán las intercep— 
ciones con el eje Y. 


Como ejemplo del método, consideremos la ecuación (2) del Articulo 14: 
y =x? 8x +15 x. (1) 


Para y = 0, esta ecuación se reduce a 


x3-8x2+1l5x=0, 
de donde, 
xx —- 3) (x -—5)=0, 
y las raices son 
x=0, 3, 5. 


Por tanto, las intercepciones de (1) con el eje X son 0, 3, 5. Para x=0 
en (1), y =0, de manera que la intercepción con el eje Y es 0. Todas estas 
intercepciones están indicadas en la figura 20 del Artículo 14. 


16. Simetría. El segundo punto que consideraremos, en relación 
con la discusión de una ecuación , es la simetría de la curva que repre- 
senta, con respecto a los ejes coor- 
denados y con respecto al origen. 

DEFINICIÓN 1. Se dice que dos 
puntos son simétricos con respecto a 
una recta si la recta es perpendicu— 
lar al segmento que los une en su 
punto medio. A 

La recta con respecto a la cual 
son simétricos los dos puntos se 
llama eje de simetría, Así, en la 
figura 21, los dos puntos A y B 
son simétricos con respecto al eje de 
simetría l si la recta 1 es perpen- 
dicular al segmento AB en su pun- 
to medio. Fig. 21 

DEFINICIÓN 2. Se dice que dos 
puntos son simétricos con respecto a un punto O si O es el punto medio 
del segmento que los une. 

El punto O se llama centro de simetría. Así, en la figura 22, los 
dos puntos A y B son simétricos con respecto al centro de simetría O 
siempre que O sea el punto medio del segmento AB, + 


l 
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Ahora vamos a extender las definiciones 1 y 2 hasta incluir la sime- 
tría de una curva plana completa con respecto a una línea o un punto. 

DEFINICIÓN 3. Se dice que una curva ea simétrica con respecto a 
un eje de simetría cuando para cada punto de la curva hay un punto 
correspondiente, también de la curva, tal que estos dos puntos son 
simétricos con respecto al eje. 

DEFINICIÓN 4. Se dice que una curva es simétrica con respecto a 
un centro de simetría O cuando para cada punto de la curva hay un 


Y 





Fig. 22 Fig. 23 


punto correspondiente , también de la curva , tal que estos dos puntos 
son simétricos con respecto a O. 

Todas las definiciones anteriores son puramente geométricas. Ahora 
interpretaremos estas definiciones analiticamente, usando los ejes coor- 
denados como ejes de simetría y el origen como centro de simetría . 

a) Simetría con respecto al eje X. Sea P(x, y) un punto cual- 
quiera de una curva (fig. 23). Si esta curva es simétrica con respecto 
al eje X, de la definición 3 se deduce que debe haber otro punto 
P'(a, b) sobre la curva, tal que el segmento PP" queda bisecado 
perpendicularmente por el eje X. Sea M el punto medio de PP’; 
sus coordenadas son, evidentemente, (x, 0). Entonces, por las 
fórmulas del punto medio dadas en el corolario del teorema 3, Art. 7, 
tenemos 

tr p-b 
r= z”? 0= J? 
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de donde a = z y b = — y. Por tanto, las coordenadas de P’ son 
(z, — y). Pero, como P’ está sobre la curva, de la definición 1, 
Artículo 14, se deduce que sus coordenadas deben de satisfacer la 
ecuación de la curva. Es decir, una ecuación f(z, y)= 0 que se 
satisface para las coordenadas (x, y) de P se satisface también para 
las coordenadas (£z, — y) de P’ siempre que la curva sea simétrica 
respecto al eje X. Este resultado se enuncia como sigue : 





Y’ 
Fig. 24 


Teorema 1. Si la ecuación de una curva no se altera cuando la 
variable y es reemplazada por — y , la curva es simétrica con respecto 
al eje X. 


NOTA. El recíproco del teorema l también es verdadero. La demostración 
se deja como ejercicio al estudiante. 


Un ejemplo sencillo del teorema 1 es la curva cuya ecuación es 
y? = x. Se deja como ejercicio al estudiante la construcción de esta 
curva, que es una parábola . 

b) Simetría con respecto al eje Y. Usando la figura 24, podemos 
establecer un teorema análogo al teorema 1 para la simetría de una 
curva con respecto al eje Y. La demostración se deja como ejercicio 
al estudiante. 

TEOREMA 2. Si la ecuación de una curva no se altera cuando la 
variable x es reemplazada por — x , la curva es simétrica con respecto al 
eje Y , y recíprocamente. 

Un ejemplo sencillo del teorema 2 es la curva cuya ecuación es 
y =2x* +1. Se deja al estudiante el trazado de esta curva. 

c) Simetría con respecto al origin. Sea P(z, y) un punto cual- 
quiera de una curva (fig. 25). Para que esta curva sea simétrica con 
respecto al origen O, de la definición 4 se deduce que debe haber otro 
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punto P'(a, b), sobre la curva, tal que O sea el punto medio del 
segmento PP’. Por las fórmulas del punto medio tenemos 


z+a b 
a 0 = 22 


0 = z? 





de donde a = — x y b = — y, de manera que las coordenadas de P’ 
son (—rz, — y). Como P' está sobre la curva, sus coordenadas 
(— x, — y) deben satisfacer la ecuación de la curva. Por tanto, 
para que haya simetría con respecto al origen, la ecuación del lugar 





geométrico no debe alterarse al reemplazar x por — Y y y por — y. 
El recíproco de este enunciado también es verdadero y puede demos- 
trarse. Estos resultados nos dan el ' 

TEOREMA 3. Si la ecuación de una curva no se altera al reemplazar 
las variables x y y por — x y — y, respectivamente, la curva es simé- 
trica con respecto al origen; y recíprocamente. 

Un ejemplo sencillo del teorema 3 es la curva y = 2*. Se reco- 
mienda al estudiante la construcción de esta curva. Se llama parábola 
cúbica i 

NOTA. Sicomparamos los teoremas l, 2 y 3 veremos que, si una curva es 
simétrica con respeçto a ambos ejes coordenados, es también simétrica con res- 


pecto al origen. Pero el recíproco no es necesariamente verdadero. Por ejemplo, 
la curva cuya ecuación es xy = | es simétrica con respecto al origen, pero no es 
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simétrica con respecto a ninguno de los ejes coordenados. Se recomienda al estu- 
diante la construcción de la gráfica de esta ecuación que se llama hipérbola equi- 
látera. 


17. Extensión de una curva. El tercer punto que consideraremos , 
en relación con la discusión de una ecuación, es el estudio de la exten— 
sión de la curva. Con este término queremos expresar la determinación 
de los intervalos de variación para los cuales los valores de x y y son 
valores reales. Esta información es útil por dos razones: 1) Da la 


x y 
0 0 
1 +] 
2 +2,8 
3 +5,2 





Fig. 26 


localización general de la curva en el plano coordenado. 2) Indica si 
la curva es cerrada o si es de extensión indefinida . 

Los intervalos para los cuales los valores de x y y son reales se 
determinan , simplemente, resolviendo la ecuación dada para y, en 
términos de x, y para x en términos de y. 


Ejemplo. Discutir la ecuación y? = x3, estudiando las intercepciones. si- 
metría y extensión de la curva. Trazar la gráfica correspondiente. 

Solución. a) Intercepciones. Para y =0, x=0; para x=0, y =0. 
Por tanto, el único punto de intersección con los ejes coordenados es el 
origen. 

b) Simetría. Si se sustituye y por — y, la ecuación no se altera Portan- 
to, la curva es simétrica con respecto al eje X. Si gustituímos x por — x, la 
ecuación se altera; por tanto, la curva no es simétrica con respecto al eje Y. Si 
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se sustituyen x y y por —x Y — y. respectivamente, la ecuación también cam- 
bia; luego, la curva no es simétrica con respecto al origen. 
c) Extensión. Despejando y en función de x, obtenemos 


yga=yx, 0) 


Vemos inmediatamente que y es compleja si x es negativa; por tanto, todos 
los valores negativos de x quedan excluidos. Esto significa que ninguna por- 
ción de la curva está a la izquierda del eje Y. En cambio, pueden tomarse todos 
los valores positivos de x. 

Despejando x en función de y, obtenemos 

x= yA, 

Evidentemente, y puede tomar todos los valores positivos y negativos. Esto, 
agregado al hecho de que todos los valores positivos de x son admisibles, indica 
que la curva se extiende indefinidamente hacia la derecha del eje Y y hacia ambos 
lados, arriba y abajo, del eje X. Por tanto, la curva no es cerrada. 

Finalmente, por medio de (1), calculamos unos cuantos pares de valores 
para x y y como los que aparecen en la tabla. La curva es la trazada en la 
figura 26. Es una parábola semicúbica. 


EJERCICIOS. Grupo 5 


En cada uno de los ejercicios 1-25 discútase la ecuación estudiando las inter- 
cepciones, simetría y extensión. Después trácese la gráfica correspondiente. 


1. 5x+4y-20=0. 14. x1t—-9x2-y=0. 

2. 3x—2y=0. 15. x-— yt+9y =0. 

3. 3x2 4+3y-10=0. 16. x3-y=0 

4. 3x? 4+4y?-12=0. 17. x24+y?-4y=0. 

5. 4x24+3 y? — 12 =0, 18. x*—6x+y*=0. 

6. 4x?-9y?-36=0. 19. x24+y?-2x-?y=l4 

7. 9x1 —4y2-3J6=0, 20. x?-4x—4y+16=0, 

8. 16x?-—y=0. 21. x2+4x+3y+1=0. 

9. 16y?- x =0. 22. y-2x-8y+12=0, 

10. x?- y? -9=0, 23. x? +4y?—2x—l6y +13 =0. 
ll. y= x? +x? —9x 9. 24. 4x3? — y-2y=2. , 
12. 8x? — y =0. 25. y? -91*-18x-8y-2=0. 


13. x3B=x-—y=0. 

26. Enunciar y demostrar el recíproco del teorema 1, Artículo 16. 

27. Demostrar el teorema 2, Artículo 16. 

28. Enunciar y demostrar el recíproco del teorema 3, Artículo 16. 

29. Demostrar el siguiente teorema: Si la ecuación de una curva no se altera 
cuando se intercambian las variables x y y, la curva es simétrica con respecto a 
la recta que pasa por el origen y es bisectriz de los cuadrantes 1 y 111. 

30. Demostrar el siguiente teorema: Si la ecuación de una curva no se altera 
al sustituir la variable x por — y y la variable y por — x, la curva es simé- 
trica con respecto a la recta que pasa por el origen y es bisectriz de los cuadran- 
tes 11 y IV. 
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18. Asíntotas. El cuarto punto que consideraremos, en relación 
con la discusión de una ecuación , es la determinación de las asíntotas 
que la curva pueda tener. 

DEFINICIÓN. Si para una curva dada, existe una recta tal que, 
a medida que un punto de la curva se aleja indefinidamente del origen , 
la distancia de ese punto a la recta decrece continuamente y tiende a 
cero, dicha recta se llama asintota de la curva. 

Esta definición implica dos cosas: 1) una curva que tiene una 
asíntota no es cerrada o de extensión finita , sino que se extiende inde- 
finidamente; 2) una curva se aproxima a la asíntota más y más a 
medida que se extiende más y más 
en el plano coordenado . Y 

Siendo la asíntota una línea 1 
recta , puede tener una cualquiera 
de tres posiciones particulares. Si 
es paralela o coincide con el eje X, k 
se llama asintota horizontal; si es 
paralela o coincide con el eje Y, 
asíntota vertical; y si no es paralela y” 0 >X 
a ninguno de los ejes coordenados , 
asintota oblicua. Aquí considera— 
remos solamente la determinación 
de asíntotas verticales y horizon- 
tales. Posteriormente veremos la 
determinación de asíntotas oblicuas 
para una curva particular conocida 
con el nombre de hipérbola . Y 

El estudiante debe tener pre- Fig. 27 
sente que una curva no tiene nece- 
sariamente una o más asíntotas. Hay muchas curvas que no tienen 
asíntotas. Sin embargo, si una curva tiene asíntotas, su determina— 
ción será, como veremos, una gran ayuda para construir su gráfica. 

En el capítulo siguiente haremos un estudio detallado de la ecua- 
ción general de la recta. Pero ahora tenemos necesidad de saber 
hallar ecuaciones de asíntotas verticales y horizontales. Para ello 
sea l (fig. 27) una recta cualquiera paralela al eje Y y que dista 
k unidades del eje. Todo punto de l, cualquiera que sea el valor de su 
ordenada , tiene una abscisa igual a k. Las coordenadas de todos los 
puntos de l satisfacen, por tanto, la ecuación x = k. Recíproca- 
mente, cualquier punto cuyas coordenadas satisfacen esta ecuación es 
un punto cuya abscisa es k y situado, por tanto, a una distancia 
de k unidades del eje Y, y, en consecuencia, está sobre la recta l. 
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De aquí que la ecuación de l es x = k. Por un razonamiento análogo 
hallamos que y = k es la ecuación de una recta paralela al eje X, 
a k unidades del eje. 

Vimos (Art. 17) que se puede determinar la extensión de una 
curva despejando y en función de x y x en función de y. Para ob- 
tener las asíntotas verticales y horizontales, usaremos estas mismas 
ecuaciones en las que aparecen despejadas las variables. 


Ejemplo. Determinar las asíntotas verticales y horizontales de la curva cuya 
ecuación es 





xy=oy=1=0,. (1) 
Solución. Despejando y en función de x, resulta 
1 
y= . (2) 
x—l 


Según la ecuación (2) y no está definida para x = 1. Sin embargo, si se le 

asigna a x un valor que sea ligera- 

Y mente mayor que l, vemos que y 

toma un valor positivo muy grande; 

y si se le da a x un valor ligera- 

mente menor que l, resulta que y 

toma un valor negativo numérica- 

mente muy grande. En cualquiera 

de estos dos casos, obtenemos un 

punto de la curva para el cual la 

abscisa tiene un valor muy aproxi- 

mado a | y la ordenada es, numéri- 

camente, muy grande, Á medida que 

x se aproxima al valor l, el valor 

absoluto de y se hace mayor que cual- 

quier número por grande que se le 

suponga. Bajo estas condiciones la 

curva se extiende indefinidamente 

lejos y se aproxima a una recta cuyos 

Y” puntos tienen todos la propiedad 

común de que su abscisa es iguala 1. 

Fig. 28 La ecuación de dicha recta es, eviden- 

y temente, x = ], y, de acuerdo con 

nuestra definición de asíntota, €s.la ecuación de una asíntota vertical. Este 

resultado se obtiene simplemente igualando a cero el denominador x — ! de la 
ecuación (2). 

Despejando de (1) el valor de x en función de y se obtiene 





x= a. G) 


Aplicando precisamente el mismo argumento a (3), obtenemos y = 0, o sea, 
el eje X. como asíntota horizontal. La gráfica de (1) se muestra en la figu- 
ra 28. Se llama una hipérbola. 
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NoTAs. 1. Una curva puede tener más de una asíntota vertical u horizon- 
tal. Así, la curva cuya ecuación es à 


PE: SAA 
(x — 1) (x — 2) 


tiene dos asíntotas verticales, x = 1 y x =2. 

2. La discusión anterior sugiere un método general para obtener las ecuacio- 
nes de las asíntotas verticales y horizontales. Para obtener las ecuaciones de Jas 
asíntotas verticales, resuélvase la ecuación dada para y en función de x e iguá- 
lese a cero cada uno de los factores lineales del denominador; estas son las ecua- 
ciones buscadas. Análogamente, para obtener las ecuaciones de las asíntotas 
horizontales, resuélvase la ecuación dada para x en función de y e iguálese 
a cero cada uno de los factores lineales del denominador. 

3. Para muchas ecuaciones en las variables x y y, veremos que, frecuen- 
temente, es ventajoso investigar el comportamiento de una de las variables 
cuando a la otra se le dan valores cada vez más grandes en valor absoluto. 
Esto es particularmente útil para la determinación de las asíntotas. Así, para 
la ecuación (2) de nuestro ejemplo, 


y = 


si damos valores a x cada vez más grandes, en valor absoluto, el valor de y se 

aproxima acero. Es decir, a medida que el punto sobre la curva se aleja indefi- 

nidamente del origen, ya sea hacia la derecha o hacia la izquierda, la curva se 

aproxima a la recta y = 0 que, por lo tanto es una asíntota horizontal. 
Análogamente, si escribimos la ecuación (3) en la forma 


r=t+l, 
y 


vemos que, a medida que y toma valores cada vez mayores en valor absoluto, 
x se aproxima a l. Por tanto, x = l es una asíntota vertical. 

4, El estudiante debe observar la ventaja de usar las asíntotas de una curva, 
cuando existen, en el trazado de la curva. Las asíntotas actúan como líneas 
guía de la gráfica. 


19. Construcción de curvas. La discusión de una ecuación y su 
representación gráfica constituyen, en conjunto, un problema de tan 
gran importancia en todas las ramas de la Matemática y sus aplicacio- 
nes, que se le ha dado el nombre especial de construcción de curvas. 
Dedicaremos el presente artículo a hacer un resumen de los resultados 
obtenidos en los artículos inmediatamente precedentes. Desde nuestro 
punto de vista, el trazado de una curva constará de los seis pasos 
siguientes : 

1. Determinación de las intercepciones con los ejes coordenados. 

2. Determinación de la simetría de la curva con respecto a los 
ejes coordenados y al origen. l a 

3. Determinación de la extensión de la curva. 
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4. Determinación de las ecuaciones de las asíntotas verticales u 
horizontales que la curva puede tener. 

5. Cálculo de las coordenadas de un número suficiente de puntos 
para obtener una gráfica adecuada . 

:6. Trazado de la curva. 


Ejemplo 1, Construir la curva cuya ecuación es 
x3 + xy? y?=0, (1 


Solución. l. Intercepciones. Para y =0, x=0; para x =0, y =0. 
Por tanto, el único punto de intersección con los ejes coordenados es el origen. 


Y 





Fig 29 


2. Simetría. La ecuación dada solamente no se altera en el caso en que y es 
reemplazada por — y. Por tanto, la única simetría de la curva es con respecto 
al eje X. 

3. Extensión. Despejando y en función de x, resulta 


TEN L (2) 
l=x 


De (2) vemos que y es compleja cuando x es negativa. Por tanto, todos los 
valores negativos de x quedan excluídos; según esto no hay curva a la izquierda 
del eje Y. Además, y no está definida para x =1 y es compleja para todos los 
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valores de x mayores que 1. Por tanto, los valores de x para los cuales y está 
definida y es real, están dados por el intervalo de variación 


0<x<1l. G) 


El despejar x en función de y no se puede efectuar fácilmente ya que es una 
ecuación cúbica en x. Sin embargo, en (2) vemos que y puede tomar todos los 
valores reales asignando a x valores comprendidos dentro del intervalo de varia- 
ción dado por (3). La gráfica es, por consiguiente, una curva abierta que se 
extiende indefinidamente hacia arriba y abajo del eje X. 

4. Asíntotas. De la ecuación (2) vemos, inmediatamente, que x = | es 
una asintota vertical. Como de (1) no podemos despejar fácilmente x en función 
de y, no podemos investigar la posible existencia de una o más asíntotas hori- 
zontales tan rápidamente como determinamos la asintota vertical. Sin embargo, 
de acuerdo con la nota 3, Artículo 18, se pueden investigar las asíntotas hori- 
zontales dando a x valores cada vez mayores en valor absoluto. Pero este proce- 
dimiento queda aquí excluído por el intervalo de variación permisible para los 
valores de x dado por (3). Por tanto, no hay asintotas horizontales. 

5. Cálculo de coordenadas. Las coordenadas de los puntos pueden obte- 
nerse a partir de (2) asignando a x valores comprendidos en el intervalo dado 
por (3). Tales pares de valores están dados en la tabla. 

6. Construcción de la curva. La gráfica está trazada en la figura 29; se 
llama cisoide. 

Ejemplo 2. Construir la curva cuya ecuación es 


xy -=x-y=0. (4) 


Solución. 1. Intercepciones. El único punto de intersección con los ejes 
es el origen. 

2. Simetría. La curva solamente es simétrica con respecto al eje Y. 

3. Extensión. Despejando de (4) el valor de y en función de x se obtiene 


a (5) 


xi 


En (5), y noestá definida para x + 1. Parax >1lyx<-— l, y es positiva; 
para valores de x comprendidos en el intervalo — 1 < x < l, y es negativa o 
cero. A medida que x se aproxima a +1 ó —1, y aumenta numéricamente 
sin límite. 

Despejando de (4) el valor de x en función de y obtenemos 


==, Y. (6) 
y=i 


En (6). x no está definida para y = l1. También x es compleja para los valo- 
res de y comprendidos en el intervalo 0 < y < 1. Por tanto, deben excluirse 
tales valores de y. A medida que y se aproxima a l decreciendo, x aumenta 
numéricamente sin límite. 

Las conclusiones que hemos deducido de las ecuaciones (5) y (6), respecto a 
los intervalos en los cuales los valores de las variables x y y son reales, nos dan 
una buena idea de la localización de la curva en el plano ccordenado. Hay tres 
regiones definidas en las cuales la curva existe; arriba de la recta y = l y a la 
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derecha de la recta x = 1; arriba de la recta y = l y a la izquierda de la recta 
=—|; y abajo del eje X y entre las rectas x = | y x = — 1. Se trata, eviden- 
temente, de una curva abierta. 
4. Asíntotas. De (5) vemos que hay dos asíntotas verticales: x = l y 
x= — 1l. De (6) vemos que hay una asíntota horizontal: y = 1. También po- 
demos obtener estas asíntotas tal y como se sugiere en la nota 3 del Artículo 18. 
5. .Cálculo de las coordenadas de algunos puntos. Las coordenadas de unos 
cuantos puntos pueden obtenerse a partir de (5), dentro de los intervalos de 


x y 

0 0 
= 34 | — 3s 
=4|-%4 

= Y — Y) 
+% 2% 
+ % 
=Y% 1%3 
+2 % 
=% Ys 














Fig. 30 


variación obtenidos en el paso 3. Alguno de tales pares de valores están dados en 
la tabla. 

6. Construcción de la curva. La gráfica está trazada en la figura 30. El 
estudiante debe hacer siempre un estudio particular para comprobar que la grá- 
fica y la discusión de una ecuación estén en completo acuerdo. 


EJERCICIOS. Grupo 6 


En cada uno de los siguientes ejercicios, construir la curva correspondiente a 
la ecuación dada. 


l. xy -2y-3=0. 10. x?-2xy+y*?—6x-—6y43=0, 
2. xy =2x-1l1=0. 11. x34+ y-4y+4=0. 

3. xt+yt=16. 12. y —-x24+3y2+2x+3y=0. 
4. xi4x-—y=0. 13. x3-3x2—y2+3x-—2y-2=0, 
5. xy-=3y=x=0. 14. 11y—4y-x=0. 

6. xy -=3x—y=0. 15. xy -9x—y-_—l=0. 

7. xy=21x-2y+2=0. 16. x? y- xy -2y-=1=0. 

8. xf—-4x2-y=0, 17. xy + xy -2x-2.0. 

9. x?+2xy+y?+2x—2y-l=0. 13. x2-xy+3y=0. 
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19. x?y-x2-4xy+4y=0. 23. x2y?-—4x?-—4y?*?=0. 
20. xy +2xy- y +x=0, 24. x? — xy+2y? =0. 
21. xiy-x2+xy+3x =2. 25. y + x*y—x1=0, 


22. xy—-yxy+y=0. 


20. Ecuaciones factorizables. El trazado de curvas se puede sim- 
plificar considerablemente para ciertos tipos de ecuaciones a las que 
llamaremos ecuaciones factorizables; es decir, aquellas que pueden es-- 
cribirse en forma del producto de dos o más factores variables igualado 
a cero. Por ejemplo, es evidente que la ecuación 


r—y=0 (1) 


puede escribirse en la forma equivalente 
—Yy E+y=0. (2) 


La ecuación (2) solamente se satisface para valores de x y y que 
anulen a uno, por lo menos, de los factores de su primer miembro 
(Apéndice IB, 2). Es decir, la ecuación (2) se satisface para valores 
que satisfagan a una cualquiera de las ecuaciones siguientes : 


r—y=0, (3) 
+y=0. (4) 


Las coordenadas de cualquier punto que satisfagan ya sea a (3) o (4) 
satisfarán también (2) y, por tanto, a (1). Por lo tanto, de acuerdo 
con la definición 1 del Artículo 14, la gráfica de la ecuación (1) cons- 
tará de dos curvas que son las gráficas de las ecuaciones (3) y (4). Se 
recomienda al estudiante que trace las gráficas de (3) y (4) y com- 
pruebe que se trata de dos rectas que pasan por el origen y tienen de 
pendientes 1 y — 1, respectivamente. 
En general, si la “ecuación 


f(x, y)=0 (5) 


es factorizable, es decir, si f (x, y) puede escribirse como el producto 
de dos o más factores variables, la gráfica de (5) constará de las grá- 
ficas de las ecuaciones obtenidas al igualar a cero cada uno de estos 
factores. 

21. Intersecciones de curvas. Consideremos dos ecuaciones inde- 
pendientes 


f(z, y)=0, (1) 
g(z, y)=0. (2) 
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Si sus gráficas se cortan en uno o más puntos, cada uno de estos 
puntos se llama punto de intersección. Como un punto de intersección 
de dos curvas (1) y (2) está sobre cada una de dichas curvas, sus 
coordenadas deben satisfacer, simultáneamente, ambas ecuaciones 
(1) y (2), de acuerdo con las definiciones del Artículo 14. La inter- 
pretación analítica de un punto de intersección es obvia ; en el caso 
que estamos estudiando, es un punto cuyas coordenadas representan 
una solución común de las ecuaciones (1) y (2). 


Y 





Fig. 31 


Como las coordenadas de un punto deben ser ambas números 
reales, una solución común (z, y) de (1) y (2) no puede representar 
un punto de intersección en nuestro sistema coordenado real a menos 
que ambos valores de x y y sean reales. Además, si las ecuaciones 
(1) y (2) son incompatibles, es decir, no tiene solución común , sus 
gráficas no se cortan. 


Ejemplo. Hallar analítica y gráficamente, los puntos de intersección de las 
dos curvas (la primera es realmente una recta) cuyas ecuaciones son 


2x+y-4=0, (3) 

y—-4x=0. (4) 

Solución. De (3), y =4— 2x; sustituyendo en (4) se obtiene la ecua- 
ción cuadrática 


x2—-5x+4=0, 
cuyas raíces son x = l, 4, 
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Sustituyendo en (3) se obtiene que los valores correspondientes de y son 
2, —4. Por tanto, los puntos de intersección son (1, 2) y (4, — 4). 

Gráficamente, los puntos de intersección se obtienen trazando la recta (3) y 
la curva (4). La gráfica correspondiente aparece en la figura 31 


EJERCICIOS. Grupo 7 


En cada uno de los ejercicios 1-10, factorizar la ecuación correspondiente y 
trazar la gráfica. 


1. x2-4y?=0,. 3. x? — x? y —? xy? =0. 

2. 9x? —2 y3 =Q. 4. x24+2xg+y=1l. 

5. 6xP.+xg—-2y4+7x+7y-3=0. 

6. x+y+x?y+4xy—-4x-—4y=0. 

7. xid—x2y-xy+ y? =0. 8. x2y2 — 4x3 44 xy? — yt=0. 
9. xy +x — xy xy+2x=0. 

10. x3+x2+2xy42y?-4x-4=0, 


En cada uno de los ejercicios 11-20 hallar, analítica y gráficamente, los 
puntos de intersección, cuando los haya, para las curvas dadas. 


11. 2x-y-1=0;: 3x+y-9=0. 

12. x+4y4+7=0; 2x-—-3y-8=0. 

13. x+y-=53=0; 3x+3y4+7=0. 

14. y-—-x=0; 2x-y-6=0. 17. x24+y=8; y?=2x. 
15. x2-y=0; y-x=0, 18. x2 +y? =l; x2-y=4, 
16. x? +y =4; x+y=2. 19. x? +y? = 13; xy =0. 
20. x?+y?—4x—bOy+8=0; 3x—y—8=0. 


22. Segundo problema fundamental. Consideremos ahora el se- 
gundo problema fundamental de la Geometría analítica, ya enunciado 
en el Artículo 13 : Dada una figura geométrica , o la condición que 
deben cumplir los puntos de la misma , determinar su ecuación. 

Una figura geométrica , tal como una curva, se da, generalmente, 
por su definición. Por definición de un objeto entendemos una descrip- 
ción de ese objeto, de tal naturaleza que sea posible identificarlo 
de una manera definida entre todos los demás objetos de su clase. 
Debemos observar cuidadosamente lo que implica este enunciado : 
expresa una condición necesaria y suficiente para la existencia del obje - 
to definido (Art. 9). Así, consideremos que estamos definiendo una 
curva plana del tipo C por medio de una propiedad P que única- 
mente posee C. Entonces, entre todas las curvas planas, una curva 
es del tipo C si y solamente si posee la propiedad P. 


Como un ejemplo específico, consideremos una curva plana muy eanocida, 
la circunferencia. Definimos una circunferencia como una curva plana que posee 
la propiedad única P de que todos sus puntos están a igual distancia de un purto 


Lehmann. — 4. 
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fijo en su plano. Esto significa que toda circunferencia tiene la propiedad P, 
y recíprocamente, toda curva plana que tenga la propiedad P es una circunfe- 
rencia. 


Para una curva, dar la condición que deben cumplir sus puntos es 
dar una ley a la cual deben obedecer los puntos de la curva. Esto 
significa que todo punto de la curva debe satisfacer la ley particular de 
la curva. De acuerdo con esto se define frecuentemente una curve 
como el lugar geométrico descrito por un punto que se mueve siguiendo 
una ley especificada. Así, una circunferencia puede definirse como 
el lugar geométrico de un punto que se mueve en un plano de tal 
manera que su distancia a un punto fijo de ese plano es cons- 
tante. 

Un lugar geométrico no debe satisfacer necesariamente una sola 
condición ; puede satisfacer dos o más condiciones. Así podemos 
tener una curva que sea el lugar geométrico de un punto que se 
mueve de tal manera que: 1) pasa por un punto dado, y 2) se 
conserva siempre a una distancia constante de una recta dada. 
Podemos entonces hacer el resumen de las notas precedentes en la 
siguiente 

DerINIcióN. Una curva es el lugar geométrico de todos aquellos 
puntos, y solamente de aquellos puntos, que satisfacen una o más 
condiciones geométricas dadas. 

El estudiante debe observar que esta definición implica que la 
condición o condiciones dadas sean necesarias y suficientes para 
la existencia de la curva. Esta definición debe también compararse 
con la definición 1 del Artículo 14. 

En este artículo hemos estudiado el problema desde un punto 
de vista puramente geométrico. En el siguiente, consideraremos la 
interpretación analítica. 

23. Ecuación de un lugar geométrico. Estudiaremos ahora el 
problema de la determinación de la ecuación de un lugar geométrico 
en el caso de que la interpretación analítica de la condición o condi- 
ciones geométricas definen el lugar geométrico. El método está indi- 
cado claramente por dos definiciones previas, la definición 1 del 
Artículo 14 y la última definición del Artículo 22. Combinando estas 
dos definiciones tenemos una nueva 

DEFINICIÓN. Se llama ecuación de un lugar geométrico plano a una 
ecuación de la forma 

f(z, y)=0, (1) 


cuyas soluciones reales para valores correspondientes de x y y son 
todas las coordenadas de aquellos puntos, y solamente de aquellos 
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puntos, que satisfacen la condición o condiciones geométricas dadas 
que definen el lugar geométrico . 

Nótese que esta definición expresa una condición necesaria y sufi- 
ciente para que (1) sea la ecuación de un lugar geométrico. De 
acuerdo con esto, el procedimiento para obtener la ecuación de un 
lugar geométrico es esencialmente como sigue : 

1. Se supone que el punto P, de coordenadas íx, y) es un 
punto cualguiera que satisface la condición o condiciones dadas, y, 
por tanto, un punto del lugar geométrico . 

2. Se expresa , analíticamente, la condición o condiciones geo- 
métricas dadas, por medio de una ecuación o ecuaciones en las coorde— 
nadas variables x y y. 

3. Se simplifica, si hace falta , la ecuación obtenida en el paso 2 
de tal manera que tome la forma (1). 

4. Se comprueba el recíproco : sean (zı, yı) las coordenadas de 
cualquier punto que satisfacen (1) de tal manera que la ecuación 


Sœ, yn)=0 (2) 


es verdadera. Si de (2) se puede deducir la expresión analítica de la 
condición o condiciones geométricas dadas, cuando se aplica al punto 
(zı, y1), entonces (1) es la ecuación del lugar geométrico que se 
buscaba . 

En la práctica se omite, generalmente, el paso 4, ya que la 
repetición del trabajo del paso 3 al paso 2 es, generalmente, inme- 
diata. Nótese en el paso 1 que, al tomar P como un punto cual- 
quiera del lugar geométrico, estamos considerando todos los puntos de 
ese lugar geométrico . 

Ahora aplicaremos este procedimiento a dos ejemplos. Se reco- 
mienda al lector que estudie cuidadosamente estos ejemplos, porque 
una gran parte de nuestro futuro trabajo en Geometría analítica será 
la determinación de las ecuaciones de lugares geométricos. 

Ejemplo 1. Hallar la ecuación del lugar geométrico de un punto que se 
mueve de tal manera que siempre equidista de dos puntos dados A(— 1, 2) y 
B(4, — 1). 

lo 1. Sea P(x, y) un punto cualquiera del lugar geométrico. 
Entonces P debe satisfacer la condición geométrica de que los segmentos 
PA y PB sean iguales en longitud, o sea, que 


[PA] =|PB! 3) 
2. Por el teorema 2 del Artículo 6, tenemos 
[Pal= VGA +D+U-D?, 
[PB] = VE =07+(Y+D3. 
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Por tanto, la condición geométrica dada (3) esta expresada analíticamente por 
la ecuación 


VAD’ HU -2 = VU 074 (y D7. (4) 


3. Si elevamos al cuadrado ambos miembros de (4), desarrollamos, traspo- 
nemos y simplificamos, la ecuación se reduce a 


5Sx-3Jy-6=0, (5) 


4. Sean (xı, yı) las coordenadas de un punto cualquiera Pı que satisfacen 
(5) de tal manera que la ecuación 


xi 3g1-6=0 (6) 





Fig. 32 


es verdadera. Invirtiendo los pasos dados para reducir (4) a (5), podemos 
demostrar que de la ecuación (6) se deduce la ecuación 


VEDA D = VGA, 


que es la expresión analítica de la condición geométrica (3) aplicada al 
punto Pı. 

Luego (5) es la ecuación buscada. El lugar geométrico, que aparece en la 
figura 32, es la perpendicular al segmento AB en su punto medio, es decir, 
la mediatriz del segmento AB. 

Ejemplo 2. Un punto se mueve de tal manera que su distancia del eje Y es 
siempre igual a su distancia del punto A (4, 0). Hallar la ecuación de su lugar 
geométrico. 

Solución. 1. Sea P(x, y) un punto cualquiera del lugar geométrico. 
Sea B el pie de la perpendicular bajada de P al eje Y (fig. 33). Según el pro- 
blema, P debe satisfacer la condición geométrica 


[PB|=|P (7) 
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2. Por definición de abscisa (Art. 4), 
IPB|=|xl, 
y por el teorema 2 del Artículo 6, 
IPA] = V-A F. 


Por tanto, la condición geométrica (7) está expresada, analíticamente, por la 
ecuación 


lel = Vl- A Fy. (8) 





Fig. 33 


3. Elevando al cuadrado ambos miembros de (8), desarrollando, y traspo- 


niendo, obtenemos 
y -8x +16 =0. (9) 


4. Si (xı, yı) son las coordenadas de cualquier punto Pı que satisfa- 


cen (9), entonces 
y —-8x1+16=0. (10) 


Si aplicamos a (10), en orden inverso, las mismas operaciones empleadas para 
reducir (8) a (9), obtenemos 


lal = V-A Fyr, 


que es la expresión analítica de la condición geométrica (7) aplicada al 
punto Pı. 

Por tanto, (9) es la ecuación buscada. El Jugar geométrico, una parábola, 
está trazado en la figura 33. 


54 GEOMETRIA ANALITICA PLANA 
EJERCICIOS. Grupo 8 


En cada uno de los ejercicios siguientes se recomienda al lector que, después 
de obtener la ecuación del lugar geométrico, construya la curva de acuerdo con 
lo dicho en el Artículo 19. 


1. Hallar la ecuación del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal 
manera que: a) se conserva siempre a 2 unidades a la izquierda del eje Y; 
b) está siempre 4 unidades arriba del eje X; c) está siempre a igual distancia 
de los ejes X y Y. 

2. Hallar la ecuación del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal 
manera que: a) su abscisa es siempre igual al doble de su ordenada; b) su 
ordenada es siempre igual a su abscisa incrementada en 2; c) su abscisa es 
siempre igual a la recíproca de su ordenada. 

3. Un punto se mueve de tal manera que su distancia al eje Y disminuída en 
3 es siempre igual al doble de su distancia al eje X. Hallar la ecuación de su 
lugar geométrico y dar su interpretación geométrica. 

4. Un punto se mueve de tal manera que su distancia al origen es siempre 
igual a2. Hallar la ecuación de su lugar geométrico y dar su intepretación geo- 
métrica. 

5. Un punto se mueve de tal manera que su distancia al punto A(2, 3) es 
siempre igual a 5. Hallar la ecuación de su lugar geométrico y dar su interpreta- 
ción geométrica. 

6. Hallar la ecuación del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal 
manera que se conserva siempre equidistante de los dos puntos A(1, —2) y 
B(5, 4). Identificar el lugar geométrico, y construirlo gráficamente. 

7. Una recta contiene los dos puntos A(— 1, 5) y B(l, 3). Expresar, 
analíticamente, el hecho de que un punto cualquiera P (x, y) está sobre la recta. 
Deducir la ecuación de la recta. 

8. Hallar la ecuación del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal 
manera que el cuadrado de su distancia al punto (4, 1) es siempre igual a su dis- 
tancia del eje Y. 

9. Una recta l, que pasa por el punto A(— 5, 1), es perpendicular a otra 
cuya pendiente es 194. Expresar, analíticamente, el hecho de que un punto cual- 
quiera P(x, y) está sobre la recta 1, y deducir, de aquí, su ecuación. 

10. Una circunferencia de radio 3 tiene su centro en el punto C(-3, —2). 
A partir de la definición, hallar la ecuación de esta circunferencia. 

11. Un punto se mueve de tal manera que su distancia al eje X es siempre 
igual a su distancia del punto A (0, 4). Hatlar la ecuación de su lugar geométrico. 

12. Hallar la ecuación del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal 
manera que la suma de los cuadrados de sus distancias a los dos puntos A (3, 5) 
y B(— 4, 2) es siempre igual a 30. 

13. Hallar la ecuación del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal 
manera que la diferencia de los cuadrados de sus distancias a los dos puntos 
A(, — 2) y B(4, 1) es siempre igual a 12. (Dos casos.) 

14, Un punto se mueve de tal manera que su distancia al punto A (2, 4) es 
siempre igual a su distancia del eje Y aumentada en 3. Hallar la ecuación de su 
lugar geométrico. 

15. Hallar la ecuación del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal 
manera que la suma de sus distancias a los dos puntos AG, 0 y B(-3,0) 
es siempre igual a 8. 
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16. Hallar la ecuación del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal 
manera que la suma de sus distancias a los dos puntos A(0, 3) y B(0, — 3) es 
siempre igual a8. Compárese el resultado con el obtenido en el ejercicio 15. 

17. Un punto se mueve de tal manera que la diferencia de sus distancias a 
los dos puntos A (3, 0) y B(- 3, 0) es siempre igual a4. Hallar la ecuación de 
su lugar geométrico. 

18. Un punto se mueve de tal manera que la diferencia de sus distancias a 
los dos puntos A(0, 3) y B(0, —3) es siempre igual a 4. Hallar la ecuación de 
su lugar geométrico. Comparar el resultado con el obtenido en el ejercicio 17. 

19. Un círculo de radio 4 tiene su centro en el punto C(1, — 1). Hallar 
la ecuación del lugar geométrico de los puntos medios de todos sus radios. 

20. Un punto se mueve de tal manera que su distancia al punto A (3, 1) 
es siempre igual a la mitad de su distancia al eje Y. Hallar la ecuación de su 
lugar geométrico. 

21. Un punto se mueve de tal manera que su distancia al punto A(— 1, 2) 
es siempre el doble de su distancia al eje X. Hallar la ecuación de su lugar 
geométrico. 

22y Un segmento rectilíneo de longitud 4 se mueve de tal manera que uno 
de Ts puntos extremos permanece siempre sobre el eje X y el otro permanece 
siempre sobre el eje Y. Hallar la ecuación del lugar geométrico del punto medio 
del segmento. Sugestión. Véase el ejercicio 5 del grupo 4, Art. 11. 

23. Dos de los vértices de un triángulo son los puntos fijos A(— 1, 3) 
y B(3, 1). Hallar la ecuación del lugar geométrico del tercer vértice C si se 
mueve de tal manera que la pendiente del lado AC es siempre el doble de la del 
lado BC. 

2%. Dos de los vértices de un triángulo son los puntos fijos A(1, 0) 
y B(3, 0). Hallar la ecuación del lugar geométrico del tercer vértice C si se 
mueve de tal manera que la diferencia entre las longitudes de los lados AC y BC 
es siempre igual a la mitad de la longitud del lado AB. 

25. Los extremos de la base de un triángulo son los puntos A(0, 0) 
y B(3, 0). Hallar la ecuación del lugar geométrico del vértice opuesto C si se 
mueve de tal manera que el ángulo en la base CAB es siempre igual al doble del 
ángulo en la base CBA. 


CAPITULO IIl 
LA LINEA RECTA 


24. Introducción. Hemos llegado a un punto en que debemos dar 
un giro a nuestro estudio de la Geometría analítica. Hasta aquí hemos 
deducido algunas relaciones fundamentales y considerado métodos 
generales para la construcción de curvas y la obtención de la ecuación 
de un lugar geométrico. Pero todavía no hemos hecho ningún intento 
sistemático de identificar las ecuaciones y sus lugares geométricos de 
una manera específica. Más aun, hasta este momento, no hemos 
establecido ninguna de las propiedades particulares que puede poseer 
una curva. En éste y en los siguientes capítulos, haremos un estudio 
detallado de la línea recta y de algunas de las curvas que son de máxi- 
ma importancia en la Geometría analítica y sus aplicaciones. Natu- 
ralmente comenzaremos con el estudio de la línea recta debido a que su 
ecuación es la más sencilla . 

25. Definición de línea recta. Nuestro primer objetivo en este 
capítulo es la obtención de la ecuación de la recta. Ya dijimos en el 
Artículo 23 , que la ecuación de un lugar geométrico se obtiene a partir 
de un número suficiente de las propiedades únicas que lo definen. El 
estudiante recordará varias definiciones de la línea recta dadas en sus 
estudios anteriores, siendo la más común la que se expresa diciendo 
que una recta es la distancia más corta entre dos puntos. Pero esta 
definición se apoya en el significado del término distancia. Si trata- 
mos ahora de definir la distancia, veremos que cualquier explicación 
nos devuelve al punto de partida. Por esta razón , los tratados supe- 
riores de Geometría , construídos sobre bases axiomáticas, admiten la 
existencia de la línea recta como un postulado. Nosotros admitiremos 
la siguiente definición de línea recta basada en el concepto de pendiente 
dado en el Artículo 8. 

Definición de línea recta, Llamamos línea recta al lugar geométrico 
de los puntos tales que tomados dos puntos diferentes cualesquiera 
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P: (xı , y1) y Pa(xa, y2) del lugar , el valor de la pendiente m calculado 
por medio de la fórmula del teorema 4, Artículo 8, 


Yi — Ya 


m.= 1 
Tı — Te 


ur, 
resulta siempre constante. 

26. Ecuación de la recta que pasa por un punto y tiene una 
pendiente dada. Geométricamente, una recta queda perfectamente 
determinada por uno de sus puntos y su dirección. Analíticamente, la 


Y 


P(x,y) 






P(2,Y,) 


Y' 


Fig. 34 


ecuación de una recta puede estar perfectamente determinada si se 
conocen las coordenadas de uno de sus puntos y su ángulo de inclina- 
ción (y, por tanto, su pendiente) . 

TEOREMA 1. La recta que pasa por el punto dado P:(xı, yı) y 
tiene la pendiente dada m , tiene por ecuación 


y — yi = m(x — x1). (1) 


DemosTRACIÓN. De acuerdo con el método dado en el Artículo 23, 
sea P(x, y) (fig. 34) un punto cualquiera de la recta, diferente del 
punto dado Pı(zı, yı). Por la definición de recta (Art. 25), las 
coordenadas del punto P(x, y) satisfacen la ecuación 


Y — Yı 
aa? 





m = 


de la cual obtenemos, inmediatamente, quitando denominadores, la 
ecuación (1). 


58 GEOMETRIA ANALITICA PLANA 


Recíprocamente, si las coordenadas de cualquier otro punto 
P:(%2, y2) satisfacen (1), tenemos 


2 — yı 
pa e 
Tı — Tı 


que es la expresión analítica de la definición de recta, aplicada a los 
dos puntos Pı(zı, yı) y Paler, y2). Por tanto, P: está sobre la 
recta. Esto completa la demostración . 


NoTAs. 1l. Como la ecuación (1) está dada en función de un punto y la 
pendiente, se llama, a veces, de la forma de punto y pendiente. 

2. Una recta que coincide o es paralela al eje Y no tiene pendiente (Art. 8). 
Por tanto, la ecuación (1) no puede representar a una recta de tal naturaleza, 
ni nuestra definición de recta puede aplicarse a ella. Para este caso. se ha demos- 
trado en el Artículo 18 que la ecuación de la recta es de la forma x = k, en 
donde k es cualquier número real. 

Ejemplo. Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto (4, — 1) y 
tiene un ángulo de inclinación de 135%. 


Y 





1 


Y 


Fig. 35 


Solución. La recta cuya ecuación se busca es la trazada en la figura 35. 
Por el Articulo 8, la pendiente de esta recta es 


m = tg 135° = — i. 
Por tanto, por el teorema l, la ecuación de la recta es 
y (1) =-1(x-4). 


O sea. 


x+y-3=0. 
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Í 27. Otras formas de la ecuación de la recta. Una recta es o no 
paralela al eje Y. Si es paralela al eje Y su ecuación es de la forma 
z = k; si no es paralela a dicho eje, su pendiente está definida y su 
ecuación está dada por el teorema 1 del Artículo 26 Como todas las 
rectas caen bajo una de estas dos clasificaciones, cualquiera otra 
forma de la ecuación de una recta debe reducirse, necesariamente, a 
una de estas dos formas. Para algunos tipos de problemas, sin em~ 
bargo, son más convenientes otras formas ; a continuación considera— 
mos algunas de ellas. 


Y 





Y 


Fig. 36 


a) Ecuación de la recta dada su pendiente y su ordenada en el origen. 
Consideremos una recta 1 (fig. 36) cuya pendiente es m y cuya orde- 
nada en el origen, es decir, su intercepción con el eje Y, es b. Como se 
conoce b, el punto cuyas coordenadas son (0, b) está sobre la recta 
(Art. 15). Por tanto, el problema se reduce a hallar la ecuación de 
la recta que pasa por un punto (0, k) y tiene una pendiente dada. 
Según el teorema 1 del Artículo 26 la ecuación buscada es 


y—b=m(x—0), 
o sea, 
y = mr +b. 


Podemos enunciar este resultado como el 
TEOREMA 2. La recta cuya pendiente es m y cuya ordenada en el 
origen es b tiene por ecuación 


y = mx +b. 
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NOTA. Una recta paralela al eje Y no tiene ordenada en el origen. En este 
caso no puede usarse la forma de ecuación que acabamos de obtener. Como ya 
dijimos la ecuación de una recta tal es de la forma x = k. 


b) Ecuación de la recta que pasa por dos puntos. Geométrica- 
mente, una recta queda perfectamente determinada por dos cuales- 
quiera de sus puntos. Analíticamente, la ecuación de una recta tam- 
bién queda perfectamente determinada conociendo las coordenadas de 
dos cualesquiera de sus puntos. 


Y 





Pol %21Y2) 


d 


Y 


Fig. 37 


TEOREMA 3. La recta que pasa por dos puntos dados P: (xı, yı) y 
P: (x2, y2) tiene por ecuación 


=> YN rg 
yy = SAAR (x xı), Xi 4 X2. (1) 


DEMOSTRACIÓN. Sea la recta Pı Pz de la figura 37. Como se 
conocen dos de sus puntos, su pendiente está dada por (Teorema 4, 
Artículo 8) 

—_ YY 
m = aaa ax. 
Por tanto, con esta pendiente y el punto P1(x,, yı), el problema se 
reduce a hallar la ecuación de una recta que pasa por un punto y tiene 
una pendiente dada. En consecuencia , sustituyendo este valor de la 
pendiente en la ecuación (1) del Teorema 1, Art. 26, obtenemos 
la forma (1) tal como se quería demostrar. 


NOTAS. l. Si xı = x3, la ecuación (1) no puede usarse. En este caso, la 
recta es paralela al eje Y, y su ecuación es x = xı. 
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2. Si se multiplica la ecuación (l) por xı — x2 y se pasan todos sus térmi- 
nos al primer miembro, se obtiene 


x1ya—= x2yı — y2 x +xzy +tyıx—xıy =Q, (2) 
que puede escribirse en forma de determinante: 


x y 1 
xı yı 1 |=0. (3) 


xa ya 1 


En efecto, si desarrollamos este determinante por menores con respecto a los 
elementos de la tercera columna, obtendremos el primer miembro de (2). Más 
adelante deduciremos la ecuación (3) por otro método (Art. 35) y será discutida 
en esa ocasión. 





Fig. 38 


c) Ecuación simétrica de la recta. Sean a #0 y b= 0 los seg- 
mentos que una recta determina sobre los ejes X y Y (fig. 38), es 
decir, sus intercepciones. Entonces (a, 0) y (0, b) son dos puntos 
de la recta (Art. 15). Por tanto, el problema de obtener la ecuación 
de una recta cuando se conocen los segmentos que determina sobre los 
ejes se reduce a hallar la ecuación de la recta que pasa por dos puntos, 
y tenemos, por el teorema 3, 


0—b 
y-0= a—=0 (r—a), 





de donde 
ay = — bz + ab. 


Trasponiendo — bz al primer miembro y dividiendo por ab, obtenemos 


rl ds 
dr” 1. 
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Esta ecuación es la llamada ecuación simétrica de la recta. De aquí el 
siguiente 

TEOREMA 4. La recta cuyas intercepciones con los ejes X y Y son 
ax 0 y bX0, respectivamente, tiene por ecuación 


AS 
atp 1. (4) 


NOTAS. 1l. Sia =0, entonces también b=0, y la forma simétrica no 
puede usarse. En este caso, solamente se conoce un punto, el origen, y no es 
suficiente para determinar una recta. 

2. Como una recta queda perfectamente determinada por dos cualesquiera de 
sus puntos, la manera más conveniente de trazar una recta a partir de su ecuación 


Y 





Fig. 39 


es determinar las dos intersecciones con los ejes. Si la recta pasa por el origen, 
basta determinar otro punto cuyas coordenadas satisfagan la ecuación. 

Ejemplo 1. Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto (— 3, 1) 
y es paralela a la recta determinada por los dos puntos (0, — 2) y (5, 2). 

Solución. Como se conoce un punto de la recta requerida / (fig. 39), 
solamente es necesario obtener su pendiente que, según sabemos, es la misma que 
la de la recta paralela /' que pasa por los dos puntos (0, — 2), (5, 2) (coro- 
lario l del teorema 5, Art, 10). La pendiente de [' es, por el teorema 4 del Ar- 
tículo 8, (2 A 

is ca 

Por tanto, según el teorema 1, Artículo 26, la ecuación de I es 


y=1=%(x+3), 
o sea, 4x-5y +17 =0. 
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Ejemplo 2. Hallar la ecuación de la mediatriz (perpendicular en su punto 
medio) del segmento (— 2, 1). (3, — 5). 

Solución. Supongamos que la mediatriz es la recta | y que el segmento 
es 1' (fig. 40). Las coordenadas del punto medio M de 1' son (%, — 2) por 
el corolario al teorema 3, Artículo 7. La pendiente de l’, por el teorema 4 del 
Artículo 8, es 


= 1-(-5__6 
-2-3 5" 





(3,5) 





4 


Y 
Fig. 40 


Como | es perpendicular a 1’, su pendiente, por el corolario 2 del teorema 5, 
Artículo 10, es m = 54. Por tanto, por el teorema 1, Artículo 26, la ecuación 
de l es 

y+2=5(x-Y), 
la cual se reduce a 

10x —- 12y - 29=0, 


EJERCICIOS. Grupo 9 


Dibujar una figura para cada ejercicio. 


1. Hallar la ecuación de la recta que pasa porel punto A (1,5) y tiene de 
pendiente 2. 

2. Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto A(—6, — 3) y tiene 
un angulo de inclinación de 45°. 

3. Hallar la ecuación de la recta cuya pendiente es — 3 y cuya intercepción 
con el eje Y es — 2. 

4. Hallar la ecuación de la recta que pasa por los dos puntos A (4, 2) y 
B(=3, 7). : 

5. Los vértices de un cuadrilátero son A (0, 0), B(2, 4), C(6, 7), D(8, 0). 
Hallar las ecuaciones de sus lados. 


64 GEOMETRIA ANALITICA PLANA 


6. Los segmentos que una recta determina sobre los ejes X y Y son.2 y — 3, 
respectivamente. Hallar su ecuación, 

7. Una recta pasa por los dos puntos A(— 3, — 1) y B(2, — 6). Hallar 
su ecuación en la forma simétrica. 

8. Una recta de pendiente — 2 pasa por el punto A(— 1, 4). Hallar su 
ecuación en la forma simétrica. 

9. Hallar la ecuación de la mediatriz del segmento A(—3, 2), B(l, 6). 

10. Una recta pasa por el punto A (7, 8) y es paralela a la recta C(—2, 2) 
y D(3, — 4). Hallar su ecuación, 

11. Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto A(— 2, 4), y 
determina sobre el eje X el segmento — 9, 

12. Demostrar que los puntos 4(— 5, 2), BO, 4) y C(4, 5) son cech- 
neales hallando la ecuación de la recta que pasa por dos de estos puntos. 

13. Hallar la ecuación de la mediatriz del segmento que los ejes coordenados 
determinan en la recta 2x+3y-—15=0. 

Los ejercicios 14-21 se refieren al triángulo cuyos vértices son A(— 2, 1), 
B(4, 7) y C(6, —-3). 

14. Hallar las ecuaciones de los lados. 

15. Hallar la ecuación de la recta que pasa por el vértice A y es paralela al 
lado opuesto BC. 

16. Hallar las ecuaciones de la rectas que pasan por el vértice B y trisecan 
al lado opuesto AC. 

17. Hallar los vértices del triángulo formado por las rectas que pasan por los 
vértices A, B y C y son paralelas a los lados opuestos. 

18. Hallar las ecuaciones de las medianas y las coordenadas de su punto de 
intersección, 

19. Hallar las ecuaciones de las mediatrices de los lados y las coordenadas de 
su punto de intersección. Este punto se llama circuncentro. 

20. Hallar las ecuaciones de las alturas y su punto de intersección. Este 
punto se llama ortocentro. 

21. Hallar las coordenadas del pie de la altura correspondiente al lado AC. 
A partir de estas coordenadas hállese la longitud de la altura y luego el área del 
triángulo. 

22. Hallar la ecuación de la recta cuya pendiente es — 4, y que pasa por el 
punto de intersección de las rectas 2x+y-8=0 y 3x -2y+9=0. 

23. Las ecuaciones de los lados de un cuadrilátero son 3 x — 8 y + 36 = 0, 
x+y—-10=0, 3x-8y-19=0 y x+y+1=0. Demostrar que la figura 
es un paralelogramo, y hallar las coordenadas de sus vértices. 

24. Hallar el área del triangulo rectángulo formado por los ejes coordenados 
y la recta cuya ecuación es Í x + 4y +20 =0. 

25. Las coordenadas de un punto P son (2, 6), y la ecuación de una recta l 
es4x+3y=/12. Hallar la distancia del punto P a la recta | siguiendo en 
orden los siguientes pasos: a) Hallar la pendiente de l. b) Hallar la ecua- 
ción de la recta l’ que pasa por P y es perpendicular a l. c) Hallar las coor- 
denadas de P’, punto de intersección de | y l’. d) Hallar la longitud del 
segmento PP’. 

26. El punto P de ordenada 10 está sobre la recta cuya pendiente es 3 y que 
pasa por el punto A(7, —2). Calcular la abscisa de P. 

27. Determinar el valor de los coeficientes A y B de la ecuación Ax — By 
+ 4 = 0 de una recta, si debe pasar por los puntos C(—3, 1) y D(I, 6). 
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28. Las ecuaciones de los lados de un triángulo son íx — 7y +27 =0, 
9x — 2y — 15 =U y 4x +5y +1! =0. Hallar sus ángulos y comprobar los 
resultados. 

29. Deducir la ecuación de la recta cuya pendiente es m y determina sobre 
el eje X el segmento a. Compárese este resultado con la ecuación de una recta 
conocida su pendiente y su ordenada en el origen, dada en el Artículo 27. 

30. Una recta pasa por los dos puntos A(—1, 3) y B(5, 4). Escríbase su 
ecuación en forma de determinante. Verifíquese el resultado desarrollando el 
determinante. 


28. Forma general de la ecuación de una recta. En los artículos 
precedentes hemos visto que la ecuación de una recta cualquiera , en el 
plano coordenado , es de la forma lineal 


Ar+By+C=0, (1) 


en donde ya sea A o B debe ser diferente de cero y C puede o no ser 
igual a cero. La ecuación (1) se llama la forma general de la ecuación 
de una recta. 

Ahora consideraremos el problema inverso, a saber, la ecuación 
lineal (1), ¿representa siempre una línea recta? Para contestar a esta 
pregunta examinaremos las dos formas posibles de la ecuación (1) 
con respecto al coeficiente de y, es decir, las formas para B=0 
y BO. 

Caso I. B=0. Si B=0, entonces A 0, y la ecuación (1) 
se reduce a la forma 

E (2) 
Pero (2) es de la forma z = k, de la que anteriormente se demostró 
que es la ecuación de una recta paralela al eje Y (Art. 18). 

Caso IHI. BX0, Si Bx0, podemos dividir la ecuación (1) 

por B, y entonces por trasposición se reduce a la forma 


A C 
y=- IT B: (3) 


Pero (3) está en la forma y = mz +b (Art. 27) y, por tanto, es la 


ecuación de una recta cuya pendiente es — s y cuya ordenada en el 


; C 
origen es — 7. 


En consecuencia, vemos que en todos los casos la ecuación (1) 
representa una recta. Vamos a hacer un resumen de estos resulta 
dos en el 


Lehmann. — 5. 
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TEOREMA 5. Una ecuación lineal en las variables x y y representa 
una recta y recíprocamente. 


NOTAS. 1. Este teorema muestra lo apropiado del término lineal para 
designar las expresiones algebraicas de primer grado. 

2. La pendiente de una recta cualquiera, no paralela al eje Y, puede obte- 
nerse directamente a partir de su ecuación. Para ello bastará reducir la forma 
dada (1) a la forma (3); el coeficiente de x es la pendiente. Más sencillamen- 
te, todo lo que tenemos que hacer es dividir en (1) el coeficiente de x por el 
coeficiente de y y después cambiar el signo. 


29. Discusión de la forma general. Ahora haremos algunas obser- 
vaciones de gran importancia, no sólo con respecto a la recta, sino 
también a toda la Geometría analítica. Acabamos de ver que la ecua— 
ción de una recta es, necesariamente , de la forma 


Ar+ By+C=0. (1) 


Por tanto, al buscar la ecuación de una recta particular, sabemos 
a priori que es de la forma lineal (1); el problema que queda por 
resolver es el de determinar los coeficientes A, B y C. El estudio de 
los coeficientes es, pues, de gran importancia. Este último enun- 
ciado , sin embargo , no está restringido a la línea recta solamente; a 
medida que avancemos en e) estudio de la Geometría analítica veremos 
que, una vez que se haya establecido la ecuación general de un tipo 
particular de curva, las propiedades y características distintivas de 
esa curva pueden determinarse por una investigación de los coeficientes 
de su ecuación . 

Consideremos los tres coeficientes A, B y C en la forma gene- 
ral (1). Notamos, en primer lugar, que todos son constantes reales 
y arbitrarias, es decir, que pueden tomar cualquier valor real, siem- 
pre que A y B no sean simultáneamente nulos. Puede parecer a 
primera vista que estas tres constantes son independientes. Pero 
puede demostrarse fácilmente que, en realidad, solamente hay dos 
constantes independientes. En efecto, uno, cuando menos, de los 
coeficientes A y B debe ser diferente de cero. Por tanto, si Ax0, 
podemos dividir la ecuación (1) por A de manera que tome la forma 


s+Ēy+£=0, (2) 


en la que hay solamente dos constantes independientes que son las 
razones arbitrarias B/A y C/A. Sabemos, por Algebra, que para 
calcular estas constantes se necesitan dos ecuaciones independientes 
que las contengan , y que cada una de estas ecuaciones se obtiene a 
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partir de una condición independiente. Por tanto, analiticamente , la 
ecuación de una recta queda perfectamente determinada por dos condi- 
ciones independientes. Geométricamente, una recta también queda 
determinada por dos condiciones independientes ; luego una recta está 
completamente determinada si se conocen dos de sus puntos, o uno de 
sus puntos y su dirección . 


Ejemplo. Hallar los valores que deben tener los coeficientes de la ecuación 
general Ax + By +C =0 de una recta, para que pase por los dos puntos 
(-1, 4) y (3. — 2). De ahí hallar la ecuación de la recta. 

Solución. Como los dos puntos están sobre la recta, sus coordenadas deben 
satisfacer la ecuación de dicha recta (Art. 14). Por tanto, para el punto 
(— 1, 4), tenemos: 


—A+4B+C=0; (3) 
y para el punto (3, —2) tenemos 
3A -2B+C=0, (4) 


Resolviendo las ecuaciones (3) y (4) para A y B en términos de C, obtenemos 
A =-=%YC, B= - Y4C. 

Si sustituímos estos valores de A y B en la forma general, obtenemos 
= YCx ~ HCy+C=0. 


Dividiendo toda la ecuación por C y simplificando, obtenemos como ecuación 
de la recta 
3x + 2y—5=0, 


cuyos coeficientes son A = 3, B=2, C= -3,. 

NOTA. Si C =0, el problema no puede resolverse tal como se ha hecho. 
En este caso podemos resolver (3) y (4) para A y C en términos de B si 
B>0, o para B y C en términos de A si A 0. 


30. Posiciones relativas de dos rectas. Ahora consideraremos las 
posiciones relativas de dos rectas, cuyas ecuaciones pueden ponerse en 
las formas generales : 
Ar+ By+C=0, (1) 


Ar+B'y+C'=0. (2) 


En particular, determinaremos las condiciones analíticas bajo las cua- 
les estas dos rectas son : a) paralelas; b) perpendiculares; c) coin- 
ciden; d) se cortan en uno y solamente en un punto. 


a) La pendiente de (1) es as si B0, y la pendiente de (2) 
, 
es -2 si B’*0. Por el corolario 1 al teorema 5, Artículo 10, 
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una condición necesaria y suficiente para que las rectas a) y (2) sean 
paralelas es que 
A! 


ul» 


aja 
[ 
ww 


es decir , los coeficientes de z y y deben ser proporcionales. 

Si B= 0, la recta (1) es paralela al eje Y. Si la recta (2) es 
paralela a la (1), también es paralela al eje Y, luego también B' =0. 
En este caso, la última proporción establecida no tiene sentido; lo 
mismo sucede si A y A’ son cero, es decir, si ambas rectas son para- 
lelas al eje X. Pero, si escribimos esta relación en la forma 


AB'"-A'B=0, 


tenemos una relación verdadera para todos los casos. 


b) Por el corolario 2 al teorema 5, Artículo 10, una condición 
necesaria y suficiente para que las rectas (1) y (2) sean perpendicu- 


lares es que 
A A’ 


AA' + BB' = 


O sea, 


El estudiante debe demostrar que esta última relación es también 
verdadera si una de las rectas es paralela al eje Y y, por lo tanto, no 
tiene pendiente. 


c) Dos rectas coinciden si tienen un punto común y la misma 
dirección o pendiente. La intersección de la recta (1) con el eje X es 


el punto de abscisa — £, y la de la recta (2) es el punto de abscisa 


Por tanto, debemos tener 


E 
l- 
TA A” 
O sea, 
A ge. (3) 
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También , por ser las pendientes iguales , ` 


ALA 

BB" 
O sea, Pr" 

a7 P (4) 
De (3) y (4) tenemos 

-B_CL., 

ATRO (5) 


es decir, dos rectas coinciden si y solamente si sus coeficientes corres- 
pondientes son proporcionales. 

La proporción (5) se ha escrito suponiendo que todos los coefi- 
cientes de las ecuaciones (1) y (2) son diferentes de cero. Si, en vez 
de esto, uno o más coeficientes son cero, esta proporción no tiene 
sentido en su totalidad o en parte. Pero si escribimos 


A=kA', B=kB', C=kC", 


en donde k es una constante diferente de cero, obtendremos relaciones 
verdaderas para todos los casos. 


d) Geométricamente, dos rectas se cortan en uno y solamente en 
un punto en el caso de que no sean paralelas. Analíticamente, si las 
rectas (1) y (2) no son paralelas, del apartado (a) anterior se dedu- 


ce que 


Srž, osea, que AB' — A'B x 0. 


Podemos hacer el resumen de los resultados anteriores en el 


Teorema 6. Silas ecuaciones de dos rectas son Ax + By4+C=0 
y A'x + B'y + C! = 0, las relaciones siguientes son condiciones nece- 
sarias y suficientes para 


a) Paralelismo , he o sea, AB! — A'B = 0; 


b) Perpendicularidad, AA’ + BB'=0; 
c) Coincidencia, A = kA’, B= kB’, C=kC' (k0); 
d) Intersección en uno y solamente un punto, 
L.A: B 

AaS, o sea, AB’ — A'B = 0. 

Ejemplo. La ecuación de una recta 1 es 5x —7y +11 = 0. Escribir la ecua- 
ción que representa a todas las rectas paralelas a I. A partir de esta última ecuación 
hallar la de la recta paralela a l y que pasa por el punto (4, 2). 
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Solución. Representemos por Ax + By +C =Q la ecuación de todas las 
rectas paralelas a l. Por el apartado (a) del teorema 6 se verifica 


A B 7 
a osea, B 7A 


Por tanto, la ecuación de todas las rectas paralelas a l es 


Ax-ZAy4C=0, 
de donde, 
A 5x -7y +E =0, 


o sea, 


Íx—-Ty+k=0, (6) 
en donde k = e es una constante arbitraria. 


Si la recta (6) debe pasar por el punto (4, 2), las coordenadas deben satisfa- 
cer (6). Por tanto: 


5.4-7. LER S = 0, 
de donde k = — 6, y la recta buscada es 


5x —-7y-6=0, 


EJERCICIOS. Grupo 10 


Dibujar una figura para cada ejercicio. 


1. Transformar la forma general de la ecuación de una recta a la forma 
simétrica. Establecer las restricciones a que deben estar sometidos los coeficien- 
tes para permitir esta transformación. 

2. Hallar la ecuación de la recta, determinando los coeficientes de la forma 
general, que pasa por el punto (—2, 4) y tiene una pendiente igual a — 3. 

3. Hallar la ecuación de una recta, determinando los coeficientes de la forma 
general, si los segmentos que determina sobre los ejes X y Y, es decir, sus 
intercepciones, son 3 y — 5, respectivamente. 

4. Hallar la ecuación de la recta, determinando los coeficientes de la forma 
general, que es perpendicular a la recta 3x — 4y + 11 =0 y pasa por el punto 
(1-3. 

5. Hallar el valor de k para que la recta kx +(% — I)y — 18 = 0 sea pa- 
ralela a la recta 4x + 3y +7 =0. 

6. Determinar el valor de k para que la recta k?x + (k +1)y +3 =Q sea 
perpendicular a la recta 3x — 2y — 11 = 0. 

7. Hallar la pendiente e intercepciones de la recta 7x — 9y + 2 = 0. 

8. Hallar la pendiente, ángulo de inclinación y las intercepciones de la recta 
que pasa por el punto (2, 3) y es perpendicular a la recta 2x — 7y + 2.= 0. 

9. Determinar el valor de k para que la recta. 4x + 5y + k == 0 forme con 
los ejes coordenados un triángulo rectángulo de área igual a- 2/4 unidades cua- 
dradas ; 
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10. En las ecuaciones ax + (2 — b)y — 23 = 0 y (a-—l)x+by4+ 15=0 
hallar los valores de a y b para que representen rectas que pasan por el pun- 


to (2, —3). 
11. Demostrar que la recta que pasa por los puntos (4, — 1) y (7, 2) 
bisecta al segmento cuyos extremos son los puntos (8, — 3) y (—4, — 3). 


12. Demostrar que las rectas 2x — y — 1=0, x-8y+37=0, 2x — y-16=0 
y x~8y +7 =0 forman un paralelogramo, y hallar las ecuaciones de sus 
diagonales. 
13. Demostrar que las rectas 5x — y —6 =0, x+5y-22=0, 5x-y-32=0 
y x+y¿4+4=0 forman un cuadrado. 
14. Demostrar que los ángulos suplementarios formados por las dos rectas 
Ax+By+Cz=0 y A'x + B'y+C'"=0 están dados por las fórmulas 


tgó=- A'B-AB' 

AA' + BB' 

——15. Hallar el ángulo agudo formado por las rectas 4x — 9y +11=0 y 
3 + 2y -7 =0. ` 

16. Hallar las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto (2, — 1) y 
que forman cada una un ángulo de 45° con la recta 2x — 3y + 7 =0. 

17. A partir del resultado del ejercicio 14, deducir las condiciones necesarias 
y suficientes para el paralelismo y perpendicularidad de dos rectas, dadas en los 
apartados (a) y (b) del teorema 6, Artículo 30. 

18. Sik es una constante cualquiera diferente de cero, demuéstrese que todo 
punto que esté sobre la recta Ax + By + C = 0 también estará sobre la recta 
RAx+kRkBy+RC =0. Por tanto, dedúzcase la condición necesaria y sufi- 
ciente para la coincidencia de dos rectas, dada en el apartado (c) del teorema 6, 
Artículo 30. 

19. Por medio de determinantes obténgase la condición necesaria y suficiente 
para que las dos rectas Ax + By +C =0 y A'x + B'y + C’ =0 se corten en 
uno y solamente un punto, dada en el apartado (d) del teorema 6, Artículo 30, 
Sugestión; Véase apéndice IB, 6. 

20. Si tres rectas se cortan en un punto común, se dice que son concurren- 
tes. Si las tres rectas Aix+Biyg+C1=0, Aax+Bay+C2=0 y 
A3x + B3y + C3 = 0 son concurrentes, demuéstrese que sus coeficientes satis- 


facen la condición > 
Ar Bı Ci el rednrow 2 verdod 
A B3 Ca|=0. S e/par da mo p er alelo 
A3 B3 C3 


21. Demostrar que las tres rectas 3x —5y +7 = 0, 2x+3y-8=0 y 
6x — 7y +8=0 son concurrentes. 

22. Demostrar analiticamente que las medianas de cualquier triángulo son 
concurrentes. 

23. Demostrar analiticamente que las mediatrices perpendiculares a los lados 
en su punto medio en cualquier triángulo son concurrentes. 

24. Demostrar analiticamente que las alturas de cualquier triángulo son 
concurrentes. 

25. Los vértices de un triángulo son (1, 1), (4, 7) y (6, 3). Demostrar 
que el baricentro (punto de intersección de las medianas), el circuncentro (pun- 
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to de intersección de las mediatrices) y el ortocentro (punto de intersección de 
las alturas) son colineales. 

26. Demostrar analíticamente que el baricentro, circuncentro y ortocentro 
de cualquier triángulo son colineales. La recta que los une se llama recta de 
Euler. : 

27. Desde el punto (6, 0) se trazan perpendiculares a los lados 
íx-—y-4=0, y=l y xx—y—~4=0 de un triángulo. Demostrar que 
los pies de estas perpendiculares son colineales. 

28. Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto (a. b) y por la 


intersección de las rectas +2 =1 y LE yZ=), 
e b b a 


29. Una recta se mueve de tal manera que la suma de los recíprocos de los 
segmentos que determina sobre los ejes coordenados es siempre igual a una cons- 


tante k x 0. Demostrar que la recta pasa siempre por el punto fijo (+ 2). 


k 
30. Hallarla longitud de la perpendicular bajada del punto Pı(xı. yı) a la 
recta l: Ax + By + C =0. Demostrar, a partir de esto, que la distancia d del 
punto P, a la recta | está dada por 


i | Axı + Byi+Cl 
V AF Bi 
31. Forma normal de la ecuación de la recta.' Consideremos un 
segmento OP, de longitud p y con uno de sus extremos O siempre en 
el origen, tal como puede verse en la figura 41. La posición exacta 
de este segmento de recta en el plano coordenado está determinada 
por el ángulo w, que, como en Trigonometría, es el ángulo positivo 
engendrado por el radio vector OP1 al girar alrededor del origen 
(Apéndice IC, 1). De acuerdo con esto, la longitud p se considera 
siempre positiva, y la variación de los valores del ángulo w viene 
dada por 
0° < w < 360°. (1) 


Es evidente que, para un par cualquiera de valores dados de p y w, 
la recta l trazada por Pı (zı, yı) perpendicular a OP1 queda perfec- 
tamente determinada. Ahora obtendremos la ecuación de l por medio 
de la fórmula de la recta que pasa por un punto y tiene una pen- 
diente dada. 

Por Trigonometría , para cualquier posición de la recta l, 


zı = p cosw, y= P Sen 0. (2) 
Por tanto, las coordenadas del punto Pı son (p cos w, p sen w). 


Para las posiciones (a) y (b) (fig. 41) el ángulo de inclinación 
del segmento OP, es w, y, por tanto, su pendiente es tg w. 
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Para las posiciones (c) y (d) (fig. 41) en donde a es el ángulo de 
inclinación de OP,, tenemos (Apéndice IC, 3) 


tg œ = tg (180° + a) = tg a. 


De aquí que para todas las posiciones del segmento OP, su pendiente 
está dada por tg w. Como la recta l es perpendicular a OP:, su 








Fig. 41 


pendiente para todas las posiciones es, por el corolario 2 del teore- 
ma 5, Artículo 10, 


` m= — ctg o = COS w (3) 


— sen w’ 





Según esto, de (2) y (3), la ecuación de Z (teorema 1, Artícu- 


lo 26) es 
cos w ( 
sen w 


y — p sen w = — z— p coso), 


de donde 
y sen w — p sen? w = — g cos w + p cosè w, 


o sea, z cos (y + y sen w — p(sen? w + cos? œw) = 0. 


( 
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Como sen? w + cos? w = 1 (Apéndice IC, 2), esta última ecuación se 


reduce a 
z cos w + y sen w — p = 0. (4) 


Este resultado conduce al siguiente 
Teorema 7. La forma normal de la ecuación de una recta es 
xcosw Fysno—p=0, 


en donde p es un número positivo, numéricamente igual a la longitud de 
la normal trazada desde el origen a la recta, y w es el ángulo positivo 
< 360° medido a partir de la parte positiva del eje X a la normal. 


NOTA, Si una recta pasa por el origen, se tiene p = 0 en la forma normal 
de su ecuación. En este caso se prefiere suponer que la recta normal está diri- 
gida hacia arriba del origen de tal manera que la variación de los valores de w 


esté dada por 
0< w < 180%. 


Ejemplo. En un círculo de centro en el origen y radio igual a 5, hallar la 
forma normal de la ecuación de su tangente en el punto (— 3, 4). 





Fig. 42 


Solución. Latangente buscada l aparece trazada en la figura 42. Por Geo- 
metría elemental sabemos que el radio que va al punto de tangencia es perpen- 
dicular a la tangente. Por tanto, p=5, y sen w =% y cos w = — 3%. Luego 
la ecuación de [ en la forma normal es 


- Kx +y- 5 =0. 6) 
Ordinariamente, después de obtener la forma (5) en un problema, la escribiria- 


mos en la forma general, que es más simple, 


3x — 4y +25 = 0. (6) 
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Aunque (5) y (6) representan la misma recta l, debe tenerse presente que (5) 
es la forma normal, y (6) no lo es. La importancia de esta distinción se apre- 
ciará cuando consideremos las aplicaciones de la forma normal (Art. 33). 


32. Reducción de la forma general de la ecuación de una recta a la 
forma normal. Usualmente, la ecuación de una recta se da en la for— 


ma general 


Sin embargo , la forma normal 
z cos w +y sen w — p = 0, l (2) 


es útil para ciertos tipos de problemas. Por esto consideraremos en 
este artículo el método de obtener la forma normal a partir de la forma 
general de la ecuación . 

Si las ecuaciones (1) y (2) representan la misma recta, sus 
coeficientes correspondientes deben ser proporcionales (apartado (c) 
del teorema 6, Art. 30). Por tanto, 


cos w = kA, (3) 
sen w = kB, (4) 
—p= kC. (5) 


Si elevamos al cuadrado ambos miembros de (3) y (4), y suma- 


mos, obtenemos 
cos? w + sen? w = k? (A? + B?). 


Pero como cos? w + sen? w = 1, esta última relación nos da 


1 


kanm 
+ V A + B 


A? + B? #0. (6) 


Si se sustituye este valor de k en cada una de las ecuaciones (3), (4) 
y (5), obtenemos las relaciones buscadas entre los coeficientes corres- 
pondientes de las dos formas (1) y (2). Estas son : 


A B 

r ara le NT ca 
PS SA 
E AFB! 


y la recta definida por la forma general (1) tiene por ecuación en la 
forma normal 
A B C 
VS- A A E, 
PU: DO y rra +V A+B 
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Es evidente, sin embargo, que, en cualquier caso particular, no 
podemos usar en (6) ambos signos del radical, ya que esto no nos 
daría un único valor para el ángulo w. Para determinar el signo de 
este radical, notamos en primer lugar que, cuando, p es diferente 
de cero, debe ser positivo (Art. 31). En este caso , la relación (5) 
muestra que k y C deben ser de signos diferentes y , por tanto, que, 
al radical de (6) se le debe dar el signo opuesto al de C. 

Si la recta pasa por el origen, en la forma (1) es C=0,yp=0 
en la (2), y el signo del radical no puede ser determinado por la rela— 
ción (5). En este caso, sin embargo , hemos elegido, como se esta- 
bleció en la nota del teorema 7, Artículo 31, restringir los valores 
de œ al intervalo 

0<0w<180", 


en donde sen w no es negativo. La relación (4) nos dice entonces 
que k y B deben concordar en signo. si BX 0, y, par tanto, al ra- 
dical de (6) se le debe dar el mismo signo que tenga B. 

Finalmente, si ambos B y C son iguales a cero en la forma 
general (1), la relación (4) muestra que sen w =0. Por tanto, 
w=0%, ya que w < 180° para C = 0 como ya hemos dicho. En- 
tonces cos w = 1, y la relación (3) muestra que k y A deben con- 
cordar en signo. 

Los resultados anteriores quedan resumidos en el siguiente 


TEOREMA 8. La forma general de la ecuación de una recta, 
Ax+By+C=0, (1) 
puede reducirse a la forma normal , 
xcos o + ysenw—p=0, 


dividiendo cada término de (1) por r = + V A? + B?, en donde el 
signo que precede al radical r se escoge como sigue: 

a) Si:CX0, r es de signo contrario a C. 

b) SiC=0yBA0, r y B tienen el mismo signo. 

ec) Si: C=B=0, r y A tienen el mismo signo. 


Ejemplo. La ecuación de una recta es 5x — 7y — 1! =0. Reducir su 
ecuación a la forma normal, y hallar los valores de p y w. 

Solución. Para la ecuación dada, A =5, B=-7 y C ==—l1l. Por 
anto, + V A? F Bi==V52+4 (-7)3==x V74. Como C es negativo, 
damos al radical el signo positivo. Dividiendo la ecuación dada por V74, 
obtenemos su forma normal, 

5 -7 11 


TÁ 
va? va” vV 74 








= (0, 
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en donde, 


7 11 
cos w = ——, sen 0=— y 


== po 
V 74 V74 V74 
Como cos œw es positivo y sen 6) es negativo, w está en el cuarto cuadrante 


(Apéndice IC, 1). En la tabla B del Apéndice II, se encuentra que el valor 
de w es 3059 32/. En la figura 43 se ha trazado la recta. 














Fig. 43 


EJERCICIOS. Grupo 11 


Dibujar una figura para cada ejercicio. 


1. Hallar la ecuación de una recta en la forma normal, siendo œ = 60° 
yp=0, 

2. Una recta es tangente a un círculo de centro en el origen y radio 3. Si el 
punto de tangencia es (2, — V 3), hállese la ecuación de la tangente en la 
forma normal. 

3. La ecuación de una recta en la forma normal es x cos w + y sen w — 5 =0. 
Hallar el valor de w para que la recta pase por el punto (— 4, 3). 

4. Reducir la ecuación 12x — 5y — 52 = 0 a la forma normal, y hallar los 
valores de p y o. 

5. Hallar la distancia* del origen a la recta 2x — 3y + 9 = 0. 

6. Determinar el valor de k para que la distancia del origen a la recta 
x+ky-7=0 sea 2. 

7. Reducir la ecuación y = mx + b a la forma normal, ' y hallar los valores 
de p yo. 

8. Hallar la ecuación de la recta cuya distancia del origen es 5 y que pasa 
por el punto (l, 7). (Dos soluciones. ) 


* Al hablar de distancia de un punto a una recta se sobrentiende el seg- 


mento de perpendicular trazado del punto a la recta. Lo mismo al hablar de 
distancia entre paralelas. 
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9. El ángulo de inclinación de una recta es de 45°. Hallar su ecuación si 
su distancia del origen es 4. (Dos soluciones.) 

10. Reducir la ecuación x = k a la forma normal, y hallar los valores de 
p y w para los tres casos: R<0, k=0y R>O, 

11. Reducir la ecuación y = k a la forma normal, y hallar los valores de 
p y œ para los tres casos: R<0, k =0 y R >0. 

12. La pendiente de una recta es — 3. Hallar su ecuación si su distancia del 
origen es 2. (Dos soluciones. ) 

13. Hallar la forma normal de la ecuación de la recta que pasa por los dos 
puntos A(— 1, 7) y B(4, 2). 

14. Hallar la forma normal de la ecuación de la recta que es paralela a la 
recta x — 5y + 11 =0 y pasa por el punto A(— 7, 2). 

15. Hallar Ja ecuación de la recta que es paralela a la que tiene por ecuación 
3x + 2y — 9 = Q y cuya distancia del origen es 8. (Dos soluciones.) 

16. Hallar la forma normal de la ecuación de la recta que es perpendicular a 
la recta 2x — 3y +7 =0 y determina sobre el eje X el segmento — 9. 

17. Los vértices de un triángulo son A(—4, 2), B(—1, 5) y CQ, —I). 
Hállense las ecuaciones de las alturas en la forma normal. 

18. Hallar la distancia del origen a cada una de las rectas paralelas 
3x +5y — 1l = 0 y 6x + 10y — 5 = 0, Deducir de este resultado la distan- 
cia entre las dos rectas. 

19. Hallar la distancia del origen a cada una de las rectas paralelas 
2x +3y-4=0 y 6x +9 +11 =0. A partir de esto calcular la distancia 
entre las dos rectas. 

20. Laecuación de una recta l es x + 3y—6=0, y las coordenadas de un 
punto P son (4, 7). Hallar la ecuación de la recta que pasa por P y es paralela 
al. A partir de este resultado hallar la distancia de P a l. 


33. Aplicaciones de la forma normal. A continuación vamos a 
considerar dos aplicaciones de la forma normal . 

a) Cálculo de la distancia de una recta a un punto dado. Sea l la 
recta dada y Pi(%:, yı) el punto, y designemos por d la distancia 
de l a Pı. Como Pı y l pueden ser cualesquiera en el plano coorde— 
nado, hay seis posiciones relativas posibles de Pı, l y el origen O, 
tal como se indica en la figura 44. (Véase Art. 2, fig. 2.) 

Supongamos que la forma normal de la ecuación de 1 es 


z cos w + y sen w — p = 0. (1) 


Sea l’ la recta trazada por Pı y paralela a l, y sea p' la longitud de 
la perpendicular trazada desde el origen a l’. 

Como tendremos ocasión de tratar con segmentos de recta diri- 
gidos, asignaremos la dirección positiva a la recta normal trazada 
desde el origen hacia la recta l. Esta dirección positiva está indicada 
en la figura 44 por la normal ON que corta a 1 en el punto Á y 
a l’ enel B. Entonces, en cada uno de los casos , 


d = |AB|. (2) 
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La longitud de la normal OA hasta l es siempre positiva, ya que 
tiene la misma dirección que ON ; la longitud de la normal OB hasta 
U es positiva o negativa según que su dirección sea la misma o sea 





Fig. 44 


opuesta a la de ON, Como p y p’ son siempre números no-negati- 
vos (Art. 31), tenemos 


OA =p, lOB|=p'. (3) 


Por la relación fundamental (2) del Artículo 2 para segmentos dirigi- 
dos, tenemos 


AB = AO + 0B, 
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de donde o an 
AB = ~ 0A +0B. (4) 


Por tanto, por (3) y (4), tenemos, para las seis posiciones indica- 
das en la figura 44, 


(a) AB=-p+p>0, ya que p' >p. ]) 

(bd) AB=—p+p'<0, ya que p'< p. 

(c) AB =- p-p <0. (5) 
(d) AB=—p+p'<0, ya que p' <p. | 

(e) AB =— p-p <0. | 

($) AB=—-p+p>0, yaque p' >p. ) 


Por el teorema 7, Artículo 31, la ecuación de l’ para los casos 


(a), (0), (d) y (f) es 
z cos w + y sen w — p’ = 0. (6) 
Para el caso (c), la ecuación de l’ es 
zx cos (w — 1) + y sen (w — x) — p' = 0, 
de donde (ver el Apéndice IC, 3), tenemos 
— z cos w — y sen œ — p' =0. (7) 
Para el caso (e), la ecuación de l’ es 
xz cos (n +w) +y sen (1+0)-p'=0, 


de donde obtenemos nuevamente la ecuación (7). 
Como el punto Pı está sobre l’, sus coordenadas (zı, yı) satis- 
facen (6) y (7), y tenemos, respectivamente , 


zı cos w + yı sen w — p'= 0, 


y — Tı COS w — Yı sen w — p' = 0, 
de donde para los casos (a), (b), (d) y (f), 
p’ = qı cos w + yı sen w, (8) 


y para los casos (c) y (e), 
p’ = — 21 cos w— Y1 sen w. . (9) 
Entonces de (8) y 5(a), 5(b), 5(d) y 5(f), tenemos 
AB = z, coso + yı sen o — P; (10) 
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y de (9) y (c), 5 (e), tenemos el mismo resultado: (10). Por 
tanto, de (2) y (10), tenemos 


d = |z: cos wm + yı sen o — pl. (11) 


Comparando (1) y (11), vemos que la distancia buscada d puede 
obtenerse simplemente sustituyendo las coordenadas de Pı en el pri- 
mer miembro de la forma normal de la ecuación de l. Ahora bien, 
como la ecuación de una recta se da ordinariamente en la forma 
general 

Ar+By+C=0, (12) 


es necesario reducir (12) a la forma normal (teorema 8, Art. 32), 


Ar+ By+C _ 
+VÆ+BE 7” 


de manera que, de (11), el valor buscado es 


q= Azt Bun+C| 
vVÆ+BE ` 


Este resultado lo enunciamos como sigue : 

TEOREMA 9. La distancia d de una recta Ax + By +C =0 a un 
punto dado Pı(xı, yı) puede obtenerse sustituyendo las coordenadas del 
punto en el primer miembro de la forma normal de la ecuación de la recta . 
El valor está dado entonces por 


d= | Axı + By +C| 
V Al + B? 

Para los fines del segundo problema de este artículo , será necesario 
considerar la distancia d del teorema 9 como la longitud del segmento 
de recta perpendicular dirigido de la recta l hacia el punto Pı. En 
este sentido, nos referimos a d como la distancia dirigida. Su signo y 
magnitud están dados entonces por el signo y longitud del segmento 
dirigido AB; es decir, 

d= AB. 


Si comparamos ahora cada relación de (5) con la posición correspon— 
diente que aparece en la figura 44, observamos que para los casos 
(a) y (f), con Pı y el origen O en lados opuestos de la recta l, 
AB es positiva , mientras que para los cuatro casos restantes, con 
Pı y O del mismo lado de l, AB es negativa. Si, en vez de esto, 
la recta 1 pasa por el origen, se deduce, de la nota del teorema 7, 


Iehmana. — 6. 
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Artículo 31, que AB es positiva si Pı está arriba de 1 y negativa si 
está abajo. 

Estos resultados se expresan en conjunto en el 

TEOREMA 10. La distancia dirigida d de la recta dada 

Ax + By+C=0 
al punto dado Pı (xı, yı) se obtiene por la fórmula 
eN Axı + By: +C 
=> V A? +B? 
en donde el signo del radical se elige de acuerdo con el teorema 8, Ar- 
tículo 32. 

Si la recta dada no pasa por el origen, d es positiva o negativa según 
que el punto Pı y el origen esién en lados opuestos o del mismo lado 
de la recta. 

Si la recta dada pasa por el origen, d es positiva o negativa según 
que el punto Pı esté arriba o abajo de la recta. 


d 


3 


Ejemplo 1. Hallar la distancia de la recta 3x — 4y + 12 = 0 al punto 
(4, — 1). Interpretar el signo de la distancia como segmento dirigido. 





Fig. 45 


Solución., La recta y el punto aparecen en la figura 45. Por el teorema 10, 
la distancia dirigida de la recta dada al punto es 


3 (4) - 4(-D+uM 
d e mMM 
~V 3+4 
Por tanto, la distancia buscada es 3%. El signo negativo indica que el punto y 
el origen están del mismo lado de la recta. 


— 28 
3. 


b) Determinación de las ecuaciones de las bisectrices de los ángulos 
suplementarios formados por dos rectas dadas que se cortan. Suponga- 
mos que las ecuaciones de las dos rectas dadas son 

l: Ar+By+C=0, (13) 
l: A+ By+4C'=0, (14) 
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y designemos por lı y lz a las bisectrices de los ángulos suplementa- 
rios formados por ellas, como se representan en la figura 46. 

Por Geometría elemental, la bisectriz de un ángulo es el lugar 
geométrico de los puntos equidistantes de los lados del ángulo. Por 
tanto, para cualquier punto P(x, y) de la bisectriz, las distancias 
dı y dz de los lados l y l’ a P son iguales, es decir, 


Id1|=|dal. (15) 





Fig. 46 


Ahora bien, la condición geométrica expresada por (15) nos dice 
simplemente que las distancias dı y dz son numéricamente iguales, y 
la interpretación analítica conduciría entonces precisamente a la misma 
ecuación para ambas bisectrices. Según esto, se hace necesario consi- 
derar dı y dz como distancias dirigidas con el fin de hacer una distin- 
ción entre las bisectrices lı y l2. 

Para el punto P(x, y) sobre lı, P y el origen están en lados 
opuestos de l, de donde, por el teorema 10, dı es positiva. Análo- 
gamente, dz es positiva, de manera que, para la recta lı, 


d1= da. (16) 


Para el punto P(x, y) sobre l2, P y O están en lados opuestos 
de l, pero están a un mismo lado de l’ Por tanto, en este caso 
tenemos 

di= — da. (17) 


Aplicando el teorema 10 a las ecuaciones (13) y (14), expresa- 
mos la condición (16) analíticamente por 


Ar+By+C _ A+ By+C' 


S=VA+BY =VAMPB?? (s 
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en donde los signos del radical se escogen de acuerdo con el teorema 8 ; 
Artículo 32. Por tanto, (18) es la ecuación de la bisectriz lı. 
Análogamente, de (17) tenemos como ecuación de la bisectriz la, 


Ar+ By+C_ _Azr+By+ C! 
+ A? + B? + VA? +B”? ` 
Este resultado conduce al siguiente 
TEOREMA 11. Las ecuaciones de las bisecirices de los ángulos suple- 
mentarios formados por dos rectas que se cortan, Ax+By+C=0 y 
Ax+B'y+C'=0, son 
Ax+By+C-_Ax4+B/y+C/ 
EVAT O VFB? 


Ax +By+C _ _A'x+By+O 
VATE a VAn TB 


en donde los signos de los radicales se escogen de acuerdo con el teorema 8 , 
Articulo 32. 


Ejemplo 2. Los vértices de un triángulo son A(—2, 3), BG, 5) y 
C(4, — 1). Hallar la ecuación de la bisectriz del ángulo interior ACB. 





Fig. 47 


Solución. Sea ! (fig. 47) la bisectriz buscada. Por el teorema 3, Artícu- 
lo 27, las ecuaciones de los lados BC y AC son 


6x—-y-2=0 y 2x+3y-5=0. 


respectivamente. 

Sea P(x., y) un punto cualquiera sobre |, y representemos por dı y da las 
distancias dirigidas de los lados BC y AC, respectivamente, al punto P. 
Entonces, como P y el origen están del mismo lado de BC y de lados opues- 
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tos de AC, del teorema 10 se deduce que dı = — da. Por tanto, por el teo- 
rema 11, la ecuación de la bisectriz [ es 


6x ~ y —25 lx + 3y-5 
VFI VEFE 
la cual, simplificada, toma la forma 


(0611842437) x-(W1B -3437)y-25V413-5vW37=0 


EJERCICIOS. Grupo 12 


Dibújese una figura para cada ejercicio. 


1. Hallar la distancia de la recta 4x — ïy + 10 = 0 al punto P(2, — 3). 

2. Hallar la distancia dirigida de la recta x+2y+7=0 al punto 
PO. 4). 

3. Los vértices de un triángulo son A(—4, 1), B(-3, 3) y C, -3). 
Hallar la longitud de la altura del vértice A sobre el lado BC y el área del 
triángulo. 

4. Hallar la distancia comprendida entre las rectas paralelas 3x — 4y +8=0 
y 6x -8y+9=0. 

5. Hallar la distancia entre las rectas paralelas x+2y-—10=0 y 
x+2y+6=0. 

6. Hallar la ecuación de la paralela a la recta 5x + 12y— 12 =0 y distante 
4 unidades de ella. (Dos soluciones.) 

7. La distancia dirigida de la recta 2x + 5y — 10 = 0 al punto P es —3. 
Si la abscisa de P es 2, hállese su ordenada. 

8. La distancia de la recta 4x — 3y + 1 =0 al punto P es 4. Si la orde- 
nada de P es 3, hállese su abscisa. (Dos soluciones. ) 

9. Hallar la ecuación de la recta cuyos puntos equidistan todos de las dos 
rectas paralelas l2x — 5y +3 = 0 y 12x — 5$y — 6 = 0. 

10. En la ecuación kx + 3y +5 = 0, hallar el valor del coeficiente k de 
manera que la distancia dirigida de la recta que representa al punto (2, — 2) sea 
iguala —1l. 

11. Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto (3, 1) y tal que la 


distancia de esta recta al punto (— 1, 1) sea igual a 2 v2. (Dossoluciones.) 

12. Hallar las ecuaciones de las bisectrices de los ángulos formados por las 
rectas x+y=—1=0 y 2x—y+1>=0, y demostrar que son perpendiculares 
entre sí. 

13. Hallar la ecuación de la bisectriz del ángulo agudo formado por las 
rectas x — 2y —4=0 y 4x— y —4=0. 

14. Enel triángulo del ejercicio 3, hallar las ecuaciones de las bisectrices de 
los ángulos interiores, y demostrar que concurren en un punto. 

15. Demostrar, analíticamente, que en un triángulo cualquiera las bisectri- 
ces de los ángulos interiores se cortan en un punto que equidista de los tres lados. 
Este punto se llama incentro. 

16. Demostrar, analiticamente, que en un triángulo cualquiera la bisectriz 
de un ángulo interior y las bisectrices de los ángulos exteriores en los otros dos 
vértices son concurrentes. 
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17. Hallar la ecuación del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal 
manera que su distancia de la recta 4x — 3y + 12 = 0 es siempre igual al doble 
de su distancia del eje X. 

18. Hallar la ecuación del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal 
manera que su distancia de la recta 4x — 3y + 12 = 0 es siempre igual a la mi- 
tad de su distancia del eje Y. 

19, Un punto se mueve de tal manera que la suma de sus distancias de las 
dos rectas Ax + By+C=0 y A’x + B'y+C'=0 es una constante. De- 
mostrar que su lugar geométrico es una recta. 

20. Hallar la ecuación del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal 
manera que su distancia de la recta x +2 = Q es siempre igual a su distancia del 
punto (2, 0). Trácese el lugar geométrico. 

21. Hallar la ecuación del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal 
manera que su distancia de la recta y +2 =0 es siempre igual a su distancia 
del punto (0, 2). Trácese el lugar geométrico. 

22. Hallar la ecuación del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal 
manera que su distancia de la recta x — 2 = 0 es siempre 3 unidades mayor que 
su distancia del punto (— 1, — 3). Trazar el lugar geométrico. 

23. Un punto se mueve de tal manera que su distancia de la recta 
x+y+l=0 es siempre igual a su distancia del punto (— 2, — 1). Hallar 
la ecuación de su lugar geométrico. 

21. Hallar la ecuación del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal 
manera que su distancia de la recta x + 3 = O es siempre igual al triple de su 
distancia del punto (2, — 4). Trazar el lugar geométrico. 

25. Hallar la ecuación del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal 
manera que su distancia del punto (— 2, 1) es siempre igual al triple de su dis- 
tancia de la recta y +4 = 0. Trazar su lugar geométrico. 

28. Un punto se mueve de tal manera que su distancia del punto (1, — ]) 
es siempre igual al doble de su distancia de la recta 3x — 2y +6 =0. Hallar la 
ecuación de su lugar geométrico. 

27. El ángulo de inclinación de cada una de dos rectas paralelas es a. Si 
una de ellas pasa por el punto (a, b) y la otra porel (h, k), demostrar que la 
distancia que hay entre ellas es | (h — a) sen a — (k — b) cos al. 

28. Hallar el área del trapecio formado por las rectas 3x — y — 5 =0, 
x—2y+5=0, x+3y-20=0 y x-— 2y=0. 

29. Desde un punto cualquiera de la base de un triángulo isósceles se trazan 
perpendiculares a los lados iguales. Demostrar, analiticamente, que la suma de 
las longitudes de estas perpendiculares es constante e igual a la longitud de la 
altura de uno de los vértices de la base sobre el lado opuesto. 

30. Demostrar, analíticamente, que la bisectriz de cualquier ángulo de un 
triángulo divide al lado opuesto en segmentos proporcionales a los otros dos 
lados contiguos a los respectivos segmentos. 


34. Area de un triángulo. Se han anotado previamente varios 
métodos para determinar el área de un triángulo dado. Obtendremos 
ahora una fórmula que permite calcular el área de un triángulo en 
función de las coordenadas de sus vértices. 

Sean A (zı, y), B(z2, y2) y Clza, ys) los vértices de un trián— 
gulo cualquiera dado (fig. 48). Designemos por h la longitud de la 
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altura de B sobre el lado AC, y por b la longitud del lado AC. El 
área del triángulo está dada por la fórmula 


K = Y bh. (1) 


Por la fórmula de la distancia entre dos puntos (teorema 2, Ar- 
tículo 6), 


b = Y (21 — 23)? + (ya — ya )?. (2) 


Y 





Fig. 48 


Según el teorema 3, Artículo 27 , la ecuación de AC es 


yı — 
Ti — 





aL 20, 
que puede escribirse en la forma 
(yı — ya) z — (zı — 23) y + 21 ys — Ta yı = O. 


Usando esta última ecuación junto con el punto B(z2, y2), hallamos, 
por el teorema 9 del Artículo 33, que 


p = Uy) t — (a — n) y F iy — tyl, 


Yoe arara) a 


Por tanto , de las ecuaciones (1), (2) y (3), tenemos, para área 
del triángulo , 


K = Y l(y1 — ya) da —(%1 — 23) ya + ti Ys — Ts yıl. (4) 
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La expresión que está dentro de barras en el segundo miembro de (4) 
es el valor absoluto del desarrollo del determinante 


a y 1 
zz Y2 1 
Ta ys 1 


(Véase nota 2 del teorema 3, Art. 27.) En consecuencia, tenemos : 
TroremMA 12. El área del triángulo que tiene por vértices los puntos 


(x1, y1), (X2, y2) y (X3, y3) es 


Xx yı l 
K= Y Xx y2 11, 
X3 y3 1 


debiendo tomarse el valor absoluto del determinante. 

Si tres puntos diferentes son colineales, pueden ser considerados 
como los vértices de un triángulo cuya área es cero. Por tanto, por 
el teorema 12, si los tres puntos diferentes (zı, y1), (£2, y2), (%3, ya) 
son colineales, entonces K =0 y 


a y 1 
tı y 1|=0. (5) 
Ts ya 1 


Recíprocamente, si (5) es verdadera, K =60 en el teorema 12, 
y los tres puntos son colineales. 

En consecuencia , tenemos : 

CoroLARI0. Una condición necesaria y suficiente para que tres 
puntos diferentes de coordenadas (xı, yı), (x2, y2), (X3, ya) sean 
colineales es que 

Xi y1 
X y2 
X3 y 


= j i 
i 
o 


35. Ecuación de la recta que pasa por dos puntos, en forma de 
determinante. En la nota 2 del teorema 3, Artículo 27 , obtuvimos la 
ecuación de una recta que pasa por dos puntos dados, en forma de 
determinante. Ahora deduciremos esta forma por otro método que 
es importante porque puede usarse para obtener en forma de determi- 
nante las ecuaciones de otras figuras geométricas. 

Tomemos para ecuación de la recta que pasa por los dos puntos 
dados Pi(x1, y1) y Palte, ya) la 


Ar+By+C=0. (1) 
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Como los puntos Pı y P: están sobre la recta, sus coordenadas deben 
satisfacer la ecuación (1), y tenemos las dos ecuaciones 


Au+By+C=0, (2) 
Azta + By+C=0. (3) 


Como la ecuación buscada es de la forma (1), debemos considerar 
los coeficientes A, B y C como incógnitas. Sus valores, además, 
deben ser los mismos en las ecuaciones (2) y (3) si la recta pasa 
por Pı y P2. Podemos entonces considerar las ecuaciones (1), (2) 
y (3) como un sistema de tres ecuaciones lineales homogéneas con 
tres incógnitas, A, B, C. En la ecuación (1), C puede ser cero, 
pero A y B no pueden ser ambas cero. Ahora bien, por Algebra, 
sabemos que para que el sistema formado por las ecuaciones (1), (2) 
y (3) tenga una solución distinta de cero, es necesario y suficiente 
que el determinante del sistema se auule (Apéndice IB, 6; teorema), 
es decir, 





z y 1 
my 1|=0. (4) 
Ze yz 1 


Vamos a demostrar que (4) es la ecuación buscada. En efecto, 
como zı, yı, Y. y yz son constantes conocidas, el desarrollo del de- 
terminante, por elementos de la primera fila, da una ecuación de la, 
forma (1). Por tanto, (4) es la ecuación de una recta. Además, 
la ecuación (4) se satisface por las coordenadas de Pı y Pz. Porque, 
si sustituímos Y y y por zı y yı, respectivamente, las filas primera 
y segunda son idénticas, y el determinante se anula (Apéndice IB, 5; 
propiedad 4). Análogamente, si se sustituyen en (4) las coordenadas 
variables x y y por las coordenadas de Pa», las filas primera y tercera 
quedan idéntitas, y el determinante se anula . 

Este resultado nos dice 

TEOREMA 13. La ecuación de la recta que pasa por los puntos 
Pı (xı, y1) y P2(x2, y2), puesta en forma de determinante, es 


zx y 1 
mn y 1|=0. 
| za ya 1 


Ejemplo. Escribir, en forma de determinante, la ecuación de la recta que 
pasa por los puntos (— 1, 4) y (3, 1). A partir de ella obténgase la ecuación 
en su forma general. 
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Solución. Porel teorema 13 anterior, la ecuación es 


l 
1I |=0. 


x 
— |1 
3 l 


- pa 


Si desarrollamos por los elementos de la primera fila, obtenemos 


=I ij! 4 
3 1 3 1 


4 1 


11 =0, 


x =y 














de donde la ecuación de la recta, en su forma general, es 


3x + 4y — 13 =0. 


36. Familias de líneas rectas. En el Artículo 29 vimos que una 
recta y su ecuación quedan determinadas perfectamente por dos condi- 
ciones independientes. Por tanto, una recta que satisface solamente 
una condición no es una recta única; hay infinidad de rectas que la 
cumplen, cada una de las cuales tiene la propiedad común asociada 
con esa única condición. De acuerdo con esto podemos formular la 
siguiente 

DerinicióN. La totalidad de las rectas que satisfacen una única 
condición geométrica se llama familia o haz de rectas . 


Para mejor comprender este nuevo concepto, consideremos primero todas las 
rectas que tienen de pendiente 5. La totalidad de estas rectas forma una familia 
de rectas paralelas, teniendo todas la propiedad co- 
mún de que su pendiente esigual a 5. Analítica- 
mente, esta familia de rectas puede representarse por 
la ecuación 


y=53x+k, (1) 


en donde k es una constante arbitraria que puede 
tomar todos los valores reales. Así, podemos obte- 
ner la ecuación de cualquier recta de la familia asig- 
nando simplemente un valor particular a k en la 
ecuación (1). Recordando la ecuación de la recta en 
función de la pendiente y la ordenada en el origen 
(teorema 2, Art. 27), este valor de k representa 
el segmento que la recta determina sobre el eje Y. 
Las rectas de la familia (1) para k =2, k=0 y 

k = — l están representadas en la figura 49. 
Como otro ejemplo, consideremos todas las rec- 
tas que pasan por el punto (2, 3). Según la ecua- 
Fig. 49 ción de la recta que pasa por un' punto y tiene una 
pendiente dada (teorema 1, Art. 26) esta familia de 

rectas puede representarse, analíticamente, por la ecuación 


y-3=k(x-2), (2) 
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en donde k, la pendiente, es una constante arbitraria a la que puede asignarse 
cualquier valor real. En la figura 50 se han construído tres rectas de la fami- 
lía (2) correspondientes a £=0, k=1 y k=—1. Como k no está definida 
para una recta paralela al eje Y, la ecuación (2) no incluye a la recta x =2 que 
también pasa por el punto (2, 3). La familia de rectas (2) se llama haz de 
rectas de vértice (2, 3). 


Vemos, considerando ambas familias (1) y (2), que una recta 
de una familia puede obtenerse asignando un valor particular a la 
constante arbitraria k. Teniendo en cuenta su importancia , se le da 
a k un nombre especial ; se le llama parámetro de la familia . 





Fig. 50 


El concepto de familia de rectas es útil en la determinación de la 
ecuación de una recta particular. El procedimiento consiste , esencial- 
mente, en dos pasos: a) se escribe la ecuación de la familia de 
rectas de tal manera que satisfaga una condición dada, y b) se 
determina el valor del parámetro de la familia aplicando la otra condi- 
ción dada. 


Ejemplo 1. Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto (1, 6) y 
tal que la suma algebraica de los segmentos que determina sobre los ejes coorde- 
nados (intercepciones) es iguala 2. 

Solución. Dela forma simétrica de la ecuación de la recta (teorema 4, Ar- 
tículo 27), la familia de rectas, para cada una de las cuales la suma de los seg- 
mentos que determina sobre los ejes coordenados es igual a 2, tiene por ecuación 


Ly L=l, ax2. (3) 
a 2—a 


De todas las rectas de la familia (3), queremos la recta que pasa por el punto 
(1, 6). Para ello, determinaremos el valor del parámetro a de tal manera que 
las coordenadas del punto (1, 6) satisfagan (3). Por tanto, haciendo x =l y 
y =6en (3), obtenemos 


1 6 
L =1 
arIa 
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de donde, 
2 — a + ba = 2a — Q?, 
O sta, 
a+ 3a+2=0. 
Las raíces de esta última ecuación son a = — l, — 2, de manera que, en reali- 


dad, hay dos rectas que cumplen con las condiciones especificadas del problema. 
Las ecuaciones de estas dos rectas se obtienen 


Y ahora fácilmente de (3) sustituyendo 
a==lya=-2 
sucesivamente. Así, paraa = — |, tenemos 
x y 
O A 
2ta 
o sea, 
3x—y+3=0; 
y para a = — 2, tenemos 
%44], 
-2 + 4 
O sea. 


lx y+4=0. 


En la figura 5l se han representado las dos 
rectas. 





Fig. 51 Tiene especial interés la familia de 

rectas que pasan por la intersección de dos 

rectas dadas. Supongamos que las ecuaciones de dos rectas que se 
certan son 

Air+ Biy+Ci=0, (4) 


Az + Biy+C2=0, (5) 


y sea Pi(í,, Yı) su punto de intersección. Consideremos la ecuación 
kı(Aıx + Bıy + C1) + kz: (Ax + Bzy +4C12)=0, (6) 


en donde kı y kı son constantes arbitrarias que pueden tomar todos 
los valores reales, exceptuando el caso en que ambas sean cero simul- 
táneamente. Vamos a demostrar que (6) es la ecuación de la familia 
de rectas que pasan por Pı. 

Como kı y kz son constantes, la ecuación (6) es lineal en las 
variables x y y, y, por tanto, representa una línea recta. Además, 
como P,(r1, yı) está sobre ambas rectas (4) y (5), sus coordenadas 
satisfacen sus ecuaciones, de manera que 


Aina+Biy+Ci=0, (7) 
A + Bay + Ca =0. (8) 
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Si ahora hacemos en (6) t=x1: y y = Yi, hallamos, en vista 
de (7) y (8), que 
ki¡-0+%k2-0=0, 


que es verdadera para todos los valores de kı y kı. Por tanto, la 
ecuación (6) representa todas las rectas que pasan por P/(%1, yı), 
punto de intersección de las rectas (4) y (5). En particular, para 
k1 0, k2=0, obtenemos la recta (4) de (6), y de k:=0, k2% 0, 
obtenemos la recta (5). 

En general, sin embargo, no nos interesa obtener las rectas (4) y 
(5) a partir de (6). Podemos, por ejemplo, eliminar la recta (5) 
de la familia (6) especificando que k, puede tomar todos los valores 
reales excepto cero. Bajo esta hipótesis podemos dividir la ecuación (6) 


por kı, y si reemplazamos la constante E pork, (6) toma la forma 


Aiz + Biy + Ci + k(4:z + Bay + C2)=0, (9) 


más simple 


en donde el parámetro k puede tomar todos los valores reales. La 
ecuación (9) representa entonces la familia de todas las rectas que 
pasan por la intersección de las rectas (4) y (5). con la única excep- 
ción de la recta (5). 

La importancia de la forma (9) está en que nos permite obtener 
la ecuación de una recta que pasa por la intersección de dos rectas 
dadas sin tener que buscar las coordenadas del punto de intersección . 


Y 








3x-Ty+3=0 


y 41+2y -13=0 


Y 


Fig. 52 


Ejemplo 2. Hallar la ecuación de la recta de pendiente — 3 y que pasa por 
la intersección de las rectas 4x +2y—13=0 y 3x-— 7?y 43=0. 
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Solución. La familia de rectas que pasan por el punto de intersección de las 
rectas dadas está representada por la ecuación 


4x +2y-134+kOBx-7y+3)=0. 


que puede escribirse en la forma general 





(4+3R)x+Q-?7k)y-134+3f =0, (10) 
cuya pendiente es — 5> zk . Como la pendiente de la recta buscada es igual 
a —3, tendremos: — HE =—3, de donde 4+3k =6—21k y k= Ya. 


Sustituyendo este valor de k en (10), tenemos, para ecuación de la recta 
buscada, 


17 IZ o aN _ E 
gt” A 0, o sea, 3x +y —9=0. 


Esta recta es la que aparece de trazos en la figura 52. 


NOTA. Este método de parámetros lo usaremos también más adelante en 
conexión con otras curvas, en donde sus ventajas y su simplicidad relativa serán 
aún más marcadas. 


EJERCICIOS. Grupo 13 


Dibujar una figura para cada ejercicio. 


1. Escribir la ecuación de la familia de rectas que son paralelas a la recta 
2x — Jy +2 =0. Dibújense tres elementos de la familia, especificando en cada 
caso el valor del parámetro. 

2. Escribir la ecuación de la familia de rectas que son perpendiculares a la 
recta 3x +2y —7=0. Dibújense tres elementos de la familia, especificando 
en cada caso el valor del parámetro. 

3. Escribir la ecuación de la familia de rectas tangentes a un circulo cuyo 
centro está en el origen y cuyo radio es igual a 4. Dibújense tres elementos de la 
familia, especificando en cada caso el valor del parámetro. 

4. Establecer una propiedad común para todas las rectas de cada nna de las 
siguientes familias: 


a) 5x+4y-Rk=0. b) y-—3=kRk(x+4). 


c) y=kx+7. d) Al, RAÁO0. 


5. Determinar el valor del parámetro k de manera que la recta de la familia 
kx — y+8=0 que le corresponda pase por el punto (— 2, 4). Hallar la 
ecuación de la recta. 

6. Determinar el valor del parámetro k de manera que la recta de la familia 
3x — ky —7 =Q que le corresponda sea perpendicular a la recta 7x +4y — 11 =0. 
Hallado el parámetro, escríbase la ecuación de la recta. 

7. Determinar el valor del parámetro c para que la recta de la familia 
cx +3y-—9=0 que le corresponda, determine sobre el eje X un segmento 
igual a — 4. Hallar la ecuación de la recta. 
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8. Determinar el valor del parámetro k correspondiente a la recta de la 
familia 5x — 12y + k =0 cuya distancia del origen es igual a 5. Teniendo el 
parámetro. hállese la ecuación de la recta. (Dos soluciones. ) 

9. La ecuación de una familia de rectas es 2x + 3y + k =0. El producto 
de los segmentos que una recta de la familia determina sobre los ejes coordenados 
es 24. Hiállese la ecuación de la recta. (Dos soluciones.) 

10. Usando el método del parámetro, hallar la ecuación de la recta que pasa 
por el punto (2, — 3) y es paralela a la recta 5x — y +11 =0. 

11. Por el método del parámetro hallar la ecuación de la recta que pasa por 
el punto (2, — 1) y es perpendicular a la recta 7x — 9y +8 = 0. 

12. La suma de los segmentos que una recta determina sobre los ejes coorde- 
nados es igual a 3. Por el método del parámetro hallar la ecuación de la recta 
sabiendo que contiene al punto (2, 10). (Dos soluciones. ) 

13. La diferencia de los segmentos que una recta determina sobre los ejes 
coordenados es igual a 1. Por el método del parámetro hallar la ecuación de la 
recta si debe pasar por el punto (6, — 4). (Dos soluciones. ) 

14. El producto de los segmentos que una recta determina sobre los ejes 
coordenados es igual a — 6. Por el método del parámetro hallar la ecuación de 
la recta si su pendiente es igual a 3. 

15. Una recta pasa por el punto A(—6, 7) y forma con los ejes coordena- 
dos un triángulo de área igual a 10 34. Hallar su ecuación. 

16. Una recta pasa por el punto A(2, 4) y forma con los ejes coordenados 
un triángulo de perímetro igual a 12. Hallar su ecuación. Compruébese el 
resultado por otro método. 


17. La distancia de una recta al origen es 3. La recta pasa por el punto 
(B V5, —3). Hallar su ecuación. 

18. La suma de los segmentos que una recta determina sobre los ejes coorde- 
nados es igual a 10. Hallar la ecuación de la recta si forma con los ejes coor- 
denados un triángulo de área 12. 

19. Una recta pasa por el origen y por la intersección de las rectas 
3x +2y—14=0 y x—3y—1l=0. Hallar su ecuación, sin determinar el 
punto de intersección. 

20. Una recta pasa por el punto A(—2, 3) y por la intersección de las 
rectas x +Íy+2=0 y 3x + 4y- 5 =0. Hallar su ecuación sin determinar 
su punto de intersección. 

21. Una recta pasa por la intersección de las rectas de ecuaciones 
3x +2y +8=0 y 2x-— 9%9y—5=0. Hallar su ecuación sabiendo que es para- 
lela a la recta 6x — 2y + 11 = 0. 

22. Una recta pasa por la intersección de las rectas de ecuaciones 
7x-?2y=0 y 4x — y — 1=0 yes perpendicular a la recta 3x + 8y — 19 = 0. 
Hallar su ecuación. 

23. Hallar la ecuación de la recta que pasa por la intersección de las dos 
rectas 3x + y — 9 = 0, 4x — 3y + 1 =0 y cuya distancia del origen es 2. 

24. Hallar la ecuación de la recta que pasa por la intersección de las dos 
rectas 3x — 4y =0, 2x — 5y +7=0 y forma con los ejes coordenados un 
triángulo de área 8. 

25. Una recta pasa por el punto de intersección de las rectas 2x —3Iy-—5=0 
y x+2y-13=0 y el segmento que determina sobre el eje X es igual al doble 
de su pendiente. Hallar la ecuación de dicha recta. 
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37. Resumen de resultados. En el Artículo 12 se dió un resu- 
men , en forma tabular, de los principales resultados obtenidos en el 
primer capítulo. Se recomienda al estudiante que haga una tabla 
semejante en que aparezcan las características y propiedades de la 
recta tal como se han presentado en este capítulo. 

El lector habrá notado que muchos problemas pueden resolverse 
por dos o más métodos diferentes. Es una buena práctica comprobar 
una solución usando un método diferente. Los ejercicios del grupo 14 
son problemas generales sobre la recta y se recomienda resolverlos por 
más de un método en los casos en que esto sea posible. 


EJERCICIOS. Grupo 14 


Dibujar una figura para cada ejercicio. 


1. Hallar, por tres métodos diferentes, el área del triángulo cuyos vértices 
son A(— 1, 1), BG, 4) y C(5, —1). 

2. Hallar el punto de intersección de las bisectrices de los ángulos interiores 
del triángulo del ejercicio 1. 

3. Hallar la ecuación de la recta de Euler para el triángulo del ejercicio 1. 
(Véase el ejercicio 26 del grupo 10, Art. 30.) 

4. Demostrar que las medianas del triángulo del ejercicio 1 lo dividen en 
seis triángulos de igual área. 

5. Una recta pasa por el punto de intersección de las dos rectas 
2x+3y+1=0 y 3x— 5y +11 =0 y también por la intersección de las rec- 
tas x— 3y +7=0, 4x+y—1l =0. Hallese la ecuación de la recta sin deter- 
minar los puntos de intersección. Compruébese el resultado hallando los puntos 
de intersección. 

. Demostrar, analíticamente, que las bisectrices de los dos ángulos suple- 
mentarios formados por dos rectas cualesquiera que se cortan, son perpendicu- 
lares entre sí. 

7. La ecuación (2) del Artículo 36 para la familia de rectas que pasan por 
el punto (2, 3) no incluye a la recta x =.2. Obténgase otra forma de la ecua- 
ción de la misma familia, que sí incluya a la recta x = 2. 

8. La base de un triángulo tiene una posición fija, y su longitud es cons- 
tante e igual a a. La diferencia de los cuadrados de las longitudes de los otros 
dos lados es constante e igual a b?. Demuéstrese que el lugar geométrico del vér- 
tice es una línea recta, 

9. Las ecuaciones de tres rectas son 


Aix + Biy +Cı=0, A2zx + Bzy +C2=0 y Asx+B3y+C3=0 


Si existen tres constantes, diferentes de cero, ki, k2 y k3, tales que la 
ecuación 


kı(Aıx + Biy +C1) + ko(A2x + B2y + C2) + kalAsx + Bay +C3)=0, 


se verifica para todos los valores de x y y. demuéstrese que las tres rectas son 
concurrentes. 
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10. Sin h=»!lar su punto de intersección, demostrar que las tres rectas 
3x + 4y +14=0, 2x-y-9=0 y 7x+3y+1=0 son concurrentes. 
(Véase ejercicio 20 del grupo 10, Art. 30.) 

11. Demostrar, por dos métodos diferent:s, que los puntos A(l, 2) y 
B (4, — 3) están de lados opuestos de la recta 2x + 5y — 10 =0. 

12. Determinar el valor de la constante b para que las tres'rectas 


8x +3y —1=0, 3x+by-3=0 y x-=5y+16=0. 


sean concurrentes. 
13. Demostrar, analiticamente, que las bisectrices de dos ángulos exteriores 
de cualquier triángulo forman un ángulo igual a la mitad del tercer ángulo 
exterior. 
l4. Las ecuaciones de los lados de un triángulo son 


bc ac A _ab 
y = ax > y = bx Y ye PA 

Demostrar que el área del triángulo está dada por !s|(a — b) (b — c) (c — a)i. 

15. Demostrar que la recta 4x + 3y — 40 =0 es tangente al círculo cuyo 
radio es 5 y cuyo centro es el punto C (3, 1). Hallar las coordenadas del punto 
de tangencia. 

16. Un círculo tiene su centro en el punto C(— 2, — 4). Sabiendo que es 
tangente a la recta x + y + 12 =0, calcular el área del círculo. 

17. Deducir una fórmula para la distancia entre dos rectas paralelas 


Ax+By+C=0 y Ax +By4C'=0 CAC! 
18. Determinar los valores de kı y ka para que las dos ecuaciones 
Rix=7y+18=0 y 8x— kay Fi; =0 


representen la misma recta. 

19. Consideremos el ángulo comprendido entre dos rectas, derinido como 
en la definición | del Artículo 8, de manera que a sea el ángulo formado por la 
recta dirigida ! y la parte positiva del eje X y f el ángulo que forma | con 
ia parte positiva del eje Y. Entonces a y f se llaman ángulos directores de l, 
y cos a y cos B se llaman cosenos directores. Demostrar que cos? a +cos? f = 1. 

20, Sean Uy, Bı y Q2, Bz, respectivamente, los ángulos directores de las 
rectas dirigidas lı y l2. Entonces, si 6 es el ángulo formado por lı y lz, de- 
muéstrese que cos Ó = cos QU, cos Qz + cos Bi cos Ba. 

21. Sea I una recta no paralela a ninguno de los ejes coordenados, y sean 
a y B sus ángulos directores. Si / contiene al punto (xi, y1), demuéstrese 
que su ecuación puede escribirse en la forma 

XX Y 


cos a cos B 


22. Si (xı, yı) son las coordenadas de un punto que está arriba de la recta 
Ax+Bu+C=0, B #0, demuéstrese que 
Axi+Byi+4C>0, si B>0, 
y Axi+By+C<O0, si B<O. 


23. Si (xı, yı) son las coordenadas de un punto que está abajo de la recta 
Ax+By+C=0, B 0, demuéstrese que las desigualdades del ejercicio 22 
se invierten. 


Lohmann., — 7. 
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24. Demostrar que el área del triángulo formado por el eje Y y las rectas 
y =mix+b1 y y = mıx + bz está dada por 
1 (b23— bı)? 


ami A i 
2 ima- mil saa e 


25. Simi. ms y ma son diferentes, demostrar que una condición necesaria 
y suficiente para que las tres rectas y = mix + bi, y = mx + bay y=max+b3 
sean concurrentes es 


mib3 — mzb, — m3b2 + m3b, — mib3 + m2b3 = Q. 


CAPITULO IV 
ECUACION DE LA CIRCUNFERENCIA 


38. Introducción. Después de la recta, la línea más familiar al 
estudiante es la circunferencia, pues la conoce desde sus primeros 
estudios de Geometría elemental. En el Artículo 22 hemos conside- 
rado la circunferencia como un ejemplo específico de lugar geométrico . 
En este capítulo haremos un estudio detallado de la ecuación de la 
circunferencia y deduciremos algunas de sus propiedades especiales. 

39. Ecuación de la circunferencia; forma ordinaria. La ecuación 
de la circunferencia se obtendrá a partir de la siguiente 

DerrnicióN. Circunferencia es el lugar geométrico de un punto 
que se mueve en un plano de tal manera que se conserva siempre a una 
distancia constante de un punto fijo de ese plano. 

El punto fijo se llama centro de la circunferencia, y la distancia 
constante se llama radio. 

TEOREMA 1. La circunferencia cuyo centro es el punto (h, k) y 
cuyo radio es la constante r, tiene por ecuación 


(x—h)+ (y-k =r. 


DEMOSTRACIÓN. Sea P(x, y) (fig. 53) un punto cualquiera de 
la circunferencia de centro C (h, k) y radio r. Entonces, por defini- 
ción de circunferencia, el punto P debe satisfacer la condición geo- 
métrica 


|CP] =r, (1) 


la cual, por el teorema 2 del Artículo 6, está expresada, analítica- 
mente, por la ecuación 


V (z =h} +k’ =r, 
de donde, 
(z —h} + (y — kJ mr. (2) 
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Recíprocamente , sea Pi (21, yı) un punto cualquiera cuyas coor- 
denadas satisfacen la ecuación (2), de manera que se verifica la 
igualdad 

(t =h} t (y —k)?=r?, 


De aquí se deduce, extrayendo la raíz cuadrada , 





V (tı — h} + (y —k)?="r, 


que es la expresión analítica de la condición geométrica (1) aplicada 
al punto Pı. Por tanto, demostrados los teoremas directo y reci- 
proco , resulta que (2) es la ecuación buscada. 


Y 


P (x,y) 


Fig. 53 


Para el caso particular en que el centro C está cn el origen, 
h=k=0, y tenemos : 
CoRrOLARIO. La circunferencia de centro en el origen y radio r tiene 
por ecuación 
x*4y=r. (3) 


NOTAS. 1. Laecuación (2) se conoce como la ecuación ordinaria o forma 
ordinaria de la ecuación de una circunferencia. En general, designaremos como 
forma ordinaria aquella ecuación de una curva que nos permita obtener más 
rápida y fácilmente sus características importantes. Así, por ejemplo, en el 
caso de la ecuación (2) podemos obtener, inmediatamente, las coordenadas del 
centro y el radio. 

2. El tipo más simple de la ecuación ordinaria de una curva se denomina 
frecuentemente forma canónica. Por tanto, la ecuación (3) es la forma cano- 
nica de la ecuación de una circunferencia. 
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X pO a 

Por-el-teorema 1'observamos que, si se conocen las coordenadas 
de! centro y la longitud del radio, la ecuación puede escribirse inme- 
diatamente. Este sugiere un método para obtener la ecuación de una 
circunferencia en cualquier problema dado; todo lo que se necesita es 
obtener las coordenadas del centro y la longitud del radio a partir de 
las condiciones dadas. La construcción de una circunferencia, en 
Geometría elemental, implica la determinación del centro y el radio ; 
el método allí empleado, aunque no siempre es el más corto, puede 
usarse para obtener en Geometría analítica la ecuación de una circun— 
ferencia. 


Ejemplo. Hallar la ecuación de la circunferencia circunscrita al triángulo 
cuyos vértices son P¡(— 1, 1), P2(3, 5) y P3(5, — 3). 





Fig. 54 


Solución. Laccnstrucción de la circunferencia que pasa por los tres puntos 
dados es un problema conocido de la Geometría elemental. El método consiste 
en construir las mediatrices l, y lz, respectivamente, de dos cualesquiera de 
los lados, digamos P¡P2 y P2P3 (fig. 54). La intersección C de lı y l2 es 
el centro y la distancia de C a uno cualquiera de los puntos Pı, P2, P3 es el 
radio. Ahora determinaremos la ecuación de la circunferencia siguiendo este 
mismo método analíticamente. 

Por los métodos del Capítulo III, se puede demostrar rápidamente que las 
ecuaciones de las mediatrices lı y lz son x+ y =4 y x — 4y =0, respectiva- 
mente. La solución común de estas dos ecuaciones es x = aos y = 4, de ma- 


5 5 


nera que las coordenadas del centro C son ($. $) 
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Por el teorema 2 del Artículo 6, el radio está dado por 


lr (et 1 var. 


Por tanto, por el teorema l anterior, la ecuación buscada es 


E 


Se recomienda al estudiante que verifique el hecho de que las coordenadas de 
los puntos Pı, Pa y Pa satisfacen la ecuación hallada de la circunferencia. 


EJERCICIOS. Grupo 15 


Dibujar una figura para cada ejercicio. 


l. Escribir la ecuación de la circunferencia de centro C(— 3, — 5) y 
radio 7. ri 

2. Los extremos de un diámetro de una circunferencia son los puntos 
A(2. 3) y B(—4, 5). Hallar la ecuación de la curva. 

3. Hallar la ecuación de la circunferencia cuyo centro esel punto C(7, - 6) 
y que pasa por el punto A (2, 2). 

4. Hallar la ecuación de la circunferencia de centro C(2, — 4) y que es 
tangente al eje Y. 

5. Unacircunferencia tiene su centro en el punto C (0, — 2) y es tangente 
ala recta 5x — 12y +2 =0, Hallar su ecuación. 

6. Hallar la ecuación de la circunferencia cuyo centro esel punto (—4, —1) 
y que es tangente a la recta 3x + 2y — 12 = 0. 

7. La ecuación de una circunferencia es (x — 3)? + (y + 4)? = 36, 
Demostrar que el punto A(2, — 5) es interior a la circunferencia y que el 
punto B(— 4, 1) esexterior. 

8. Hallar la ecuación de la circunferencia de radio 5 y cuyo centro es el 
punto de intersección de las rectas 3x — 2y — 24 = 0, 2x +7y +49=0, 

9. Hallar la ecuación de la circunferencia que pasa por el punto A(7, — 5) 
y cuyo centro es el punto de intersección de las rectas 7x — 9y — 10 =0 y 
21x-—5y4+2=0. 

10. Una cuerda de la circunferencia x? + y? = 25 está sobre la recta cuya 
ecuación es x — 7y + 25 = 0. Hillese la longitud de la cuerda. 

11. Hallar la ecuación de la mediatriz de la cuerda del ejercicio 10, y demos- 
trar que pasa por el centro de la circunferencia. 


Los ejercicios 12-16 se refieren al triángulo cuyos vértices son A(= 1, 0), 
B(Q,%) y C(5, 0). 


12. Hallar la ecuación de la circunferencia cuyo centro es el vértice A y que 
es tangente al lado BC. 

13. Hallar la ecuación de la circunferencia circunscrita al triángulo. 

14. Hallar la ecuación de la circunferencia inscrita al triángulo. 

15. Hallar la ecuación de la circunferencia que pasa por los puntos medios 
de los lados del triángulo. 
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16. Demostrar que la circunferencia del ejercicio 15 pasa por los pies de las 
alturas del triángulo. 

17. Hallar la ecuación de la circunferencia cuyo centro está sobre el eje X y 
que pasa por los dos puntos A(1, 3) y B(4, 6). 

O Hallar la ecuación de la circunferencia cuyo centro está sobre el eje Y y 
que pasa por los puntos A(2, 2) y B(6, — 4). 

Go) Una circunferencia pasa por los puntos A(— 3, 3) y B(l, 4) y su 
centeo está sobre la recta 3x — 2y — 23 = 0. Hállese su ecuación. 

(o) Las ecuaciones de los lados de un triángulo son 9x + 2y + 13 =0, 
3xF8y-47=0 y x—y—l =0. Hallar la ecuación de la circunferencia 
circunscrita. 

La ecuación de una circunferencia es x? + y? = 50 El punto medio de 
una cuerda de esta circunferencia es el punto (— 2, 4). Hallar la ecuación de la 
cuerda. 

La ecuación de una circunferencia es (x — 4)? + (y — 3)? = 20. 
Hallar la ecuación de la tangente a este circulo en el punto (6, 7). 

La ecuación de una circunferencia es (x+2)2+ (y —3)2=5, 
Hallar la ecuación de la tangente a la circunferencia que pasa por el punto 
(3.3). (Dos soluciones.) 

Hallar la ecuación de la circunferencia que pasa por el punto A (7, —5) 
y es tangente a la recta x — y — 4=m0 enel punto B(3, — 1). 

25. Hallar la ecuación de la circunferencia cuyo centro está sobre la recta 
6x + 7y — 16 =0 y es tangente a cada una de las rectas 8x + 15y +7 =0 y 
3x — 4y — 18 =0. (Dos soluciones.) 


40. Forma general de la ecuación de la circunferencia. Si des- 
arrollamos la ecuación ordinaria 


(r-h*+(Y_—if=r, (1) 
obtenemos 
Y? + y? — 2hr — 2kyt hR+kr=0, 


lo cual puede escribirse en la forma 


*?+y4Di+ Ey4+4F=0, (2) 
en donde 


D=-—2h, E=-—2k y F=l4ktr, 


Se deduce, por lo tanto, que la ecuación de una circunferencia 
cualquiera puede escribirse en la forma (2), llamada forma general de 
la ecuación de la circunferencia. El problema que se presenta ahora 
es averiguar si, recíprocamente, toda ecuación de la forma gene- 
ral (2) representa una circunferencia. Para contestar esta pregunta, 
pasaremos de la forna (2) a la forma (1) empleando el método de 
completar cuadrados. Ordenando los términos de (2), resulta 


(1? + Dr) + (y? + Ey) = —F; 
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2 E? 3 
y sumando T + —— a ambos miembros, obtenemos 


4 
2 2 2 2 7 
a A o AE, 
4 4 
de donde, 
DN? EN? D?+E?:—4F 
A Ed) AA AR E a 
(z | z) +(1+>) ] (3) 


Comparando las ecuaciones (1) y (3), vemos que depende del valor 
del segundo miembro de (3) el que (3) represente o no una circunfe - 
rencia. Hay tres casos posibles por considerar : 

a) Si D?+E?*-—A4F>0, la ecuación (3) representa una cir- 
cunferencia de centro en el punto (- 2, — 2) y radio igual a 
LV DIF HAF. 

b) Si D? + E? — 4F = 0, la ecuación (3) se dice, con frecuen- 
cia , que representa una circunferencia de radio cero; se dice también 
que es un círculo punto o círculo nulo. Desde nuestro punto de vista , 
sin embargo, la ecuación (3) representa un solo punto de coorde- 


D E 
nadas (- 2? - 3). 


c) Si D? + E? —4F<O, la ecuación (3) se dice que representa 
un círculo imaginario. En nuestra Geometría real, sin embargo, la 
ecuación (3) no representa , en este caso, un lugar geométrico . 

Aunque el caso (b) puede considerarse como un caso límite del 
caso (a), en adelante consideraremos que una ecuación represents 
una circunferencia solamente en el caso (a). Por tanto, tenemos el 
siguiente 

TEOREMA 2. La ecuación x? + y? + Dx + Ey + F = 0 representa 
una circunferencia de radio diferente de cero, solamente si i 


D? +E? —4F>0. 


Las coordenadas del centro sor., entonces , (- > y, = 2) y el radio 


es liv D?+E*?—4F. 


NOTA. Si se da la ecuación de una circunferencia en la forma general, se 
aconseja al estudiante que no proceda mecánicamente, usando las fórmulas 
dadas en el teorema 2, para obtener el centro y el radio. En vez de esto, es con- 
veniente que reduzca la ecuación a la forma ordinaria por el método de comple- 
tar cuadrados, tal como se hizo en la deducción dél teorema mismo. 
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Ejemplo. Reducir las tres ecuaciones siguientes a la forma ordinaria de la 
ecuación de la circunferencia. Si la ecuación representa una circunferencia, 
hállense su centro y su radio. 


a) 2x? 4 2y? — 10x + 6y4 — 15 =0. 
b) 36x? + 36y? + 48x — 108y + 97 =0. 
c) x? + y? -8x+6y+29=0. 
Solución. a) Primero dividimos la ecuación por 2, coeficiente de x*, y 
pasamos el término independiente al segundo miembro. Esto nos da, después 
de volver a ordenar los términos, 


(x? = 5x) + (y? +39) = >. 


Para completar los cuadrados, sumamos el cuadrado de la mitad del coeficiente 
de x y el cuadrado de la mitad del coeficiente de y a ambos miembros. Esto 
nos da 


E 24 2 o dl 
(+ E A = HAZ 


que puede escribirse en la forma 


$ 7) 
xoz 2| = lo. 
( y) +t y + 3 

Por tanto, la ecuación dada representa una circunferencia cuyo centro es 

5 ; 
(+ > 7) y cuyo radio es 4. 

2 2 

b) Dividiendo la ecuación por 36, trasponiendo el término independiente, 
y volviendo a ordenar los términos, obtenemos 


97 


(++ 3 x) + (y? — 34) 35" 


Completando los cuadrados, resulta 


SLA 4 k o 7 4 9 
2p = ?— Jyt l= -HHM 
(or +5) + (+2) =-Eró+ 
de donde, 


(AY elo 


Por tanto, el lugar geométrico de la ecuación (b) cs el punto único 


CER) 


c) Ordenando los términos y completando los cuadrados, obtenemos 


(12 — 8x + 10+ (y? +6y+9%=-—29+16 +9, 
de donde, 
(x= 4)? + (y +3) 4, 


Por tanto, la ecuación (c) no representa ningún lugar:geométrico real. 
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41. Determinación de una circunferencia sujeta a tres condiciones 
dadas. En la ecuación ordinaria de la circunferencia (Art. 39), 


(1—h?+(y-k)?=", (1) 


hay tres constantes arbitrarias independientes, h, k y r. De manera 
semejante, en la ecuación general (Art. 40), 


v+y+Di+Ey+F=0, (2) 


hay tres constantes arbitrarias independientes, D, E y F. Como la 
ecuación de toda circunferencia puede escribirse en cualquiera de las 
dos formas (1) o (2), la ecuación de cualquier circunferencia par- 
ticular puede obtenerse determinando los valores de tres constantes. 
Esto requiere tres ecuaciones independientes, que pueden obtenerse a 
partir de tres condiciones independientes. Por tanto, analiticamente , 
la ecuación de una circunferencia se determina completamente por tres 
condiciones independientes. Geométricamente, una circunferencia 
queda, también, perfectaments determinada por tres condiciones 
independientes; así, por ejemplo, queda determinada por tres cua- 
lesquiera de sus puntos. El estudiante debe comparar estas observa- 
ciones con la discusión análoga que sobre la recta dimos en el Artícu— 
lo 29. Vemos, por lo tanto, que además del método estudiado en el 
Artículo 39 tenemos ahora otro método para determinar la ecuación 
de una circunferencia. 


Ejemplo 1. Determinar la ecuación, centro y radio de la circunferencia 
que pasa por los tres puntos A(— l, 1). B(3, 5) y C(5, — 3). 

Solución. Este problema es idéntico al ejemplo dado en el Articulo 39. 
Supongamos que la ecuación buscada es, en la forma general, 


x?4+y+DxX+Ey+F=0, (2) 


en donde las constantes D, E y F deben ser determinadas. 

Como los tres puntos dados están sobre la circunferencia, sus coordenadas 
deben satisfacer la ecuación (2). De acuerdo con esto, tenemos las tres ecuacio- 
nes siguientes correspondiendo a los puntos dados: 

(- 1D. I+41=D+E+F=0, 
(3, 5), 9425 +3D453EW+F=0, 
(5, —3), 25+9+5D-3JEHFE=0, 


que pueden escribirse más abrevia damente así: 
D-E-[f=2, 
3D + 5E +F a — 34, 
5D —3E +F = — 34. 
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La solución de este sistema de tres ecuaciones nos da 


Desa! pa F= 
2-2 pepa F--2 


de manera que sustituyendo estos valores en (2), obtenemos 


Ms ja E S; 


2 3 
id S 7173 


O Scd, 


li 
S 


5x2 + 5y? — 32x — 8y — 34 


como ecuación de la circunferencia buscada. 
El centro y el radio de obtienen reduciendo la última ecuación a la forma 


ordinaria 
16 \2 _4 2_ 442 
(Y + (e) 


de donde el centro es (+ $) y el radio es > V 442 ; 


Ejemplo 2. Hallar la ecuación, centro y radio de la circunferencia 
que pasa por los puntos (6, 2), (8, 0) y cuyo centro está sobre la recta 
3x + 7y+42=0. 





Fig. 55 


Solución. Supongamos que la ecuación buscada, en la forma ordinaria, es 
(x= h)? + (y-k)? =r, (1) 


Como el centro (h, k) está sobre la recta 3x + 7y + 2 = 0, sus coordenadas 
satisfacen la ecuación de la recta, y tenemos 


3h +7k42=0. (3) 
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También, como los puntos (6, 2) y (8, 0) están sobre la circunferencia, sus 
coordenadas deben satisfacer la ecuación (1). Por tanto, tenemos las dos 
ecuaciones 


(6=64)24+Q-1)?=r, (4) 
(Bs pad, (5) 


La solución del sistema formado por las tres ecuaciones (3), (4) y (5) con ¡as 
tres incógnitas h, k y r da 


h=4, l=-)2 r=2vV3. 
Por tanto, la ecuación buscada es 


(x — 4)? + (y +2)? = 20, 


El centro es el punto (4, — 2) y el radio es 2 V5. La gráfica aparece en la 
figura 55. 


En el Artículo 35 obtuvimos la ecuación de la recta que pasa por 
dos puntos dados diferentes en forma de determinante, Por un argu- 
mento semejante, podemos obtener la ecuación de la circunferencia 
que pasa por tres puntos dados, no colineales, Pr(x1, y1), Polxr, y2) 
y Ps(x3, ya), en forma de determinante. El resultado está dado por el 


TEOREMA 3. La ecuación de la circunferencia que pasa por tres 
puntos dados no colineales Pi(x1, yı), Palxz, y2) y P3l(x3, ys) 
viene Cada por el determinante 


xX +y ox y 
xi +yó Xi yı 


= 


Xd ya x ye 


RA pa pao sp 


x + ya? X3 y3 


Nora. Esta forma es útil para determinar si cuatro puntos dados están o 
no sobre una circunferencia. Se dice que talcs puntos son concíclicos. 





EJERCICIOS. Grupo 16 


Dibujar una figura para cada ejercicio. 


En cada uno de los ejercicios 1-3, -reduciendo la ecuación dada a la forma 
ordinaria, determinar si representa o no una circunferencia. Si la respuesta es 
afirmativa, hallar su centro y su radio. 


1. 2x? + 2y2— bx + 10y +7 =0. 
4x? + 4y? + 28x — ¿y + 53 = 0. 
16x? + 16y? — 64x + 8y + 177 =0. 


Hallar el área del círculo cuya ecuación es 


9x2 + 9y2 + 72x — y + 103 =0. 


AUN 
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5. Hallar la longitud de la circunferencia cuya ecuación es 
25x2 4 25y? + 30x — 20y — 62 = 0. 


6. Demostrar que las circunferencias 4x? + 4y? — lox + 12y +13=0 y 
12x2 + 12y? — 49x + 36y + 55 = 0 son concéntricas. 
7. Demostrar que las circunferencias x? + y? + 4x + 6y -23 =0y 


x? + y? — 8x — 10y +25 = 0 son tangentes. 
8. Demostrar, por dos métodos, que las circunferencias 


x? + y? +2x — 8y t3 = 0 y 4x? + 4y? — 40x + 8y +79=0 
no se cortan. 


En cada uno de los ejercicios 9-11, determinar la ecuación, centro y radio de 
la circunferencia que pasa por los tres puntos dados, usando el método del ejem- 
plo 1, Artículo 41. 


9. (0,0, (3,6), (7, 0). 

10. (2, —2), (—1, 4), (4, 6). 

11. (4 =D), (0 -=7), (-2, — 3). 

12. Resolver el ejercicio 9 por el método del ejemplo del Artículo 39. 

13. Resolver el ejercicio 10 por el método del ejemplo 2, Artículo 41. 

14. Resolver el ejercicio ]1 usando el determinante del teorema 3, Ar- 
ticulo 41. 

15. Por medio del teorema 3, Artículo 41, demostrar que los cuatro pun- 
tos (— 1, — 1), (2, 8), (5, 7), (7, 3) son concíclicos. 

16. Resolver el ejercicio 15 hallando la ecuación de la circunferencia que 
pasa por tres cualesquiera de los puntSs y demostrando después que las coorde- 
nadas del cuarto punto satisfacen esta ecuación. 

17. Las ecuaciones de dos circunferencias diferentes son 


x? +y? +Dix + Ey +Fi=0 y x2+y+Dox+E»y+F2=0. 


Hallar las condiciones que deben satisfacer los coeficientes para que sean concén- 
tricas. 

18. La ecuación de una circunferencia es 4x? + 4y? — ló6x + 20y + 25 =0, 
Hallar la ecuación de la circunferencia concéntrica que es tangente a la recta 
5x — My = 1. 

19. Hallar la ecuación de la tangente a la circunferencia 


x? +y? +2x— ly -39=0 


en el punto (4, 5). 

20. Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto (ll, 4) y es 
tangente a la circunferencia x2 + y? — 8x — 6y = 0. (Dos soluciones.) 

21. Hallar la ecuación de la circunferencia que pasa por los punteos 
(— 1, —4), (2, — 1) y cuyo centro está sobre la recta 4x +74 +5 =0. 

22. Una circunferencia de radio 5 es tangente a la recta 3x — 4y — 1=0 en 
el punto (3, 2). Hallar su ecuación. (Dos soluciones.) 


23. Una circunferencia de radio W13 es tangente a la circunferencia 
x2+yor=4x+2y-49=0 


en el punto (6, 5). Hallar su ecuaeión. (Dos soluciones.) 
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21. Hallar la ecuación de la circunferencia que pasa por el punto (I, 4) y 
es tangente a la circunferencia x? + y? 46x+2y+5=0 en el punio 
(-2, 1). 

25. Hallar la ecuación de la circunferencia que pasa por el punto (5, 9) y 
es tangente a la recta x + 2y — 3 = 0 enel punto (l, 1). 

26. Una circunferencia de radio 5 pasa por los puntos (0, 2), (7, 3). 
Hállese su ecuación. (Dos soluciones.) 

27. Demostrar, analíticamente, que cualquier recta que pasa por el punto 
(— 1, 5) no puede ser tangente a la circunferencia x? + y? + 4x — by +6 =0. 
Interpretar el resultado geométricamente. 

28. Hallar la ecuación de la circunferencia cuyo centro está sobre la recta 
7x — 2y —1 =0 y que es tangente a cada una de las rectas 5x — l2y +5 =0 y 
4x + 3y — 3 =0. (Dos soluciones.) 

29. Hallar la ecuación de la circunferencia inscrita en el triángulo cuyos 
lados son 4x — 3y = 0, 4x+3y-8=0, y =0. 

Una circunferencia que es tangente a un lado de un triángulo y a las 

Ongaciones de los otros dos lados se llama exinscrita al triángulo. Hallar 

las ecuaciones de las tres circunferencias exinscritas al triángulo del ejercicio 29. 
(V éase el ejercicio 16 del grupo 12.) 

31. Determinar el valor de la constante k para que la recta 2x+3y+1f=0 
sea tangente a la circunferencia x? + y? + Óx + 4y =0. 

32. Hallar las ecuaciones de las rectas que tienen de pendiente 5 y son tan- 
gentes a la circunferencia x? + y? = 8x + 2y —9=0. 

33. Desde el punto A(— 2, — 1) se traza una tangente a la circunferencia 
x? + y? — Ox — 4y — 3 = 0. Sí B es el punto de contacto, hallar la longitud 
del segmento AB. 

34. Hallar la ecuación de la circunferencia que pasa porel punto (6, 1) y 
es tangente a cada una de las rectas 4x — 3y 4 6=0, lx +5y-2=0. (Dos 
soluciones.) 

35, Hallar la ecuación de la circunferencia que pasa por los puntos 
(-3, — 1) y (5, 3) y es tangente a la recta x +2y — 13=0. (Dos solu- 
ciones.) 


42. Familias de circunferencias. Ahora consideraremos familias 
o haces de circunferencias de la misma manera que en el Artículo 36 
consideramos familias de rectas. En el Artículo 41 demostramos que 
una circunferencia y su ecuación se determinan cada una por tres 
condiciones independientes. Una circunfererencia que satisface menos 
de tres condiciones independientes no es, por lo tanto, única. La 
ecuación de una circunferencia que satisface solamente a dos condicio- 
nes, contiene una constante arbitraria llamada parámetro. Se dice 
entonces que tal ecuación representa una familia de circunferencias de 
un parámelro. Por ejemplo, la familia de todas las circunferencias 
concéntricas cuyo centro común es el punto (1, 2) tiene por ecuación 


A O E E 


en donde el parámetro k es cualquier número positivo 
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Consideremos ahora el caso importante de la familia de curvas 
que pasan por las intersecciones de dos circunferencias dadas. Sean 
Cı y Cz dos circunferencias diferentes dadas cualesquiera, cuyas 
ecuaciones son 


Ci: 2+y4Di+Ey+PFi=0, (1) 
C2: Hy + Dirt Ery + F2=0. (2) 
De (1) y (2) se deduce la ecuación 
£ Hyt Dat Eryt Fit kety tD rt Esy+F2)=0, (3) 


en donde el parámetro /: puede tomar todos los valores reales. Su- 
pongamos que los círculos Cı y C2 se cortan en dos puntos distintos 
Pilar, yı) y Pa(z2, y2). Como las coordenadas (zı, y1) de Pı sa- 
tisfacen ambas ecuaciones (1) y (2), también satisfacen a la ecua- 
ción (3), y ésta se reduce entonces a la forma 0 + k-0 =0, que es 
verdadera para todos los valores de k. Análogamente, las coordena- 
das (zz, y2) de Pz que satisfacen ambas ecuaciones (1) y (2) satis- 
facen también a la ecuación (3) para gdos los valores de 4. Por 
tanto, la ecuación (3) representa Ea a de curvas que pasan 
por has dos intersecciones de las circunterencias Cı y C2. Para deter- 
minar la naturaleza de las curvas de esta familia , escribimos la ecua- 
ción (3) en la forma 


(44 1)2+ (+ 1D)y2+ (D+D0)34 (EL RE2)y+ Fi + kF: =0. (4), 


Si k= — 1, la ecuación (4) se reduce a una de primer grado y, por 
lo tanto, representa una línea recta. Pero, para cualquier otro valor 
de k, la ecuación (4) representa una circunferencia de acuerdo con 
el teorema 2 del Artículo 40. En particular, para k = 0, la ecua- 
ción (4) se reduce a la ecuación Ci. 

La ecuación (3) es particularmente útil para obtener la ecuación 
de una curva que pasa por las intersecciones de las circunferencias 
dadas, ya que entonces no es necesario determinar las coordenadas de 
los puntos de intersección . 


Ejemplo. Las ecuaciones de dos circunferencias son 
Ci: x? +y? +7x — 10y 431 =0, 
y Ca: x24+y x— 6y+ 3=0. 


Hallar la ecuación de la circunferencia Ca que pasa por las intersecciones de 
Cı y Ca y tiene su centro sobre la recta l: x — y—2=0, 
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Solución. La circunferencia buscada C3 es un elemento de la familia 
x? +y? +7x -10y +31 +£(x2+ y? — x—6y+3)=0, (5) 


en donde el parámetro / debe determinarse por la condición de que el centro de 
Cy está sobre la recta [. El centro de cualquier circunferencia de la familia (5) 








<e halla fácilmente y sus coordenadas son ( k-7 ; 3k +5 ) Como es- 
10 +1) EFI 
tas coordenadas deben satisfacer la ecuación de l, tenemos 
k-—7 3H 5520 
2 (+1) +1 i 
de donde l: = — a Sustituyendo este valor de en (5) y simplificando, ob- 


tenemos para ecuación de C3: 
x? + y? — 7x — 3y — 18 = 0. 


En la figura 56 se han trazado las tres circunferencias Ci, C2, Ca, y la rec- 
ta 7. Sedeja al estudiante, como ejercicio, la demostración de que los centros 
de Cı, C2 y C3 son colineales. 


> 


C, 








Fig. 56 


Consideremos ahora el caso de dos circunferencias C, y Ca tangentes entic 
sí, en el punto Pa (x3, ya). Por un razonamiento análogo al anterior, en el 
caso de intersección en dos puntos diferentes, podemos demostrar que, para 
cada valor de k diferente de — 1l, la ecuación (3) representa una circunferencia 
tangente a Cy y Ca en Pz. 

Finalmente, consideremos el caso de que Cı y Ca no tengan ningún punto 
común. Entonces, las coordenadas de un punto que satisfacen la ecuación (2) 
no pueden satisfacer la ecuación (1) y, por lo tanto, no pueden satisfacer la 
ecuación (3) para ningún valor de k. Análogamente, las coordenadas de un 
punto que satisfacen (1) no pueden satisfacer (2), y, por lo tanto, tampoco 
(3). para ningún valor de k excepto k =0, en cuyo caso, (3) se reduce a (1). 
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En resumen, ninguna circunferencia de la familia (3), excepto Cy, tiene un 
punto en común con Cı o C2. Aun más, sea P4 un punto cualquiera que esté 
sobre cualquier elemento de la familia (3), excepto sobre Ci. Acabamos de 
demostrar que P4 no puede estar sobre C2. Por tanto, si se sustituyen las 
coordenadas de P4 en las ecuaciones (1) y (2). los primeros miembros no se 
reducirán a cero sino que tendrán valores diferentes a cero, digamos kı y k2, 
respectivamente. Por lo tanto, si se sustituyen en (3) las coordenadas de P4, 
la ecuación toma la forma 
ki + kk =0, 
de donde k tiene el único valor — ha . Esto significa que hay solamente una 
2 

circunferencia de la familia (3) que pasa por el punto Py. Como Py se eligió 
como cualquier punto sobre cualquier elemento de (3), excepto Cı, se de- 
duce que ningún par de circunferencias de la familia (3) tienen un punto en 
común. 

En los dos primeros casos considerados anteriormente, es decir, cuando 
Cı y C3 tienen uno o dos puntos comunes, la ecuación (3) representa una cir- 
cunferencia real para todo valor de X, ya que por lo menos existe un punto del 
lugar geométrico. Pero esto no ocurre cuando Cı y Cz no tienen ningún punto 
común. Entonces no se puede asegurar que la ecuación (3) represente una cir- 
cunferencia real para todo valor de Z}. Si Cı y C2 no tienen ningún punto 
común es fácil encontrar ejemplos, en los que, para valores especificos de k, la 
ecuación (3) no representa ninguna circunferencia real. (Ver el ejercicio 18 del 
grupo 17.) 

La recta que pasa por los centros de dos circunferencias no concéntricas se 
llama recta de los centros. Es muy sencillo demostrar que todas las circunferen- 
cias de la familia (3) tienen su centro en la recta de los centros de C; y C2. En 
efecto, los centros de Cı y C2 son D, -5) y (-H -5) res- 

2 2 2 2 
pectivamente, y la ecuación de la resta que contiene a estos dos puntos es 


(E, — Ex — 2 (Dı — D:-)y + DaE1— DIiE2=0, 


Di¡+14D23 E, E, +E? 
20 FD” 2U Fl) 


tro de cualquier circunferencia definida por (3). 


la cual se satisface por las coordenadas (- Jael cen- 


Todos los resultados precedentes se resumen en el siguiente 
TeoreMaA 4. Si las ecuaciones de dos circunferencias dadas cuales- 
quiera Cı y Cz son 


Ci: x+y t Dix Ey +F =O, 
Ca: L +Hy + Dx liy4+T:=0, 
la ecuación 


xq y? + Dix + Ery + Fi+ (8 + y? + D2x + Fay + Fo) =0 


representa una familia de circunferencias todas las cuales tienen sus 
centros en la recta de los centros de Cı y Ca. 


Lehmann: — 8. 
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Si Cı y Cz se cortan en dos puntos diferentes, la ecuación representa, 
para todos los valores de k diferentes de — 1, todas las circunferencias 
que pasan por los dos puntos de intersección Cı y C2, cn ic 
excepción de Cz misma. 

Si Cı y Cz son tangentes entre sí, la ecuación representa, para todos 
los valores de k diferentes de — 1, todas las circunferencias que son 
langentes a Cı y Cz en su punio común, con la única exrepción de C: 
misma. 

Si Cı y C: no tienen ningún punto común la ecuación representa 
una circunferencia para cada valor de k diferente de — 1, siempre que 
la ecuación resultante tenga coeficientes que satisfagan las condiciones 
especificadas en el teorema 2 del Artículo 40. Ningún par de circunfe- 
rencias de la familia tiene un punto común con ninguna de las dos 
circunferencias Cı y C2. 

43. Eje radical. En el artículo precedente hemos considerado 
dos circunferencias diferentes, C1 y C2, de ecuaciones 


C: P+y+Dii+ E y+?Fi=0, (1) 
Co: L +y +D: Eyt F =O. (2) 


A partir de estas ecuaciones formamos la ecuación 
P+ry+Dii+ Eryt Fit (+ y+D:204+E2y+F2)=0, (3) 


y la discutimos como ecuación de una familia de circunferencias para 


todos los valores de k, excepto — 1. Si k= —1, la ecuación (3) 
toma la forma 
(Dı — D)x+(E,- E2)y +F¡-F2=0. (4) 


Si Cı y C2, no son concéntricas, se verificará D, 4 Dz o E, x Ez, 
o ambas, de manera que por lo menos uno de los coeficientes de £ y y 
en (4) será diferente de cero, y la ecuación (4) representa entonces 
una línea recta llamada eje radical de Cı y Ce. 

Si Cı y Cz se cortan en dos puntos diferentes, se sigue, de lu 
discusión del Artículo 42, que el eje radical pasa por estos dos puntos 
y, por tanto, coincide con su cuerda común. Si Ci y C2 son tan- 
gentes entre sí, su eje radical es la tangente común a ambas circunfe- 
rencias. Si Cı y C2 no tienen ningún punto común y no son concén- 
tricas, su eje radical no tiene ningún punto común con ninguna de las 
dos circunferencias. 

Ahora demostraremos que el eje radical de dos circunferencias 
cualesquiera es perpendicular a su recta de los centros. En efecto, 
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en el Artículo 42 vimos que la ecuación de la recta de los centros 
de Ci y Cz es 


2(E, — Er) z — 2 (Di — De) y + DE — D, Re = 0, 


y la pendiente de esta recta es ioe, si Dı 4 Dz. La pendiente 
qe 
: , . f Dı — Dz ; 
del eje radical, deducida de la ecuación (4), es — ppm’ A 
1 12 


li, = Ez. Como estas pendientes son negativamente recíprocas, se 
sigue que el eje radical es perpendicular a la recta de los centros. 
Si Dı = D:, entonces, por la ecuación (4), resulta que el eje radical 
es paralelo al eje X , y por la ecuación anterior, la recta de los cen- 
tros es paralela al eje Y ; por tanto, en este caso, el eje radical y la 
línea de los centros también son perpendiculares entre sí. Análoga— 
mente, si E, = Ez, el eje radical es paralelo al eje Y y la recta de 
los centros es paralela al eje X ; por lo tanto, son perpendiculares 
entre sí. 


Ejemplo 1. Hallar la ecuación del eje radical de las circunferencias 
Ci: 2x2 4 2y? + 10x — 6y +9 =0, (5) 
Ce: x24+y—8x-12y+4=0, (6) 


y demostrar que es perpendicular a su recta de los centros. 





Fig. 57 


Solución. Si multiplicamos la ecuación (6) por 2 y la restamos de la ecua- 
ción (5), obtenemos 
l: 26x +18y-—77=0 


como ecuación del eje radical. Su pendiente es -+ 
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Las coordenadas de los centros Cı y Cz se encuentran fácilmente y son 


(-4 +) y (4, 6), respectivamente, de manera que la pendiente de la 
recta de los centros es 2-09/2) m 9% 
4 + (5/2) 13 
pendiente del eje radical. Por tanto, el eje radical es perpendicular a la recta de 
los centros. Lascircunferencias Cı y Ca, su recta de los centros y su eje radi- 


cal 1, se han trazado en la figura 57. 


, que es negativamente recíproca de la 


Para deducir una propiedad importante del eje radical, establece- 
remos el siguiente teorema : 


Y 


Pty) 





Fig. 58 


TEOREMA 5. Si t es la longitud de la tangente trazada del punto 
exterior Pı(xı, yı) a la circunferencia (x— h} + (y—kY=r?, 
entonces 

t= V(x- h} + (y, — k) — r?. 
DEMOSTRACIÓN. Sea T (fig. 58) el punto de tangencia, de ma- 


nera que £ = P,T. Como P¡T es tangente a la circunferencia, el 
radio CT es perpendicular a Pı T. Por tanto, en el triángulo rectán- 
gulo Pı TC, tendremos : 

2 =CPÍL—r, (7) 


Por el teorema 2, Artículo 6, 
CP? = (m —h)? + (1 — k}, 
valor que , sustituído en la ecuación (7), da 
e = (na — hk? + (y—k?—r?., 
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de donde, 
t= V (11 —h)?+ (y —k)?-—r?. 


NoTA. Evidentemente, se pueden trazar dos tangentes del punto Pı al 
circulo, pero sus longitudes son iguales, 

Ejemplo 2. Hallar la longitud de la tangente trazada del punto (— 3, 2) 
a la circunferencia 9x? + 9g? — 30x — 18y — 2 =0. Í 

Solución. Fara aplicar el teorema 5, es necesario hacer que los coeficientes 
de x? y y? sean iguales a la unidad. Para ello dividiendo por 9, resulta: 


o a eo, 


Sustituyendo x por — 3 y y por 2 en el primer miembro de esta ecuación, 
obtenemos 


2 169 
3= 944410- 4-5 = —, 
t +4+ 5 5 
de donde se deduce que la longitud de la tangente es t = 25 Debe observarse 


que, si se utilizara la ecuación de la circunferencia en la forma original, es 
decir, sin dividir por 9, el resultado sería el triple del valor correcto. Se reco- 
mienda al estudiante que dibuje la figura correspondiente a este ejercicio. 










Por medio del teorema 5, podemos demostrar fácilmente que el eje 
radical de dos circunferencias no concéntricas es el lugar geométrico de un 
| punto que se mueve de tal manera que las longitudes de las tangentes tra- 
í zadas desde él a las dos circunferencias son iguales. En efecto, sea. 
Ler 7 Os circunferencias no concéntricas dadas por las écuacio- 
nes (1) y (2), respectivamente. Sea P(x, y) el punto móvil y 
sean t y tz, respectivamente, las longitudes de las tangentes traza- 
das de P a Cı y C2. Entonces, por el teorema 5, 





h? 


L +Hy tDaet Eliy+ Fs, 


12? 


L +Hy+tH Drt Esy+ Foz, 


Como, por hipótesis, ł = tz, de estas dos últimas ecuaciones se 
deduce que 


(Dı — Dz)z + (Er— Ey + Fi — F: = 0, 


que, según (4), es la ecuación del eje radical de Cı y C2. Podemos 
demostrar, recíprocamente, que, si Pı(zı, y1) es un punto que está 
sobre el eje radical, las longitudes de las tangentes trazadas de 
Pı a Ci y C2 son iguales. 

Los resultados precedentes se resumen en el siguiente 
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TEOREMA 6. Si las ecuaciones de dos circunferencias no concén— 
tricas Cı y C2 son 


Ci: x+y +t Dx+tEy+E: 
C:: x+y? + D:x+ Ezy + F2 


0, 


0, 
la eliminación de x? y y? entre estas dos ecuaciones da la ecuación lineal 
(Di — Dax + (Er — Es)y +F:-—F2=0, 


que es la ecuación del eje radical de Cı y C2. 

Si Cı y C: secortan en dos puntos diferentes, su eje radical coincide 
con su cuerda común; si Cı y Ca son tangentes entre st, su eje radical 
es su tangente común, y si Cı y C2 no tienen ningún punto común, su 
eje radical no tiene ningún punto común con ninguno de ellos. 

El eje radical de Cı y Cz es perpendicular a la recta de los centros; 
es también. el lugar geométrico de un punto que se mueve de tal manera 
que las longitudes de las tangentes trazadas por él a Cı y C2 son 
iguales . 

Consideremos tres circunferencias, de las cuales no hay dos que 
sean concéntricas. Cada par tiene un eje radical, y las tres, tomadas 
a pares, tienen tres ejes radicales Si las tres circunferencias no 
tienen una recta de los centros común, sus tres ejes radicales se cortan 
en un punto llamado centro radical. La demostración de la existencia 
del centro radical de tres circunferencias dadas se deja como ejercicio 
al estudiante. 


EJERCICIOS. Grupo 17 


Dibujar una figura para cada ejercicio. 


1. Escribir la ecuación de la familia de circunferencias concéntricas cuyo 
centro común es el punto (— 3, 5). Dibujar tres elementos de la familia, espe- 
cificando el valor del parámetro en cada caso. 

2. Escribir la ecuación de la familia de circunferencias cuyos centros están 
sobre el eje Y. Designense-los dos parámetros por kı y kz. Dibújense tres 
elementos de la familia conservando a 4, constante y asignando a kz tres valores 
diferentes. Dibújense otros tres miembros de la familia haciendo que kz perma- 
nezca constante y asignando a $}, tres valores diferentes. 

3. Escribir la ecuación de la familia de todas las circunferencias que pasan 
por el origen. Dibujar seis elementos de la familia asignando valores a los dos 
parámetros como en el ejercicio 2. 

4. Determinar la ecuación de la familia de circunferencias, cada una de las 
cuales pasa por el origen y el punto (1, 3). Dibujar tres elementos de la fami- 
lía, especificando el valor del parámetro en cada caso. 
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Dibujar las dos circunferencias cuyas ecuaciones son 
Ci = x? + y? + 4x — 8y +7 =0 y C2=x?4 y? -— lox — 4y +3 =0. 


También dibujar tres elementos de la familia Cı + kC2 = 0 para valores de k 
diferentes de O y — 1, y demostrar que sus centros están sobre la recta de los 
centros de Cy y Co. 

(5) Hallar la ecuación de la circunferencia que pasa por el punto A(—8, 5) 
y por las intersecciones de las circunferencias x? + y? — 8x —6y +17 =0 y 
x? +y? — 18x — 4y + 67 =0. 

GS Hallar la ecuación de la circunferencia que tiene su centro sobre el eje X 
y pasa por las intersecciones de las dos circunferencias dadas en el ejercicio 6. 

Hallar la ecuación de la circunferencia que tiene su centro en el eje Y y 

pasa por las intersecciones de las dos circunferencias dadas en el ejercicio 6. 

Hallar la ecuación de la circunferencia que tiene su centro sobre la recta 
2x + y — 14 = 0 y que pasa por las intersecciones de las circunferencias 


x? +y? — 8x —4y+Il=0 y x? + y?—4x+4y-8=0. 


(10) Hallar la ecuación de la circunferencia de radio 7 vW1 y que pasa por 


las intersecciones de las circunferencias x? + y2+2x—6y-l6=0 y 
x? y? — 6x + ?2y =0. (Dos soluciones.) 

Hallar la ecuación de la circunferencia que pasa por las intersecciones de 
las circunferencias x? + y? —6x +4=0, x? 4 y2—2=0, y que es tangente 
ala recta x + 3y — 14 =0. (Dos soluciones.) 

12. La ecuación de la familia de circunferencias dada en el teorema 4 del 
Artículo 42 no incluye a la ecuación de Cz. Usando dos parámetros kı y kz, 
escríbase la ecuación de la familia de tal manera que incluya a Cz. (Véase la 
ecuación [6] del Artículo 36.) ¿A qué restricciones deben someterse los pará- 
metros kı y k2? ¿Qué relación debe existir entre kı y kz para obtener la ecua- 
ción. de una línea recta? 

Demostrar que las circunferencias Cr: x? + y? — 3x — 6y +410 =0 y 
Ca: x? + y? — 5 =(, son tangentes. Hallar la ecuación de la circunferencia 
tangente a Cı y C2 en su punto común y que pasa por- el punto A(7, 2). 
Demostrar que el centro de esta circunferencia está sobre la recta de los centros | 


de Cu y C2. 

Hallar la ecuación de la circunferencia tangente a Cı y Ca del ejerci- 

cio 13 en su punto común y cuyo centro está sobre la recta 3x + y+3=0. 
15. Hallar la ecuación de la circunferencia tangente a Cı y Ca del ejerci- 


cio 13 en su punto común y cuyo radio es igual a 23. (Dos soluciones.) - 


Gs) Hallar la ecuación de la circunferencia tangente a Cı y Ca del ejerci- 
cio 13 en su: punto común y que es tangente a la recta x — ?y — 1 =0. (Dos 
soluciones.) ; , 

Hallar la ecuación de la circunferencia que pasa por el punto A(—10, —2) 
y por las intersecciones de la circunferencia x? + y? + 2x — 2y — 32 = 0) y la 
recta x— y +4=0. 

18. Demostrar que las circunferencias C: = x? + y? — 2x -2y-2=0 
y C= x? + y? + l0x — 6y +33 =0 no se cortan. Demostrar que para 
k = — 2 el elemento correspondiente de la familia Cı + RC2 = 0 es una circun- 
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ferencia que no corta a ninguna de las dos circunferencias Cı y C2, y cuyo cen- 
tro está sobre la recta de los centros de Cı y Cz. Demuéstrese, también, que no 
existe ninguna circunferencia real si / toma uno cualquiera de los valores 
1,2, 3. Hállense otros valores de k para los cuales no exista circunferen- 
cia real. 

19, Hallar la ecuación del eje radical de las circunferencias 


x? + y? — 2x — l0y + 10 = 0, 4x2 + 4y? = 32x — 12y +37 =0, 


y demostrar que es perpendicular a su recta de los centros. 
20. Hallar la ecuación del eje radical de las circunferencias 


9x2 + 9y? — 54x — 48y +64=0, x? + y? + 8x — 10y + 37 =0, 


y demostrar que es perpendicular a su recta de los centros. 

21. Hallar la ecuación y la longitud de la cuerda común de las circunferen- 
cias x? + y? — 8y +6 =0 y x? + y? — l4x — by + 38 =0. 

22. Demostrar analiticamente que si dos circunferencias diferentes son con- 
céntricas, su eje radical no existe. 

23. Hallar la longitud de la tangente trazada del punto P (3, 4) a la circun- 
ferencia 3x3? + 3y2 + 12x + 4y -35 = 0. 

24. Hallar la longitud de la tangente trazada del punto P(— 1, 3) a la 
circunferencia 3x? + 3y? — l4x — 15y +23 =0. 

25. Obtener las coordenadas de un punto que se encuentre sobre el eje radi- 
cal del ejercicio 19, y demostrar que las longitudes de las tangentes trazadas de 
ese punto a las dos circunferencias son iguales. 

26. Las ecuaciones de dos circunferencias no concéntricas son C,=0 y C2=0. 
Demuéstrese que el eje radical de cualquier par de circunferencias de la familia 
Cı +kC3 = 0 es el mismo que el eje radical de C, y Cz. 

27. Las ecuaciones de tres circunferencias son 


x? + y? + Dix + Ei +Fi=0, i=l, 2, 3. 


Suponiendo que entre ellas no hay dos que sean concéntricas, hállense las ecua- 
ciones de sus ejes radicales. Si las tres circunferencias no tienen una recta de 
centros común, demuéstrese que sus ejes radicales se encuentran en un punto 
común (el centro radical). 

28. Hallar las coordenadas del centro radical de las tres circunferencias 
x? ty? +? — 4y -6=0, x?+y?—4x — 2y =0 y x?+y?+2x +12y +30=0. 

29. Hallar las longitudes de las tangentes trazadas del centro radical a las 
tres circunferencias del ejercicio 28, y demostrar que son iguales. 

30. Demostrar que las tres circunferencias x? + y? + l0x + 2y +17 =0, 
xX? + y? +x — 4y 44 =0 y x? + y? — 8x — ly +71 =0 no tienen centro 
radical. Explicar el resultado. 


44. Tangente a una curva. lin Geometría clemental solamente 
se estudia, en general, la tangente 4 una curva: la circunferencia. 
La tangente se define como una recta que tiene un solo punto común 
con la circunferencia. Esta definición, suficiente para la circunferen- 
cía, es inadecuada para tas curvas planas en general, pues hay curvas 
planas en las cuales una tangente en un punto corta a la curva en uno 
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o más puntos diferentes. Por csto, vamos a dar ahora una definición 
de tangente que se aplique a todas las curvas planas en general. 
Sea la ecuación de una curva plana cualquiera € 


fx, y) =0. (1) 


Sean Pi(t1, yı) y Po(x2, y2) (fig. 59) dos puntos diferentes cuales- 
quiera de C tales que el arco de curva que los une sea continuo ; es 
decir, Pz puede moverse hacia Pı permaneciendo siempre sobre la 
curva. La recta que pasa por Pı y P: se llama secante. Considera- 
remos que Pı es un punto fijo mientras que P: se mueve a lo largo 


Y 






Plx,,9,) 


X 


Fig. 59 


de C hacia Pı. Entonces, a medida que Pz se aproxima a Pı, la 
secante gira en el sentido contrario al de las manecillas de un reloj en 
torno a Pı y, en general, tiende a una posición límite representada 
por la recta Pi T que se define como la tangente a la curva C en el 
punto Pı. El punto Pı se llama punto de tangencia o punto de con- 
tacto de la tangente. La pendiente de la curva C en el punto P; se 
define como la pendiente de la tangente a C en Pi. 

Para determinar la ecuación de la tangente a una curva dada en un 
punto particular de la curva, se conoce un punto, el punto de con- 
tacto; por lo tanto, queda por hallar la pendiente de la tangente. La 
pendiente de la secante Py P: es 

Yi —Y2 


Ma = ———, NEM (2) 
Ti — Ty 
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Si C es una curva cualquiera diferente de una línea recta, el valor 
de m, varía a medida que P: se aproxima a Pı. Definiéndose la 
tangente Pi T como la posición límite de la secante Pı Pz a medida 
que Pz tiende a Pı, se sigue que la pendiente m de la tangente es el 
valor límite de la pendiente ms de la secante dado por (2), y eseri~ 
bimos 


m= lim n— 2 (3) 
¿21 T1 — Ta 


siempre que, por supuesto, ese Jímite exista. La determinación , 
significado y propiedades de este límite son problemas fundamentales 
del Cálculo infinitesimal y no serán considerados en este libro. Usa- 
remos, sin embargo, la idea de la coincidencia de dos puntos sobre 
una curva, como se indica en la siguiente discusión . 

En nuestro estudio no será necesario obtener la pendiente de una 
tangente calculando el límite expresado por (3), ya que restringiremos 
nuestro trabajo a la determinación de las ecuaciones de tangentes a 
curvas planas representadas, analíticamente , por ecuaciones algebrai- 
cas de segundo grado. Tomamos, por lo tanto, (1) como tipo de 
tales ecuaciones y consideramos el sistema formado por esta ecuación 
y la ecuación de la recta , 

y=mx+k. (4) 


Las soluciones comunes de (1) y (4) son dos y pueden obtenerse 
sustituyendo primero y por mz + k en (1), y resolviendo la ecua- 
ción cuadrática en una variable que resulta, de la forma 


az + br+c=0, axO0. (5) 


Las raíces de (5) pueden ser reales y desiguales, reales e iguales o 
complejas (Apéndice IB, 3) correspondiendo , respectivamente, a la 
interpretación geométrica de que la recta (4) y la curva (1) se cor- 
ten en dos puntos diferentes, tengan un punto común o nov se corten . 
Para cl caso de intersección en dos puntos diferentes, la recta (4) es 
una secante de la curva (1). Si, ahora, imaginamos que varían los 
cocficientes de la ecuación (4) de tal manera que una de las raíces 
reales de (5) se aproxima a la otra, esto equivale, geométricamente , 
a que la secante va variando hasta ocupar la posición límite de la tan- 
gente, como en la definición anterior. De este razonamiento se 
deduce, por lo tanto, que la ¿igualdad de las raíces de la ecuación (5) 
es una condición para la tangencia de la recta (4) a la curva (1). 
Haremos uso de esta condición al determinar las ecuaciones de las 
tangentes a las curvas planas algebraicas de segundo grado. 


ECUACION DE LA CIRCUNFERENCIA 123 


Sea Pı(zı, yı) (fig. 60) un punto cualquiera de la curva conti- 
nua C. Sea lla tangente a C en Pi. Sim es la pendiente de l, 
por el teorema 1, Artículo 26, la ecuación de la tangente l es 


y — y =m(2— 21). 


Sea l’ la recta trazada por Pı perpendicular a la tangente l; la rec- 
ta l’ se llama normal a la curva C en el punto Pı. La ecuación de la 
normal l’ es, evidentemente , 


1 
y—=n=— z; E m0. 


Supongamos que la tangente y la normal cortan a X en los puntos 
T y N, respectivamente. La longitud PıT del segmento de la tan- 





Fig. 60 


gente l coniprendido entre el punto de contacto y el eje X se llama 
longitud de la tangente. La longitud Pi N del segmento de la nor- 
mal l' comprendido entre el punto de contacto y el eje X se llama 
longitud de la normal. Por Pı tracemos la ordenada PıQ. La pro- 
yección QT de la longitud de la tangente sobre el eje X se llama sub- 
tangente, y la proyección QN de la longitud de la normal sobre el eje 
X se llama subnormal. Sea a el ángulo de inclinación de 1, de ma- 
nera que m = tga. Observando que el ángulo QP: N = a, el estu- 
diante puede fácilmente demostrar que las longitudes de los últimos 
cuatro elementos definidos son las que se dan en el siguiente 


TEOREMA 7. Si m es la pendiente de una curva plana continua C 
en el punto Pı (xı, yı), entonces para el punto Pı tenemos las siguien- 
tes ecuaciones y fórmulas: 


Ecuación de la tangente a C: y— yı = m(x — 2), 
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Ecuación de la normal a C: y—y= -> (z— z), mx0, 
Longitud de la tangente = SEE, mí, 

Longitud de la normal = yı Vi+m, 

Longitud de la subtangente = a , mí, 


Longitud de la subnormal = my. 


Sean C y C’ dos curvas planas que se cortan en el punto P (figu— 
ra 61). Sean l y l’ las tangentes a C y C’, respectivamente, en P. 





Fig. 6l 


Se llama ángulo de dos curvas en uno de sus puntos de intersección, a 
cualquiera de los dos ángulos suplementarios formados por las dos tan— 
gentes a las curvas en dicho punto. Para las curvas C y C’ de la 
figura 61, si las pendientes de ? y l’ son m y m’, respectivamente, 
el ángulo que forman las curvas en P es uno de los dos ángulos 0 
dados, según el teorema 5, Artículo 10, por la fórmula 


m—m 
tg 0 = * 57 mm * — l. 
S 1 + mm ’ 
Si se verifica que mm' = — 1, de tal manera que ambos ángulos sean 


rectos, se dice que las curvas son ortogonales entre sí. También, si 
cada ciemento de una familia de curvas es ortogonal a cada uno de los 
elementos de una segunda familia, las curvas de cualquiera de las dos 
familias se Haman las trayectorias ortogonales de las curvas de la otra 
familia. El problema de la ortogunalidad es de considerable importan- 
cia en la Matemática superior y en Física. 
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INN 
cs!) tangento a una circunferencia. La determinación de la ecua- 
ción de una tangente a una circunferencia se simplifica considerable- 


mente por la propiedad de la circunferencia, que dice : la tangente a 
una circunferencia es perpendicular al radio trazado al punto de con- 
tacto. En este artículo determinaremos la ecuación de la tangente a 
una circunferencia sin usar esta propiedad particular; lo haremos por 
el método general discutido en el Artículo 44. 

Es evidente, por el teorema 7 del Artículo 44, que la ecuación de 
la tangente a una circunferencia dada está perfectamente determinada 
cuando se conocen su pendiente y el punto de contac o (o algún otro 
de sus puntos). Si se tiene uno de estos datos, el otro debe determi- 
narse a partir de las condiciones del problema ; según esto, tenemos 
los elementos necesarios para la solución de cualquier problema par- 
ticular. Vamos a considerar tres problemas, a saber : 


w 1) Hallar la ecuación de la tangente a una circunferencia dada en 
un punto dado de contacto ; 
x% k 2) Hallar la ecuación de la tangente a una circunferencia dada y 
que tiene una pendiente dada ; 
Xx * 3) Hallar la ecuación de la tangente a una circunferencia dada y 
que pasa por un punto exterior dado. 


El procedimiento para resolver cada uno de estos problemas es 
esencialmente el mismo. En cada caso se da una condición ; de acuer— 
do con esto escribiremos primero la ecuación de la familia de rectas que 
satisfacen esta condición (Art. 36). Esta ecuación contiene un pará- 
metro que se determina aplicando la condición de tangencia dada en 
el Artículo 44. 


Ejemplo 1. Hallar la ecuación de la tangente a la circunferencia 


Ñ x? + y? — 8x — 6y +20 =0 
en el punto (3, 5). 


Solución. La ecuación de la familia de rectas que pasa por el punto 
(3, 5) es 
y—5= m(x- 3), (1) 


en donde el parámetro m es la pendiente de la tangente buscada. De la ecuación 
(1), y= mx — 3m +5, y sustituyendo este valor en la ecuación de la circun- 
ferencia, resulta: 


x? +(mx — 3m + 5)? — 8x — 6l[mx — 3m+5)+ 20 =0, 
que se reduce a 


(m? + 1) x? — (6m? — 4m + 8) x + (9m? — 12m + 15) = 0, 
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Según lo dicho en el Artículo 44, la recta (1) será tangente a la circunferencia 
dada siempre que las raíces de esta última ecuación sean iguales, es decir, siem- 
pre que el discriminante se anule, Deberá, pues, verificarse la condición: 


(6m? — 4m + 8)? — 4(m? + 1) (9m? — 12m + 15) = 0. 


La solución de esta ecuación es m = 1%, de manera que, de (1), la ecuación de 
la tangente buscada es 
y —5 = v (x- 3) 
o sea, 
x— 2y +7 =0. 

Se recomienda al estudiante que dibuje la figura correspondiente a este 
ejemplo. 

Ejemplo 2. Hallar la ecuación de la tangente a la circunferencia 


x? + y? — l0x+2y +18=0 


y que tiene de pendiente 1. 


Y 


Fig. 62 


Solución. La ecuación de la familia de rectas de pendiente | es 
y=x+k (2) 


siendo k un parámetro cuyo valor debe determinarse. Si el valor de y dado por 
(2) se sustituye en la ecuación de la circunferencia, se obtiene 


x? +(x +k)? — 10x + 2(x + 1)+18=0 


O sea, 


2x2 + (2k —8)x +(R? + 2k + 18) =0. 
La condición de tangencia es 


(2k — 8)2 — 8 (k? + 2h + 18) =0. 
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Las raíces de esta ecuación son k = — 2, — 10. Por tanto, de.(2), las ecua- 
ciones de las tangentes buscadas son 


y=x-2 y y=x-—10. 


En la figura 62 se han trazado estas tangentes. 
Ejemplo 3. Hallar la ecuación de la tangente trazada del punto (8, 6) a la 
circunferencia x? + y? + 2x + 2y — 24 = 0. 


> Hliempo. La ecuación de la familia de rectas que pasan por el punto 
(8, 6) es 
y —6=m(x- 8), G) 


en donde el parámetro m es la pendiente de la tangente buscada. De la ecuación 
(63). y = mx — 8m + 0, valor que sustituído en la ecuación de la circunferen- 


cia, da 
x?*+ (mx — 8m +61 + 2x +2(mx —8m+6)- 24 =0, 


la cual se reduce a 
(m? 4 1) x? — (lom? — l4m — 2) x + (64m? — 112m + 24) =0. 
La condición para tangencia es 
(l6m? — l4m — 2)? — 4(m? + 1) (64m? — 112m + 24) =0. 


Resolviendo esta ecuación se encuentra que sus soluciones son 


mel, 2 
LSR O 
Por tanto, de (3), las ecuaciones de las tangentes que cumplen las condiciones 
dadas, son j > 
y=6=L(x-8) y y-0=% (x-8) 
5 11 
O sea, 


x—5y+22=0 y 23x-—lly— 118 =0. 


EJERCICIOS. Grupo 18 


Dibujar una figura para cada ejercicio. 


Los ejercicios 1-7 deben resolverse usando la condición de tangencia estudiada 
en el Artículo 44, 


1. Hallar la ecuación de la tangente a la circunferencia 
x? + y?-?2x—6-3=0 

en el punto (— l, 6). 

2. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la circunferencia 

4x? 44y? + Bx + dy - 4 =0 

que tengan de pendiente — > 

3. Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas del punto (— 2, 7) a la 
circunferencia x? + y? + 2x — 8y + 12 =0. 


4. Hallar la ecuación de la tangente a la circunferencia x2+y?—8x+3=0 
en el punto (6, 3). 
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5. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la circunferencia 
x? + y? + 4x — 10y +21 =0 


que son paralelas a la recta 5x — jy + 31 =0. 
6. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la circunferencia 


x0+y46x-8=0 


que son perpendiculares a la recta 4x — y +31 =0. 

7. Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas del punto (6, — 4) a la 
circunferencia x? + y? 4 2x — 2y — 35 =0. 

8. Resolver el ejercicio 4 recordando que la tangente es perpendicular al 
radio que pasa por el punto de contacto. 

9. Resolver los ejemplos 1, 2 y 3 del Articulo 45 por el método indicado 
en el ejercicio 8. : 

10. Demostrar que la ecuación de la tangente a la circunferencia x?+ y? = r? 
en el punto de contacto Pi (xj. yı) es xix + ysy =5?. Sugestión: Usese el 
hecho de que xi? + y? = e. 

11. Por dos métodos diferentes, hallar las ecuaciones de las tangentes a la 
circunferencia 9x2 + 9y? + 18x — 12y — 32 0, cuya pendiente sea Y. . 

12. Por dos métodos diferentes, hállense las ecuaciones de las tangentes 
trazadas del punto (6, — 4) a la circunferencia 2x? + 2y? — 8x — 4y — 15 = 0. 

13. Porel punto (— 5, 4) se trazan tangentes a la circunferencia 


x? +y? — 10x+7=0. 


Hallar el ángulo agudo que forman estas tangentes. 
14. Dada la circunferencia x? + y? = 5, hallar los valores de k para los 
cuales las rectas de la familia x — 2y +k =0: 


a) cortan a la circunferencia en dos puntos diferentes; 
b) son tangentes; 
c) notienen ningún punto común con la circunferencia. 
15. Dada la circunferencia x? + y? — Ox — 2y + 6 = 0, hallar los valores 
de m para los cuales las rectas de la familia y = mx + 3: 
a) corta a la circunferencia en dos puntos diferentes; 


b) son tangentes; 
c) no tienen ningún punto común con la circunferencia. 


16. Demostrar que las ecuaciones de las tangentes de pendiente m a la cir- 
cunferencia x? + y? = r? son y= mx èr vV 14m. 
17. Hallar la ecuación de la normal a la circunferencia 
x2 + y? — 6x + 10y +21 =0 


en el punto (6, — 3), y demostrar que pasa por el centro de la circun[erencia. 


En cada uno de los ejercicios 18-20 hallar la ecuaciones de las tangente y 
normal y las longitudes de la tangente, normal, subtangente y subnormal, 
para cada circunferencia y punto de contacto dados. 


18. x? +y? = 34; (3, 5). 


19. x? + y? —2x+2y—15=0; (0, 3). 
20. x? + y? — l0x + 2y- 39=0; (-2, 3). 
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21. Hallar el ángulo agudo que forman las circunferencias x? + y? = 17 y 
x? + y? — 12x — 4y + 11 =0 en su intersección. 

22. Hallar el ángulo agudo que forman la recta 2x + 3y—6=0 y la cir- 
cunferencia x? + y? + 2x — 4y — 3 =0 al cortarse. 

23. Demostrar que las circunferencias 


x? +y? +H2x — 4y =0 y x+y? +H4x+2?y=0 


se cortan ortogonalmente. 

24. Demostrar, analiticamente, que las trayectorias ortogonales de una 
familia de circunferencias concéntricas están dadas por la familia de rectas que 
pasan por su centro común. 

25. Si de un punto exterior P se trazan tangentes a una circunferencia, el 
segmento que une los puntos de contacto se llama cuerda de contacto de P. 
Si Pı(xı. yı) es un punto exterior a la circunferencia x? + y? = r?, demués- 
trese que la ecuación de la cuerda de contacto de Pı es xix + yiy =r?. 
(Ver ejercicio 10.) 


46. Teoremas y problemas de lugares geométricos relativos a la 
circunferencia. La demostración analítica de cualquier teorema sobre 
la circunferencia se efectúa siguiendo el procedimiento general discu- 
tido en el Artículo 11. De acuerdo con esto, mientras el teorema no 
se particularice, debe colocarse la circunferencia con su centro en el 
origen, ya que en esta posición su ecuación tiene la forma más simple , 
la forma canónica , 


P+y=m, 


Ejemplo 1. Demostrar, analíticamente, que cualquier ángulo inscrito en 
una semicircunferencia es un ángulo recto. 

Demostración. Es evidente que la demostración no perderá generalidad si 
colocamos la semicircunferencia con 
su centro en el origen, tal como apa- 
rece en la figura 63. La ecuación de 
la semicircunferencia es entonces 


XtHy Sr, (1 


Sea Pi(x1, yı) un punto cualquiera 
de lasemicircunferencia, y sean Ay B 
los extremos de su diámetro. Como 
r esel radio, es evidente que las co- 
ordenadas de A y B son (—r, 0) y 
(r, 0), respectivamente. Tenemos 
que demostrar que el segmento P¡A 
es perpendicular al segmento P¡B. 
Por tanto, si las pendientes de PA y P1B son mı y m2, respectivamente, 
vamos a demostrar que 





mma=-=l, (2) 


de acuerdo con el corolario 2 del teorema 5, Artículo 10, 


Lehmann. — 9. 


130 GEOMETRIA ANALITICA PLANA 


Por el teorema 4 del Art. 8, tenemos 


mi ar y ma paa ' 
de manera que 
mim BÉ. (3) 
xP — y? 


Pero, como P; está sobre la semicircunferencia, sus coordenadas (xı, yı) deben 
satisfacer la ecuación (1), y tenemos 
xH yt r’, 
de donde, i 
xii rt == y. 
De esta última relación y (3) obtenemos, inmediatamente, la relación busca- 
da (2), como se queria demostrar. 


En relación con la resolución de problemas sobre lugares geométri- 
cos relativos a circunferencias, seguiremos el procedimiento general 
bosquejado en el Artículo 23. 


Ejemplo 2. Un punto se mueve de tal manera que la suma de los cuadrados 
de sus distancias a dos puntos fijos dados es constante. Hallar la ecuación de su 
lugar geométrico, y demuéstrese que es una circunferencia. 

Solución. Por simplicidad, y sin ninguna restricción, podemos tomar uno 
de los puntos como origen O y el otro punto A (a, 0), a x 0, sobre el eje X, 
como se indica en la figura 64. Sea P(x, y) un punto cualquiera del lugar 
geométrico. Entonces P debe satisfacer la condición geométrica 


Y PO + PA =k, (4) 







en donde k es un número positivo. 
P(x,y) Por el teorema 2 del Articulo 6, 


PO? =x? + y? 


X PA? = (x — a)? + yl, 


de manera que la condición geométrica 
(4) puede expresarse, analiticamente, 
por la ecuación 


x?+ y? +(x- a)? +y =k (5) 


Y' que se reduce a 


20) 


Fig. 64 4 y? ax E E 0. (6) 


Por el teorema 2 del Artículo 40, la ecuación (6) representa una circunferencia 


cuyo centro es el punto C ($ o) y cuyo radio tiene una longitud 


PC =% V2k-— al, siempre que, sin embargo, la constante k > s, Si 
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a? seo a ; : a? 
k = > el lugar geométrico se reduce al punto 7: 0h: ysik< =* no 


existe ningún lugar geométrico. 


EJERCICIOS. Grupo 19 


Dibujar una figura para cada ejercicio. 


Todos los teoremas enunciados en los siguientes ejercicios deben demostrarse 
analíticamente. De manera semejante, todos los problemas de lugares geomé- 
tricos deben resolverse analiticamente. 


1. Las longitudes de las dos tangentes trazadas a una circunferencia desde 
un punto exterior son iguales. 

2. Si de un punto cualquiera de una circunferencia se traza una perpen- 
dicular a un diámetro, la longitud de la perpendicular es media proporcional 
entre las longitudes de los dos segmentos en los que divide al diámetro. 

3. Todo diámetro perpendicular a una cuerda la divide en dos partes 
iguales. 

4. En dos circunferencias secantes la recta de los centros es perpendicular a 
su cuerda común en su punto medio. 

5. Si por los extremos de un diámetro se trazan dos cuerdas paralelas, éstas 
son iguales. ` 

6. Se tiene una circunferencia circunscrita a cualquier triángulo dado. 
Demostrar que el producto de las longitudes de dos lados cualesquiera del 
triángulo es igual al producto de la longitud del diámetro por la longitud de la 
altura trazada al tercer lado. 

7. Un punto se mueve de tal manera que la suma de los cuadrados de sus 
distancias a los puntos (2, 0) y (— 1, 0) es siempre igual a 5. Hallar e iden- 
tificar la ecuación de su lugar geométrico. 

8. Un punto se mueve de tal manera que su distancia del punto (4, 2) es 
siempre igual al doble de su distancia del punto (— 1, 3). Hallar e identificar 
la ecuación de su lugar geométrico. 

9. Un punto se mueve de tal manera que su distancia del punto (2, — 2) 
es siempre igual a un tercio de su distancia del punto (4, 1). Hallar e identifi- 
car la ecuación de su lugar geométrico. 

10. Un punto se mueve de tal manera que el cuadrado de su distancia del 
punto (1, 2) es siempre igual al doble de su distancia de la recta 3x+4y —1==0. 
Hallar e identificar la ecuación de su lugar geométrico. 

11. Un punto se mueve de tal manera que la suma de los cuadrados de sus 
distancias de los tres puntos (0, 3), (3, 0) y (—2, — 2) es siempre igual 
a 30. Hallar e identificar la ecuación de su lugar geométrico. 

12. Un punto P se mueve de tal manera que su distancia de un punto fijo 
es siempre igual a k veces su distancia de otro punto fijo. Demostrar que 
el lugar geométrico de P es una circunferencia para valores apropiados de k. 

13. Un punto P se mueve de tal manera que el cuadrado de su distancia de 
la base de un triángulo isósceles es siempre igual al produ:to de sus distancias 
de los otros dos lados, Demostrar que el lugar geométrico de P es una circun- 
ferencia, 
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14. Desde un punto P, se trazan tangentesa las circunferencias 
Ci: x24y-9=0 y Ca: x2+ y?-8xX4+/12=0, 


Si la longitud de la tangente trazada a C, es siempre igual al doble de la longi- 
tud de la tangente trazada a Cz, hallar y construir el lugar geométrico de P. 

15. Un punto P se mueve de tal manera que la suma de los cuadrados de sus 
distancias a las dos rectas 3x—y+4=0, x + ły — 7 =0 es siempre igual a 2. 
Hallar, identificar y trazar el lugar geométrico ce P. 

16. Desde un punto fijo de una circunferencia dada se trazan cuerdas. De- 
mostrar que el lugar geométrico de los puntos medios de estas cuerdas es una 
circunferencia. 

17. Se han trazado dos tangentes a una circunferencia, paralelas entre sí, 
que cortan a una tercera tangente en los puntos A y B. Demostrar que las 
rectas que unen A y B con el centro son perpendiculares entre sí. 

18. Desde un punto exterior P, se trazan una tangente y una secante a una 
circunferencia dada, siendo A y B los puntos de intersección de la secante con 
la circunferencia. Demostrar que la longitud de la tangente es media propor- 


cional entre la longitud PB de la secante y la longitud PA de su segmento 
externo. G 

19. Por medio del teorema del ejercicio 18, resolver el ejercicio 35 del 
grupo 16. f 

20. Demostrar que si desde cualquier punto P de la circunferencia circuns- 
crita 2 un triángulo, se bajan perpendiculares a los lados del triángulo, los pies 
de estas perpendiculares son colineales. La recta que determinan se llama recta 
de Simpson para el punto P. l 

21. Demostrar que el punto P (7, 3) está sobre la circunferencia circuns- 
crita al triángulo cuyos vértices son (— 1, — 1), (2, 8), (5, 7), y hallar la 
ecuación de la recta de Simpson para el punto P. l 

22. Demostrar el reciproco del teorema del ejercicio 20; es decir, demostrar 
que, si el punto P se mueve de tal manera que los pies de las perpendiculares 
bajadas desde él a los lados de un triángulo cualquiera son colineales, el lugar 
geométrico de P es la circunferencia circunscrita al triángulo. ; 

23. Demostrar que en un triángulo cualquiera los pies de las alturas, los 
pies de las medianas. y los pyntos medios de los segmentos que unen el ortocen- 
tro (punto de intersección de las alturas) a los vértices son concíclicos. Esta 
circunferencia se llama con toda propiedad la circunferencia de los nueve puntos 
del triángulo. 

24. Hallar la ecuación de la circunferencia de los nueve puntos del triángulo 
cuyos vértices son (3, 7), (1, — 1) y (7, 3) obteniendo la ecuación de la cir- 
cunferencia que pasa por los puntos medios de los lados, demostrando que los 
otros seis puntos están sobre la circunferencia. 

25. Demostrar que en un triángulo cualquiera el centro de la circunferencia 
de los nueve puntos está sobre la recta de Euler (ver el ejercicio 26 del grupo 10). 


Tag +2 


CAPITULO V 
TRANSFORMACION DE COORDENADAS 


47. Introducción. Uno de los objetivos principales de la Geome- 
tría analítica es la determinación de las propiedades de las diversas 
figuras geométricas. Apoyándonos en algunos de los conceptos funda- 
mentales hemos hecho ya un estudio detallado de la recta y la circun— 
ferencia. En adelante continuaremos estas investigaciones con refe- 
rencia a otras curvas. Encontraremos, sin embargo, que, a medida 
que progresemos en nuestro estudio, las ecuaciones de las curvas se 
van haciendo más y más difíciles de analizar; por esto, se hace nece- 
sario en algunas ocasiones introducir ciertos artificios con el fin de 
facilitar el estudio de estas curvas. Uno de estos artificios, que nos 
permite simplificar las ecuaciones de muchas curvas, consiste en la 
transformación de coordenadas. 

48. Transformaciones. Una transformación es el proceso que 
consiste en cambiar una relación, expresión o figura en otra. El 
estudiante ya ha encontrado este término en su estudio de Algebra y 
Trigonometría. Así, podemos transformar una ecuación algebraica en 
otra ecuación cada una de cuyas raíces sea el triple de la raíz corres- 
pondiente de la ecuación dada ; o podemos transformar una expresión 
trigonométrica en otra usando las relaciones trigonométricas funda- 
mentales. . 

DerinicióN. Una transformación es una operación por la cual 
una relación, expresión o figura se cambia en otra siguiendo una 
ley dada. 

Analíticamente, la ley se expresa por una o más ecuaciones llama- 
das ecuaciones de transformación . 

49. Transformación de coordenadas. Consideremos una circun- 
ferencia de radio r cuya ecuación está dada en la forma ordinaria 


EH U—k)="r, (1) 
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siendo las coordenadas (h, k) del centro O’ diferentes de cero (figu- 
ra 65). Si esta circunferencia, sin cambiar ninguna de sus caracterís- 
ticas, se coloca con su centro en el origen O, su ecuación toma la 
forma más simple, o forma canónica , 


a+ y =p, 


Pero se puede obtener lo mismo sin mover la figura. En vez de llevar 
la circunferencia a que su centro coincida con el origen, podemos 
mover los ejes coordenados paralelamente a sí mismos, respectiva- 
mente, en el plano coordenado, de manera que el origen O coincida 
con el centro O'(h, k) de la circunferencia y los ejes coordenados 
tomen las posiciones paralelas designadas por los nuevos ejes X’ y Y” 
en la figura 65. Sea P un punto 
Y cualquiera de la circunferencia. 
Las coordenadas de P referido a 
los ejes originales X y Y son (7, y), 
pero son diferentes, evidentemen 
te, si se le refiere a los nuevos ejes 
X' y Y'. Designemos las nuevas 
coordenadas de P por (z'”, y’). 
Entonces la ecuación de la circun- 
ferencia referida al nuevo sistema 
de ejes está dada por la simple for— 
ma canónica 


r yr. (2) 





Fig. 6) 


Vemos entonces, que moviendo los 
ejes coordenados paralelamente a sí mismos, hemos transformado las 
coordenadas (x, y) de un punto cualquiera de la circunferencia en 
las coordenadas (x!, y) y como resultado hemos transformado la 
ecuación (1) en la forma más simple (2). La operación de mover los 
ejes coordenados en el plano coordenado a una posición diferente, de 
manera que los nuevos ejes sean , respectivamente , paralelos a los ejes 
primitivos, y dirigidos en cl mismo sentido, se lama traslación de los 
ejes coordenados . 

Veremos más adelante (Art. 51) que algunas ecuaciones pueden 
transformarse también en ecuaciones de forma más simple por una 
rotación de los ejes coordenados en torno de su origen como punto fijo . 


Nora. En las figuras de los capítulos precedentes hemos designado cada 
uno de los ejes coordenados por dos letras, el eje X por XX' y el eje Y por Y Y”. 
Con el fin de evitar confusión más adelante, usaremos, en general, solamente 
una letra para cada uno de los ejes coordenados, la letra X para el eje X origi- 
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nal y la letra Y para el eje Y original. Reservaremos las letras X’, Y”, X", Y”, 
para los nuevos ejes coordenados obtenidos por traslación o rotación. Esta nueva 
convención ya ha sido adoptada en la figura 65. 


50. Traslación de los ejes coordenados. Para simplificar las 
ecuaciones, mediante traslación de los ejes coordenados, se requiere 
el siguiente teorema : 


TEOREMA 1, Si se trasladan los ejes coordenados a un nuevo origen 
O' (h, k), y si las coordenadas de cualquier punto P antes y después de la 
traslación son (x, y) y (x!, y”), respectivamente, las ecunciones de 
transformación del sistema primitivo al nuevo sistema de coordenadas son 


xax’ +h, 
y=y'+k. 
Y y' 
A 


J 
E 





DrEmosTRACIÓN. Sean (fig. 66) X y Y los ejes primitivos y 
X' y Y ' los nuevos ejes, y sean (h, k) las coordenadas del nuevo ori- 
gen O' con referencia al sistema original. Desde el punto P, trazamos 
perpendiculares a ambos sistemas de ejes, y prolongamos los nuevos 
ejes hasta que corten a los originales, tal como aparece en la figura. 

Usando la relación fundamental para segmentos rectilíneos diri- 
gidos, dada en el Artículo 2, tenemos, inmediatamente, de la figura , 


z=0D=04+4D=04+0'C=h+1'. 
Análogamente, 
y = OF = OB + BF =0B+0'E=k+y'. 
Ejemplo 1. Transformar la ecuación 
x? ~ 3x? — y? 43x +4y-5=0 (0) 


trasladando los ejes coordenados al nuevo origen (1, 2). Trazar el lugar geo- 
métrico, y los dos sistemas de ejes. 
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Solución. Por el teorema l, las ecuaciones de transformación son 
=x +l, y=y+2. 
Si sustituímos estos valores de x y y en la ecuación (1), obtenemos 
H1)? 3412 (y 4 D)243 (+ 1) 4 4(y42)-5=0. 


. CFT] FI . ., ay 
Desarrollando y simplificando esta última ecuación, obtenemos la ecuación 
transformada buscada 


xB- y? =D. (2) 


Por los métodos estudiados en el Artículo 19, podemos fácilmente (fig. 67) 
trazar el lugar geométrico de la ecua- 
Y ción (2) con respecto a los nuevos ejes 
y' X' y Y’. El lector reconocerá este lu- 
À gar geométrico como la parábola semi- 
i cúbica (Art. 17). Debe observarse que 
la figura es también la gráfica de la 
ecuación (1) referida a los ejes origina- 
les X y Y. Evidentemente que es mu- 
cho más fácil trazar el lugar geométrico 
usando la ecuación (2) que usando 
la (1). 





l] 
Į 


En el ejemplo 1, se especificó 
el nuevo origen. Usualmente, sin 
embargo , no se dan las coordena- 
das del nuevo origen, sino que 
deben ser determinadas. El pro- 
cedimiento a seguir en tal caso 
está indicado en el siguiente 
ejemplo . si 


) 
l 
1 
[l 
l 
t 
! 
l 
) 
| 
l 


Fig. 07 


Ejemplo 2. Por una traslación de 
los ejes coordenados, transformar la ecuación 


x? — 4y? 6x +8y+l1=0 (3) 


en Otra ecuación que carezca de términos de primer grado. Trazar su lugar geo- 
métrico y ambos sistemas de ejes coordenados. 

Solución. En este caso particular podemos usar dos métodos diferentes, 
siendo el primero el más general. 

Primer método. Si sustituímos en la ecuación (3) los valores de x y y 
dados por las ecuaciones de transformación en el teorema 1, obtenemos la ecua- 
ción transformada 


CI AAC IEA =O, 
la cual, después de desarrollar y agrupar términos semejantes, toma la forma 


x’? — 4y’? + (Qh + 6) x! — (8k — 8) y + h? — 4k? 46h 8k +150. (4) 


TRANSFORMACION DE COORDENADAS 137 


Como la ecuación transformada debe carecer de términos de primer grado, igua- 
laremos a cero los coeficientes de x’ y y' en la ecuación (4). Tendremos 


2h+6=0 y 8k-8=0, 
h=-3 y k=l. 


de donde, 


Por tanto, el nuevo origen es el punto (— 3, 1). Si sustituímos estos valores 
de h y k en (4), obtenemos la ecuación buscada 


x’? — 4y? — 4 =0. (5) 


El lugar geométrico, una hipérbola, está trazado en la figura 68. 


Y Y 






[| 
l 
i 
1 
Fig. 68 


Segundo método. En el caso de ecuaciones de segundo grado que carezcan 
del término en xy, es posible efectuar la transformación completando los cua- 
drados. Este método se enseñó previamente en el Artículo 40 para la circunfe- 
rencia. Así, los términos de la ecuación (3) pueden ordenarse en la forma 


(x? + 6x) — 4(y? — 2y)=-— 1. 
Completando cuadrados, obtenemos 
(x? + 6x +9) — 4(y2 -2y+1)= —-1+09-4, 
(x +3)? —4(y = 1)? =4. (6) 


de donde, 


Si en la ecuación (6) hacemos las sustituciones 
x+3=x, y-l=y, (7) 


obtenemos la ecuación (5). Evidentemente, de (7) se deducen las ecuaciones 
de transformación: 
x=x-3 y=y+l. 


En el enunciado del ejemplo 2 se ha indicado el tipo de simplifica- 
ción deseado ; si en algún problema no se especifica, debemos efectuar 
la máxima simplificación posible. 


Ejemplo 3. Por una traslación de ejes simplificar la ecuación 
y? — 4x — 6y +17 =0. 7 (8) 
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Solución. Procediendo como en el primer método del ejemplo 2, sustitui- 
remos en la ecuación (8) los valores de x y y dados por las ecuaciones de tras- 
formación en el teorema 1. Tendremos: 


(Y +R)2=4( 4h) 6l(y + k)+ 17 =0. 
que puede escribirse en la forma 
y? — 4 + (2k — 6) y + k? — 4h — Ok +17 =0. (9) 


Nuestro siguiente paso es determinar los valores de h y k que simplifiquen la 
ecuación (9). En este caso no podemos hacer que se anule el término en x’, ya 
que su coeficiente es — 4, pero podemos eliminar el término en y! y el térmi- 
no independiente. De acuerdo con esto escribimos 


2k —~6=0 y k2-4h-6k +17 =0, 


de donde, 
k=3 y h=2. 


Para estos valores de h y k, la ecuación (9) se reduce a la forma 


y? — 4x! =0. 


EJERCICIOS. Grupo 20 


Para cada ejercicio es conveniente trazar el lugar geométrico y ambos sistemas 
de ejes coordenados. 


En cada uno de los ejercicios 1-5, transfórmese la ecuación dada trasladando 
los ejes coordenados al nuevo origen indicado. 


1. x2+y42r—6y+6=0; (1, 3). 

3x? 42424 12x—4y+8=0; (-2, 1). 

4x? — y2 — 8x — l0y -25=0; (l, —5). 

y? = x? + 3y? — 4x +3y -3=0; (-2 = 1). 
xy — 3x + 4y — 13 =0; (=4, 3). 


aeu 


En cada uno de los ejercicios 6 10, por una traslación de ejes, transfórmese la 
ecuación dada en otra que carezca de términos de primer grado. Usese el primer 
método del ejemplo 2, Artículo 50. 


6. 2x? + y? + l6x — 4y +32 = 0. 

7. 3x? + 2y? + 18x — 8y + 29 = 0. 

8. 3x? — 2y? — 42x — 4y + 133 = 0. 

9. xy—x+2y-l0=0. 

10. 2x3 + 24x? — 4y? + 24x — ly -1 = 0. 


En cada uno de los ejercicios 11-15, por una traslación de los ejes coordena- 
dos, transfórmese la ecuación dada en otra que carezca de términos de primer 
grado. Usese el segundo método del ejemplo 2, Artículo 50. 


11. 4x2 + 4y? + 32x — 4y +45 = 0. 
12. 2x2 + 5y? — 28x + 20y + 108 = 0. 
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13. x? — 3y2 4 6x+6y/+3 =0. 
14. 12x? + 18y2 — 12x + ly — 1=0. 
15. 12x? — Iły? — 12x — 12y — 5 = 0. 


En cada uno de los ejercicios 16-20, simplifíquese la ecuación dada por una 
traslación de los ejes coordenados. 

16. x2+8x — 3y+10=0. 

17. 16x? + l6y? + 8x — 48y +5 =0. 

18. 72x? + 36y? — 48x + 36y — 55 =0. 

19. y? — 6x? — 24x — 2y - 32 = 0. 

20, 30xy + 24x — 25y — 80 = 0. 


51. Rotación de los ejes coordenados. Para simplificar las ecua- 
ciones por rotación de los ejes coordenados, necesitamos el siguiente 
teorema : 


TEOREMA 2. Si los ejes coordenados giran un ángulo $ en torno de 
su origen como centro de rotación , y las coordenadas de un punto cual- 
quiera P antes y después de la rotación son (x, y) y (x”, y”), respec- 
tivamente , las ecuaciones de transformación del sistema original al nuero 
sistema de coordenadas están dadas por 


= x’ — y’ 
x=x'c080 — y'seng, 


y =x sen 0 + y' cos O. 


DEMOSTRACIÓN. Sean (figu— 
ra 69) X y Y los ejes originales y 
X’ y Y’ los nuevos eses. Desde 
el punto P tracemos la ordenada 
AP correspondiente al sistema 
X, Y, la ordenada A'P corres- 
pondiente al sistema X’, Y’, y 
la recta OP. Sea el ángulo 
POA' = ¢ y OP =r. PorTri- 
gonometría (Apéndice 1C, 1), 
tenemos 





z=04=rco05(9 ++), (1) 
y = AP =r scn (9 +4), (2) 
r =0A'=roso, y=AP=rsenĖ. (3) 


De (1), por cl Apéndice IC, 6, tenemos 


x = r cos (0 + $) = r cos 0 cos $ —r sen 6 sen $. 
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Si en esta última ecuación sustituímos los valores dados por (3), 
obtenemos la primera ecuación de transformación , 


z = x’ cos O — y' sen 8. 
Análogamente, de (2), 
y =r sen (0 + $) = r sen 8 cos $ + r cos 6 sen $, 
por tanto, de (3), tenemos la segunda ecuación de transformación , 


= q’ sen 0 + y cos 0. 


NOTA. Para nuestras aplicaciones, será necesario girar los ejes coordenados 
solamente un ángulo suficientemente grande para hacer coincidir uno de los ejes 
coordenados con una recta dada fija 

Y cualquiera, o para hacer que sea 

, A , paralelo a ella en el plano coordena- 

do. De acuerdo con esto, restringi- 

X A remos, en general, los valores del 

A ángulo de rotación 0 al intervalo 
yd dado por 


y 
> 


0° < 9 < 90°. 


>X Ejemplo 1. Transformar la 
ecuación 


Xcn O 4 9 m8 = x 


xÍmo -4 05 0 


2x4 VW xy + y? =4 (4) 





girando los ejes coordepados un án- 
gulo de 30%. Trazar el Jugar geomé- 
trico y ambos sistemas de ejes coor- 
Fig. 70 denados. 


=> 
=> 


Solución. Por el teorema 2, las ecuaciones de transformación son 


3 

x = x' cos 30° — y sen 30° = Lg — y y 
3 

E E lr y, 


Si sustituímos estos valores de x y y en la ecuación (4), obtenemos 


A A O CA Lopa M3, 
(E -geva Pq) (2 +) 


F 2 
(per) 


wep y smo cmo 


SD = Asno , y ane simo 


xo seue ~- Pi seno 
K Semo CNO + F w7 O 


— 


O O 

s 0 8 Desarrollando y simplificando esta última ecuación, obtenemos la ecuación 

F 8 transformada 

e rm? 7 5x + y =8, (5) 
7 ead 

AA El lugar geométrico (fig. 70) es una elipse. 


A D W- ha >= 
ymw 20 => toma q > 69 20 lo 
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En este ejemplo se ha dado el ángulo de rotación. Sin embargo, 
generalmente, el ángulo de rotación debe determinarse de modo que 


Yo |se cumpla alguna condición establecida. La aplicación principal de la 
$ rotación de ejes es la eliminación del término en zy de las ecuaciones 
o ¡de segundo grado. 


> 


ee Ejemplo 2. Por una rotación de los ejes coordenados, transformar la 
o cuación 
Se F 9x? -- 24xy + 16y? — 40x — 30y = 0 (6) 
t œ tn otra que carezca del término en x'y’. Trazar su lugar geométrico y ambos 
N R istemas de ejes coordenados. 
T y Solución. Sien la ecuación (6) sustituímos los valores de x y y dados por 
8 Es s ecuaciones de transformación del teorema 2, obtenemos 
Sa s 9 (x' cos 6 — y! sen 0)? — 24(x' cos 6 — y! sen 0) (x' sen 8 + y’ cos 0) 
+ Y 
O + + 16 (x' sen 8 + y! cos 0)? — 40 (x' cos 0 — y' sen 8) 
ENS — 30 (x' sen 0 + y' cos 8) = 0, 
% % la cual, después de efectuar el desarrollo y agrupar los términos, toma la forma 
mn 
+ Š (9 cos? 0 — 24 cos 6 sen 0 + 16 sen? 9) x’? +- (14 sen O cos 0 + 24 sen? 0 
A $ — 24 cos? 0) x’ y' +(9 sen? 0 + 24 sen 8 cos 9 + 16 cos? 0) y’? 
o 
8 á — (40 cos 8 + 30 sen 0) x' + (40 sen 9 — 30 cos 8) y =0. (7) 
> 


e 


Como la ecuación transformada debe carecer del término en x'y', igualamos el 
1 coeficiente de x'"y' en (7) a cero y obtenemos 


14 sen 0 cos 8 + 24 sen? 0 — 24 cos? 8 = 0. 


Ahora bien, sen 20 = 2 sen 6 cos 0 y cos 26 = cos? 8 — sen? 0 (Apéndice IC, 7). 
Por tanto, la última relación puede escribirse 


7 sen 20 — 24 cos 20 = 0, 


‘sme ) (x sme + 
pY Lg o 


de donde, 
Bi 24 
Te tg 26 = =. 
e 7 
Dr 
$ $ Por la nota del teorema 2, el ángulo 4 estará restringido a estar en el primer 
e ¿ cuadrante, de manera que 20 estará en el primero o en el segundo cuadrante en 
=u 


q donde el coseno y la tangente de un ángulo tiene el mismo signo. De manera 
mn E semejante, sen 8 y cos 0 no serán negativos. Por tanto, por el valor de tg 20 
dado arriba, tenemos 


FEREN 


a 
“o k cos 20 = zy 
o Le i 
3 „ Para efectuar la simplificación de la ecuación (7), necesitamos los valores 
“SS de sen 9 y cos 8, que pueden obtenerse por las fórmulas del ángulo mitad de 
| Trigonometría (Apéndice IC, 8). 
o 8 
go f 
Z 
AS 
A e 


( 





142 GEOMETRIA ANALITICA PLANA 


TENERNE 
2 2 5 
cos 9 m q flctcosdo ft 

2 2 5 


Si sustituímos estos valores de sen Y y cos 0 en la ecuación (7). tenemos 


148 288,148) poa ¿216 _ 38%) yy (2 26) y 7 
(5 D +(+ 273 sa Sta 5 + 


— (32 + 18) x' + (24 — 24) y' = 0, 


Luego, 


la cual se reduce a la ecuación transformada buscada, 
y? — 2x! =0, (8) 


El lugar geométrico, una parábola, está representada en la figura 71. 


NOTA. Evidentemente, es mucho 

Y más fácil trazar ¢l lugar geométrico de 

la ecuación (8) con respecto a los ejes 

Y X’ y Y ' que trazar el de la ecuación (6) 

Si A ; ; 

\ X con respecto a los ejes X y Y. Más 

N 21 aún, las propiedades de la parábola 

\ y pueden obtenerse más fácilmente a par- 

\ tir de la ecuación (8) que es la más sen- 

cilla. El estudiante puede, sin embar- 

ON go, pensar que estas ventajas no son 

a sino una compensación de los cálculos 

necesarios para transformar la ecuación 

Fig. 71 (6) en la (8). El problema general 

de la supresión del término en xy de la 

ecuación de segundo grado será considerado más adelante (Capítulo IX), y se 
verá entonces como la cantidad de cálculos se reduce considerablemente. 


EJERCICIOS. Grupo 21 


Para cada ejercicio el estudiante debe dibujar el lugar geométrico y ambos 
sistemas de ejes coordenados. 


1. Hallar las nuevas coordenadas del punto (3, — 4) cuando los ejes coor- 
denados giran un ángulo de 30°. 

2. Hallar las nuevas coordenadas de los puntos (1, 0) y (0, 1) cuando los 
ejes coordenados giran un ángulo de 90°. 


En cada uno de los ejercicios 3-8, hallar la transformada de la ecuación dada, 
al girar los ejes coordenados un ángulo igual al indicado. 


3. 2x+5y-3=0; arc tg 2,5. 
4. x? — 2xy +t y? -x =0; 45% 
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5. Viy2+3xy-1=0; 60%. 


6. 5x? +3xy +y?-4=0; arcsen ve 


7. 11x2 +24xy + 4y? — 20 = 0; arc tg 0,75. 
8. xt + yt + 6x?y? — 32 Œ 0; 45°, f 


9. Por rotación de los ejes coordenados, transformar la ecuación 
2x — y — 2 = 0 en otra que carezca del término en x’. 





10. Por rotación de los ejes coordenados, transformar la ecuación 
x+ 2y —2 = 0 en otra que carezca del término en yg’. 


En cada uno de los ejercicios 11-16, por una rotación de los ejes coordena- 
dos, transfórmese la ecuación dada en otra que carezca del término en x'y'. 


11. 4x? +4xy + y2 + Vx =l. 14. 2x? - 5xy + 2y? =0. 
12. 9x? + 3xy + 9%? = 5. 158. x? — 2xy t y?-4=0. 
13. 5x? + 4xy + 2y? =2. 16. 16x? + 24xy + 9y? + 253x = 0. 


17. Laecuación de una circunferencia es x? + y? = r?, Demostrar que la 
forma de esta ecuación no se altera cuando se refiere a los ejes coordenados que 
han girado cualquier ángulo 9. Se dice que esta ecuación es invariante por 
rotación, 

18. Deducir las ecuaciones de transformación del teorema 2 (Art. 51) cuan- 
do el ángulo ø es obtuso. 

19. Las ecuaciones de transformación del teorema 2 (Art. 51) pueden con- 
siderarse como un sistema de dos ecuaciones en las dos incógnitas x’ y y’. Para 
cualquier valor de 0, demuéstrese que el determinante de este sistema es la uni- 
dad y, por tanto, que por la regla de Cramer (Apéndice IB, 6) el sistema tiene 
una única solución para x’ y y’ dada por 


1 


i 


x x cos 0 + y sen 9, 


1 


y'= — x sen b + y cos 8. 


Estas ecuaciones se llaman ecuaciones recíprocas de las originales de transfor- 
mación. 

20. Por una rotación de 45° de los ejes coordenados, una cierta ecuación se 
transformó en 4x’? —9y'2 = 36. Hállese la ecuación original usando el resultado 
del ejercicio 19. 


52. Simplificación de ecuaciones por transformación de coordenadas. 
Acabamos de ver que, por una traslación o una rotación de los ejes 
coordenados, es posible transformar muchas ecuaciones en formas 
más simples. Es entonces lógico inferir que se puede efectuar una 
simplificación mayor aún aplicando ambas operaciones a la vez. Si 
una ecuación es transformada en una forma más simple por una tras- 
lación o una rotación de los ejes coordenados, o por ambas, el pro- 
ceso se llama simplificación por transformación de coordenadas . 

Consideremos primero el caso en que una traslación de los ejes 
coordenados a un nuevo origen O'(h, k) es seguida por una rotación 
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de los ejes trasladados en torno de O’ de un ángulo 6, tal como se 
indica en la figura 72. Si P es un punto cualquiera del plano coorde— 
nado, sean (x, y), (+, y') y (æ, y”) sus coordenadas referido, 
respectivamente, a los ejes originales X y Y, a los ejes trasladados 
X! y Y’, y a los ejes girados X” y Y”. Por el teorema 1 del Ar- 
tículo 50, 


z= +h, \ a) 
y=y+k;) 
y por el teorema 2 del Artículo 51, 
Y =2"c080 — y” sen 0, l (2) 


y’ = x" sen 0 + y” cos 0. f 


Y , 





Fig. 72 


Si sustituímos en (1) los valores de z’ y y” dados por (2) obtenemos 
las ecuaciones buscadas de transformación : 


2" cos 0 — y” sen 0 +h, | 


3 
z" sen 0 +y” coso +k. f (3) 


Puede demostrarse que las ecuaciones de transformación (3) son 
verdaderas aun cuando el orden de transformación se invierta, es 
decir, cuando una rotación vaya seguida de una traslación. Tenemos 
pues, el siguiente teorema : 


TEOREMA 3. Si efectuamos un cambio de ejes coordenados mediante 
una traslación y una rotación, tomadas en cualquier orden, y las coor— 
denadas de cualquier punto P referido a los sistemas original y final 
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son (x, y) y (x", y"), respectivamente, las ecuaciones de transforma- 
ción del sistema original al nuevo sistema de coordenadas son 


x= x” cos 0 — y "sen +h, 
y = x” sen 0 + y” cos0 +k, 


en donde 6 es el ángulo de rotación y (h, k) son las coordenadas del 
nuevo origen referido a los ejes coordenados originales . 


NOTAS. 1. Las ecuaciones de transformación dadas por el teorema | del Ar- 
tículo 50, teorema 2 del Artículo 5l y teorema 3 anterior son todas relaciones 
lincales. De aqui que el grado de la ecuación transformada no pueda ser mayor 
que el de la ecuación original. Ni tampoco puede ser menor; porque si lo fuera, 
podríamos, por transformación de coordenadas, regresar la ecuación transfor- 
mada a su forma original y elevar así el grado de la ecuación. Pero acabamos de 
ver que esto esimposible. Por tanto, el grado de una ecuación no se altera por 
transformación de coordenadas. 

2. Aunque las ecuaciones de transformación del teorema 3 pueden emplearse 
cuando se van a efectuar simultáneamente una traslación y una rotación, es, 
generalmente, más sencillo, efectuar estas operaciones separadamente en dos 
pasos diferentes. El teorema 3 explica que el orden de estas operaciones no tiene 
importancia. Sin embargo, en el caso de una ecuación de segundo grado en la 
cual los términos en x?, y? y xy forman un cuadrado perfecto, los ejes deben 
girarse primero y trasladarse después (ver el ejercicio 10 del grupo 22). Este caso 
particular será estudiado más adelante en el Capítulo IX. 

Ejemplo. Por transformación de coordenadas, simplificar la ecuación 


3x? — 2xy + 3y? — 2x —10y +9 = 0. (4) 


Trácese el lugar geométrico y todos los sistemas de ejes coordenados. 

Solución. Como los términos de segundo grado en (4) no forman un cua- 
drado perfecto, podemos primero trasladar los ejes a un nuevo origen (h, k). 
Por tanto, usando las ecuaciones de transformación del teorema ! (Art. 50), 
obtenemos, de la ecuación (4), 


3 (x +h)? —2(x' +h) (y! + R)4+ 3 (y! +k)? 
=2(x'+h) —10(y4 +R)+49=0, 
la que, después de desarrollar, simplificar y agrupar términos, toma la forma 
3x2 — 2x'y + 342 + (6h — 2h — 2)x' + (-— 2h + 6k — 10) y” 
+ (3h? — 2hk + 3k? — 2h — 10k 4+9)=0. (5) 


Para eliminar los términos de primer grado en (5), igualamos sus coeficientes 
a ceto. Esto nos da el sistema 


6h — 2k — 2 =0, 
= 2h + 6k — 10 =0, 


Lehmann. — 10. 
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cuya solución es h = 1, k =2, Sustituyendo estos valores de h y k en (5), 
obtenemos 
3x!2 — 2x'y' + 3y'2-2=0. (6) 


A continuación, por rotación de los ejes, usando las ecuaciones de transfor- 
ación del teorema 2 (Art. $1), obtenemos, de la ecuación (6), 


3 (x” cos 0 — y” sen 0)? — 2 (x cos 0 — y” sen 0) (x” sen 6 + y” cos 6) 


+3 (x" sen 0 + y” cos 0)? —2 = 0, 





Fig. 23 


la cual se reduce a 
(3 cos? 0 — 2 sen 8 cos 0 + 3 sen? 9)x" 2 +(2 sen? 0 — 2 cos? 6) x" y” 


+ (3 sen? 0 + 2 sen 8 cos 0 + 3 cos? 0)y"2-2=0, (7) 


Para eliminar el término en x” y” de (7), igualamos sus coeficiente a cero, y 


obtenemos ; 
2 sen? 0 — 2 cos? 0 =0, 


de donde 0 = 45° de acuerdo con la nota al teorema 2 (Art. $1). Sustituyendo 
este valor de Gen (7), y simplificando, obtenemos la ecuación buscada, 
02 2y”? — | = 0. (8) 


En la figura 73 se han trazado e! lugar geométrico de la ecuación (8), una 
elipse. y todos los sistemas de ejes coořdenados. 
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EJERCICIOS. Grupo 22 


Para cada ejercicio el estudiante debe dibujar el lugar geométrico y todos los 
sistemas de ejes coordenados. 


En cada uno de los ejercicios 1-5, simplifiíquese la ecuación dada por trans- 
formación de coordenadas. 


1. x2?2— l0xy + y? — 10x + 2y + 13 =0, 

2. $2x? — 72xy + 73y? — 104x + 72y — 48 = 0. 
3. 16x? + 24xy + 9y? + 60x — 80y + 100 = 0. 
4. JIx+2y-5=0. 

5. 2x2 + 2xy + 2y? — 2x — 10y +11 =0. 


6. Trazar el lugar geométrico del ejercicio 1 aplicando directamente los 
métodos del Artículo 19. 

7. Trazar el lugar geométrico del ejercicio 2 directamente por los métodos 
del Artículo 19. 

8. Por transformación de coordenadas, demuéstrese que la ecuación gene- 
ral de una recta, Ax + By + C = 0, puede transformarse en y” = 0, que es la 
ecuación del eje X”. 

9. Por transformación de coordenadas, demuéstrese que la ecuación general 
de una recta, Ax + By +C =Q, puede transformarse en x” =0, que es la 
ecuación del eje Y”. 

10. Hallar las coordenadas del nuevo origen si los ejes coordenados se tras- 
ladan de manera que la ecuación Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Ey4 F=0 se 
transforma en otra ecuación que carezca de términos de primer grado. 

11. Hallar las nuevas ordenadas del punto (— 1, 3) cuando los ejes coorde- 
nados son trasladados primero al nuevo origen (4, 5) y después se les gira un 
ángulo de 60*. 

12. Hallar las nuevas coordenadas del punto (2, 2) cuando los ejes coorde- 
nados son girados primero un ángulo de 45%-y después son trasladados al nuevo 
origen (— 1, 1). 

13. Por traslación de los ejes coordenados al nuevo origen (3, 3) y después 
rotación en un ángulo de 30%, las coordenadas de un cierto punto P se transfor- 
man en (7, 6). Hállense las coordenadas de P con respecto a los ejes originales. 

14. Por traslación de los ejes coordenados al nuevo origen (l, 1) y luego 
rotación de los ejes en un ángulo de 45°, la ecuación de cierto lugar geométrico 
se transformó en x"2 —2y"? =2, Hallar la ecuación del lugar geométrico con 
respecto a los ejes originales. 

15. Demostrar, analíticamente, que la distancia entre dos puntos en el pla- 
no coordenado no se altera (es invariante) con la transformación de coorde- 
nadas. 


En cada uno de los ejercicios 16-20, hállese la ecuación del lugar geométrico 
del punto móvil y simplifíquese por transformación de coordenadas. 


16. El punto se mueve de tal manera que su distancia del punto (—2, 2) es 
siempre igual a su distancia a la recta x — y +1=0. 

17. El punto se mueve de tal manera que la suma de sus distancias a lo» 
dos puntos (1, 1) y (— 1, — 1) es siempre igual a 4. 
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18. El punto se mueve de tal manera que su distancia del punto (2, 1) es 
siempre igual al doble de su distancia de la recta x + 2y — 2 = 0. 
19. El punto se mueve de tal manera que su distancia de la recta 


x+2ly-2=0 


es siempre igual al doble de su distancia del punto (— 1, 1). 
20. El punto se mueve de tal manera que la diferencia de sus distancias a 
los dos puntos (l, 4) y (— 2, 1) es siempre igual a 3. 


CAPITULO VI 


LA PARABOLA 


53. Introducción. En su estudio previo de Geometría elemental , 
el estudiante conoció dos líneas : la línea recta y la circunferencia. 
Las dos líneas ya han sido estudiadas desde el punto de vista analítico . 


Ahora comenzamos el estudio 
de ciertas curvas planas no 
incluídas , ordinariamente , en 
un curso de Geometría ele- 
mental. Empezaremos con la 
curva conocida con el nombre 
de parábola . 

54. Definiciones. La 
ecuación de la parábola. la 
deduciremos a partir de su 
definición como el lugar geo- 
métrico de un punto que se 
mueve de acuerdo con una ley 
especificada . 

DerinicióN. Una pará- 
bola es el lugar geométrico de 
un punto que se mueve en un 
plano de tal manera que su 
distancia de una recta fija, 


l 





Fig. 74 


situada en el plano, es siempre igual a su distancia de un punto fijọ 


del plano y que no pertenece a la recta. 


El punto fijo se llama foco y la recta fija directriz de la parábola . 
La definición excluye el caso en que el foco está sobre la directriz. 

Designemos por F y l (fig. 74), el foco y la directriz de una 
.parábola , respectivamente. La recta a que pasa por F y es perpen- 
dicular a 1 se llama eje de la parábola. Sea A el punto de intersec— 
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ción del eje y la directriz. El punto V, punto medio del segmen- 
to AF, está , por definición , sobre la parábola ; este punto se llama 
vértice. El segmento de recta, tal como BB’, que une dos puntos 
cualesquiera diferentes de la parábola se llama cuerda; en particular, 
una cuerda que pasa por el foco como CC”, se llama cuerda focal. 
La cuerda focal LI perpendicular al eje se llama lado recto. Si P es 
un punto cualquiera de la parábola, la recta FP que une el foco F 
con el punto P se llama radio focal de P , o radio vector. 

55. Ecuación de la parábola de vértice en el origen y eje un eje 
coordenado. Veremos que la ecuación de una parábola toma su forma 
más simple cuando su vértice está en el origen y su eje coincide con 
uno de los ejes coordenados. De 
acuerdo con esto, consideremos la 
parábola cuyo vértice está en el 
origen (fig. 75) y cuyo eje coincide 
con el eje X. Entonces el foco F ` 
está sobre el eje X; sean (p, 0) 
sus coordenadas. Por definición de 
parábola , la ecuación de la direc- 
triz l es x= — p. Sea P(x, y) 
un punto cualquiera de la parábola. 
Por P tracemos el segmento PA 
perpendicular a l. Entonces, por 
la definición de parábola , el pun- 
to P debe satisfacer la condición 
geométrica 


ESR IFP|=|PA|. (1) 
Por el teorema 2 del Artículo 6, tenemos 
(FE = VE 
y por el teorema 9 (Art. 33), tenemos 


[PA | =l2+pl. 





Por tanto, la condición geométrica (1) está expresada , analítica- 
mente , por la ecuación 


Va py =|z+pl. 


Si elevamos al cuadrado ambos miembros de esta ecuación y simplifi- 
camos , obtenemos 


y! = 4pr. (2) 
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Recíprocamente , sea Pi(x1, y1) un punto cualquiera cuyas coor- 
denadas satisfagan (2). Tendremos : 


y? = 4px1. 


Si sumamos (zı — p)? a ambos miembros de esta ecuación , y extrae- 
mos la raíz cuadrada , obtenemos, para la raíz positiva, 


Vla- p +y’ =lat pl, 


que es la expresión analítica de la condición geométrica (1) aplicada 
al punto Pı. Por tanto, Pı está sobre la parábola cuya ecuación está 
dada por (2). 

Ahora discutiremos la ecuación (2) siguiendo el método explicado 
en el Artículo 19. Evidentemente, la curva pasa por el origen y no 
tiene ninguna otra intersección 
con los ejes coordenados. La Y l 
única simetría que posee el lugar 
geométrico de (2) es con res- 
pecto al eje X. Despejando y 
de la ecuación (2), tenemos : 


y==2V pz. (3) x 
F(p0) ¡0 
Por tanto, para valores de y 


reales y diferentes de cero, py x 
deben ser del mismo signo. Se- 
gún esto, podemos considerar 
dos casos: p >0 y p<O0. 

Si p >0, deben excluirse 2=-p, p<0 
todos los valores negativos de z, Fig. 76 
y todo el lugar geométrico se 
encuentra a la derecha del eje Y. Como no se excluye ningún valor 
positivo de z, y como y puede tomar todos los valores reales , el lugar 
geométrico de (2) es una curva abierta que se extiende indefinidamente 
hacia la derecha del eje Y y hacia arriba y abajo del eje X. Esta posi- 
ción es la indicada en la figura 75, y se dice que la parábola se abre 
hacia la derecha. 

Análogamente, si p < 0, todos los valores positivos de z deben 
excluirse en la ecuación (3) y todo el lugar geométrico aparece a la 
izquierda del eje Y. Esta posición está indicada en la figura 76, y, 
en este caso, se dice que la parábola se abre hacia la izquierda . 

Es evidente que la curva correspondiente a la ecuación (2) no tiene 
asíntotas verticales ni horizontales. 
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Según la ecuación (3), hay dos puntos sobre la parábola que tienen 
abscisa igual a p; uno de ellos tiene la ordenada 2p y el otro la orde- 
nada — 2p. Como la abscisa del foco es p, se sigue (Art. 54) que 
la longitud del lado recto es igual al valor absoluto de la cantidad 4p. 

Si el vértice de la parábola está en el origen y su eje coincide con 
` el eje Y, se demuestra , análogamente , que la ecuación de la pará- 
bola es 

r = 4py, (4) 


en donde el foco es el punto (0, p). Puede demostrarse fácilmente 
que, si p > 0, la parábola se abre hacia arriba (fig. 77[a]); y, si 
p <0, la parábola se abre hacia abajo (fig. 77[b]). La discusión 
completa de la ecuación (4) se deja como ejercicio al estudiante. 





(a) 


Fig. 77 


Las ecuaciones (2) y (4) se llaman a veces la primera ecuación 
ordinaria de la pardbola. Como son las ecuaciones más simples de la 
parábola , nos referimos a ellas como a las formas canónicas. 

Los resultados anteriores se resumen en el siguiente 


TEOREMA 1. La ecuación de una parábola de vértice en el origen y 
eje el eje X , es 


y? = 4px, 
en donde el foco es el punto (p, 0) y la ecuación de la direciriz es 
x= —p. Si p> 0, la parábola se abre hacia la derecha; si p <0, 


la parábola se abre hacia la izquierda. 
Si el eje de una parábola coincide con el eje Y , y el vérlice está en el 
origen, su ecuación es 
x’ = 4py, 


en donde el foco es el punto (0, p), y la ecuación de la directriz es 
y=-—p. Sip>0, la parábola se abre hacia arriba; si p <0, la 
pardbola se abre hacia abajo. 
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En cada caso, la longitud del lado recto está dada por el valor absoluto 
de 4p, que es el coeficiente del término de primer grado. 


Ejemplo. Una parábola cuyo vértice está en el origen y cuyo eje coincide 
con el eje Y pasa por el punto (4, — 2). Hallar la ecuación de la parábola, las 
coordenadas de su foco, la ecuación de su directriz y la longitud de su lado recto. 
Trazar la gráfica correspondiente. 

Solución. Por el teorema l, la ecuación de la parábola es de la forma 


yra 4py. (4) 


Como la parábola pasa por el punto (4, — 2), las coordenadas de este punto 
deben satisfacer la ecuación (4), y 
tenemos Y 

16 = 4p (~ 2), 


de donde, p = — 2, y la ecuación 
buscada es 
x? = — 8y, 


También, por el teorema l, el foco 
es el punto (0, p), osea, (0, —2), 
la ecuación de la directriz es 





y= ~p 
O sea, y = 2, Fig. 78 


y la longitud del lado recto es | 4p] = 8. En la figura 78, se ha trazado el lugar 
geométrico. foco, directriz y lado recto. 


EJERCICIOS. Grupo 23 


Dibujar para cada ejercicio la gráfica correspondiente. 


En cada uno de los ejercicios 1-4, hallar las coordenadas del foco, la eciación 
de la directriz y la longitud del lado recto para la ecuación dada, y discutir el 
lugar geométrico correspondiente. 


1. y =12x. 3. y +8x=0, 

2. x? = |2y. 4, x2+2y=0, 

5. Deducir y discutir la ecuación ordinaria x? =4py. 

6. Hallar un procedimiento para obtener puntos de la parábola por medio 
de escuadras y compás, cuando se conocen el foco y la directriz. 

7. Hallar un procedimiento para obtener puntos de la parábola por medio 
de escuadras y compás, si se dan el foco y el vértice. 

8. Hallar la ecuación de la parábola de vértice en el origen y foco el pun- 
to (3, 0). ` 

9. Hallar la ecuación de la parábola de vértice en el origen y foco el pun- 
to (0, — 3). 

10. Hallar la ecuación de la parábola de vértice en el origen y directriz la 

recta y — 5 = 0. 





Nu 
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11. Hallar la ecuación de la parábola de vértice en el origen y directriz la 
recta x +5 =0. 

-12. Una paråbola cuyo vértice está en el origen y cuyo eje coincide con el 
eje X pasa porel punto (— 2, 4). Hallar la ecuación de la parábola, las coor- 
denadas del foco, la ecuación de la directriz y la longitud de su lado recto, 

13. Una cuerda de la parábola y? — 4x =Û es un segmento de la recta 
x—2y+3=0. Hallar su longitud. 

14. Hallar la longitud de la cuerda focal de la parábola x? + 8y = 0 que es 
paralela a la recta 3x + 4y — 7 =0. 

15. Demostrar que la longitud del radio vector de cualquier punto 
P,(x1 yı) de la parábola y? = 4px esiguala |x1 + pl. 

16. Hallar la longitud del radio vector del punto de la parábola y? — 9x =0 
cuya orderida es igual a 6. 

17. De un punto cualquiera de una parábola se traza una perpendicular al 
eje. Demostrar que esta perpendicular es media proporcional entre el lado recto 
y la porción del eje comprendida entre el vértice y el pie de la perpendicular. 

18. Hallar la ecuación de la circunferencia que pasa por el vértice y los pun- 
tos extremos del lado recto de la parábola x? — 4y = 0. 

19) Los extremos del lado recto de una parábola cualquiera se unen con el 
punto de intersección del eje con la directriz. Demostrar que estas rectas son 
perpendiculares entre sí. 

20. Una circunferencia cuyo centro es el punto (4, — 1) pasa por el foco 
de la parábola x? + l6y = 0. Demostrar que es tangente a la directriz de la 
parábola. 

21. Hallar la ecuación de una parábola tomando como ejes X y Y, el eje 
y la directriz respectivamente. i 


En cada uno de los ejercicios 22-25, aplicando Ja definición de la parábola, 
hallar la ecuación de la parábola a partir de los datos dados. Reducir la ecuación 
a la primera forma ordinaria por transformación de coordenadas. 


22. Foco (3, 4), directriz x — 1 =0, 

23. Foco (3, — 5), directriz y — 1 =0. 

24. Vértice (2, 0), foco (0, 0). 

25. Foco (— 1, 1), directriz x+ y — 5 = 0. 


56. Ecuación de una parábola de vértice (h, k) y eje paralelo a un 
eje coordenado. Frecuentemente necesitaremos obtener la ecuación de 
una parábola cuyo vértice no esté en el origen y cuyo eje sea paralelo, 
y no necesariamente coincidente, a uno de los ejes coordenados. De 
acuerdo con esto, consideremos la parábola (fig. 79) cuyo vértice es 
el punto (h, k) y cuyo eje es paralelo al eje X. Si los ejes coor- 
denados son trasladados de tal manera que el nuevo origen O’ coin- 
cida con el vértice (k, k), se sigue, por el teorema 1 del Artícu— 
lo 55, que la ecuación de la parábola con referencia a los nuevos 
ejes X’ y Y” está dada por 


y” =4px', (1) 
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en donde las coordenadas del foco F son (p, 0) referido a los nuevos 
ejes. A partir de la ecuación de la parábola referida a los ejes origina- 
les X y Y, podemos obtener la ecuación (1) usando las ecuaciones 
de trasformación del teorema 1, Artículo 50, a saber, 


r=Y+h, y=y +k, 
de donde, 
t=rt-h, y =y-k. 


Si sustituímos estos valores de x' y y” en la ecuación (1), obtenemos 
(y — kY = 4p(x— h). (2) 


Análogamente, la parábola cuyo vértice es el punto (h, k) y cuyo 
eje es paralelo al eje Y tiene por 
ecuación 


(1—h) = 4p(y — k), (3) 


en donde |p| es la longitud de 
aquella porción- del eje com- 
prendida entre el foco y el 
vértice. 

Las ecuaciones (2) y (3) 
se llaman, generalmente , se- 
gunda ecuación ordinaria de la 
parábola . Fig. 79 

Los resultados anteriores, 
junto con los obtenidos en el teorema 1 del Artículo 55, conducen al 
siguiente 





TEOREMA 2. La ecuación de una parábola de vértice (h, k) y eje 
paralelo al eje X , es de la forma 


(y —k) = 4p(x — h), 


siendo |p | la longitud del segmento del eje comprendido entre el foco y el 
vértice. 

Si p > 0, la parábola se abre hacia la derecha; si p < 0, la parábola 
se abre hacia la izquierda . 

Si el vértice es el punto (h, k) y el eje de la parábola es paralelo al 
eje Y , su ecuación es de la forma 


(x — h} = 4p(y — k). 


Si p > 0, la parábola se abre hacia arriba; si p < 0, la parábola se 
abre hacia abajo. 
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Ejemplo 1. Hallar la ecuación de la parábola cuyo vértice es el punto 
(3, 4) y cuyo foco es el punto (3, 2), Hallar también la ecuación de su direc- 
triz y la longitud de su lado recto. 

Solución. Como el vértice V y el foco F de una parábola están sobre su 
eje, y como en este caso cada uno de estos puntos tiene la misma abscisa 3, se 





Fig. 80 


sigue que el eje a es paralelo al eje Y, como se indica en la figura 80. Por 
tanto, por el teorema 2, la ecuación de la parábola es de la forma 


(x —h)? = 4p (y — k). 
Como el vértice V es el punto (3, 4), la ecuación puede escribirse 
(x - 3)? = 4p (y — 4). 
Ahora bien, lol = | FV |= |4 —2] = 2. Pero, como el foco F está abajo del 


vértice V, la parábola se abre hacia abajo y p es negativo. Por tanto, p =-—2, 
y la ecuación de la parábola es 


(x — 3)? = — 8(y — 4), 


y la longitud del lado recto es 8. 

Designemos por A el punto en que el eje a corta a la directriz 1. Como 
V (3, 4) es el punto medio del segmento AF, se sigue que las coordenadas de A 
son (3, 6). Por tanto, la ecuación de la directriz es y = 6. 


Si desarrollamos y trasponemos términos en la ecuación 
(y -=k?=4p(x—h), 
y? — 4px— 2ky + k*+4ph=0, 


obtenemos 


que puede escribirse en la forma 
i y+rar+ay+a=0, (4) 


en donde a = — 4p, a2 = — 2k y as = k? + 4ph. Recíprocamente , 
completando el cuadrado en y, podemos demostrar que una ecuación 
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de la forma (4) representa una parábola cuyo eje es paralelo al 
eje X. 

Al discutir la ecuación de la forma (4) suponemos que as % 0. 
Si aı = 0, la ecuación toma la forma 


y+ay+a=0, (5) 


que es una ecuación cuadrática en la única variable y. Si las raíces 
de (5) son reales y desiguales, digamos rı y r2, entonces la ecua- 
ción (5) puede escribirse en la forma 


(y —11) (y —12)=0, 


y el lugar geométrico correspondiente consta de dos rectas diferentes , 
y ="51 y y =r2, paralelas ambas al eje X. Si las raíces de (5) son 
reales e iguales, el lugar geométrico consta de dos rectas coincidentes 
representadas geométricamente por una sola recta paralela al eje X. 
Finalmente, si las raíces de (6) son complejas, no existe ningún 
lugar geométrico . 

Una discusión semejante se aplica a la otra forma de la segunda 
ecuación ordinaria de la parábola 


(x — h? = 4p(y — k). 
Los resultados se resumen en el siguiente 


Teorema 3. Una ecuación de segundo grado en las variables x y y 
que carezca del término en xy puede escribirse en la forma 


Ax? + Cy? + Dx +Ey+F=0. 


Si A=0, C#0 y D=*0, la ecuación representa una parábola 
cuyo eje es paralelo a (o coincide con) el eje X. Si, en cambio, D = 0, 
la ecuación representa dos rectas diferentes paralelas al eje X , dos rectas 
coincidentes paralelas al eje X , o ningún lugar geométrico, según que las 
raíces de Cy? + Ey +F = 0 sean reales y desiguales, reales e iguales o 
complejas . 

Ss Ax0,C=0yE%40, la ecuación representa una parábola 
cuyo eje es paralelo a (o coincide con) el eje Y. Si, en cambio, E = 0, 
la ecuación representa dos rectas diferentes paralelas al eje Y , dos rectas 
coincidentes paralelas al eje Y o ningún lugar geométrico, según que las 
raíces de Ax? + Dx + F = 0 sean reales y desiguales , reales e iguales 
o complejas. 

Ejemplo 2. Demostrar que la ecuación 4x? — 20x — 24y + 97 =0 repre- 


senta una parábola, y hallar las coordenadas del vértice y del foco, la ecuación 
de su directriz y la longitud de su lado recto. 
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Solución. Por el teorema 3, la ecuación 
4x? — Wx — 24y +9 =0 (6) 


representa una parábola cuyo eje es paralelo al eje Y. 
Si reducimos la ecuación (6) a la segunda forma ordinaria, completando el 
cuadrado en x, obtenemos 


(«- 5) = 0-3. (7) 


De esta ecuación vemos inmediatamente que las coordenadas del vértice son 


(5 3) Como 4p = 6, p=2 


, y la parábola se abre hacia arriba. Entonces, 


como el foco está sobre el eje y el eje es paralelo al eje Y, se sigue que las coorde- 


nadas del foco son (+ 3 +5) o sea, (7 3) La ecuación de la directriz 


es y=3- 5: o sea, y= sA y la longitud del lado recto es | 4p] = 6. 


Se recomienda al estudiante que dibuje la figura correspondiente a este ejem- 
plo. También se recomienda resolver el problema por traslación de los ejes 
coordenados. 


En las dos formas dc la segunda ecuación ordinaria de la parábola , 
dadas por el teorema 2, hay tres constantes arbitrarias independientes 
o parámetros, h, k y p. Por tanto, la ecuación de cualquier pará- 
bola cuyo eje sea paralelo a uno de los ejes coordenados puede deter- 
minarse a partir de tres condiciones independientes. Veamos un 
ejemplo. 


Ejemplo 3. Hallar la ecuación de la parábola cuyo eje es paralelo al eje X 
y que pasa por los tres puntos (+ = 1). (0, 5) y (— 6, — 7). 
Solución. Por el teorema 2, la ecuación buscada es de la forma 
(y — k)? = 4p (x — h). 


Podemos, sin embargo, tomar también la ecuación en la [orma dada por el teo- 
rema 3, a saber, 


Cy? + Dx +Ey+F=0. 


Como C * 0, podemos dividir toda la ecuación por C, obteniendo así 


y? + D'xtE'ytF'=0, (8) 
atn -D pE E 
n donde D' = E' E! = € y F'= T son tres constantes por determinarse. 


Como los tres puntos dados están sobre la parábola, sus coordenadas deben 
satisfacer la ecuación (8). Por tanto, expresando este hecho, obtenemos las 
tres ecuaciones siguientes correspondiendo a los puntos dados: 


Ca — 1), 1+34D'- E'+F'=0, 
(0, 5), 25 +5E' E= 
le. =7), —M6D! —7E1+F! =0, 
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que pueden escribirse así, 
y 


%D'- El4F'=-—1, 
5E' +4 F' = — 25, 
6D'+7E'—F'=49. i 


La solución de este sistema de tres ecuaciones nos da 
D'= 8, E'=-2, F'=-—15, 
Sustituyendo estos valores en la ecuación (8), obtenemos 
y? +x-—2y-1=0, 


que es la ecuación de la parábola que se buscaba. 

El estudiante debe dibujar la figura para este ejemplo y verificar el hecho de 
que las coordenadas de cadı uno de los tres puntos dados satisfacen la ecuación 
de la parábola. También debe obtener la misma ecuación usando la forma 


(y — k)? = 4p(x — h). 


EJERCICIOS. Grupo 24 


Dibujar para cada ejercicio la figura correspondiente. 


1. Deducir y discutir la ecuación ordinaria (x — h)? = 4p(y — k). 

2. Por transformación de coordenadas, reducir las dos formas de la segunda 
ecuación ordinaria a las dos formas correspondientes de la- primera ecuación 
ordinaria de la parábola. 

3. Demostrar que si se tiene la ecuación de la parábola en la ferma 
(y — k)? = 4p(x — Rh). las coordenadas de su foco son (h +p. R) y Ja 
ecuación de su directriz es x = k — p. 

4. Demostrar que si se tiene la ecuación de una parábola en la forma 
(x — h)? = 4p(y — k), las coordenadas de su foco son (h, k+p). y la 
ecuación de su directriz es y = k — p. 

5, Por medio de la primera ecuación ordinaria, deducir la siguiente propie- 
dad geométrica de la parábola: Si desde un punto cualquiera de una parábola se 
baja una perpendicular a su eje, el cuadrado de la longitud de esta perpendicular 
es igual al producto de las longitudes de su lado recto y del segmento del eje 
comprendido entre el pie de dicha perpendicular y el vértice. Toda parábola, 
cualquiera que sea su posición relativa a los ejes coordenados, posee esta propie- 
dad geométrica llamada propiedad intrinseca de la parábola. 

6. Por medio de la propiedad intrínseca de la parábola, establecida en el 
ejercicio 5, deducir las dos formas de la segund. ecuación ordinaria de dicha 
curva. 

7. Hallar la ecvación de la parábola cuyos vértice y foco son los puntos 
(— 4, 3) y (— 1, 3), respectivamente. Hallar también las ecuaciones de su 
directriz y su eje. 
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8. Hallar la ecuación de la parábola cuyos vértice y foco sæ-łos puntos 
(3. 3) y (3, 1), respectivamente. Hallar también la ecuación de su directriz y 
la longitud de su lado recto. S 
9. La directriz de una parábola es la recta y — 1 = 0, y su foco es el pun- 
to (4, — 3). Hallar la ecuación de la parábola por dos métodos diferentes. 
La directriz de una parábola es la recta x +5 =0, y su vértice es el 
punto (0, 3). Hallar la ecuación de la parábola por dos métodos diferentes. 


En cada uno de los ejercicios 11-15, redúzcase la ecuación dada a la segunda 
forma ordinaria de la ecuación de la parábola, y hallar las coordenadas del vér- 
tice y del foco, las ecuaciones de la directriz y eje, y la longitud del lado recto. 


11. 4y? — 48x — 20y = 71. 14, 4x? + 48y + 12x = 159. 
12. 9x? + 24x + 72y + 16 =0. 15. y =ax? + bx+Hc. 
13. y? 4 4x =7 


16. Resolver el ejemplo 2 del Artículo 56 trasladando los ejes coordenados. 

17. Resolver el ejercicio 14 trasladando los ejes coordenados. 

18. Discutir la ecuación Ax?4+ Cy? + Dx+Ey+F=20 cuando A = E æ F m0 
yc=0, D#0. 

19. Resolver el ejemplo 3 del Artículo 56 tomando la ecuación en la forma 
(y — k)? = 4p (x — h). 

20. Hallar las coordenadas del foco y el vértice, las ecuaciones de la. direc- 
triz y el eje, y la longitud del lado recto de la parábola del ejemplo 3 del Ar- 
tículo 56. 

21. Determinar la ecuación de la familia de parábolas que tienen un foco 
común (3, 4) y un eje común paralelo al eje Y. 

- 22. La ecuación de una familia de parábolas es y = 4x2 + 4x + c. Discutir 
cómo varía el lugar geométrico cuando se hace variar el valor del parámetro c. 

23. La ecuación de una familia de parábolas es y = ax? + bx. Hállese la 
ecuación del elemento de la familia que pasa por los dos puntos (2, 8) 


y 5) 

pa Hallar la ecuación de la parábola cuyo eje es paralelo al eje X y que pasa 
por los tres puntos (0, 0), (8, — 4) y (3. 1). 

Y. Hallar la ecuación de la parábola de vértice el punto (4, — 1), eje la 

recta y +1 = 0 y que pasa por el punto (3, — 3). : i 

26. Demostrar, analiticamente, que cualquier recta paralela al eje de una 
parábola corta a ésta en uno y solamente en un punto. ý 

27. Demostrar que la longitud del radio vector de cualquier punto 
Pı(xı, yı) de la parábola (y — k)? = 4p (x — h) es iguala |x- h + pl. 

28. Hallar la longitud del radio vector del punto de la parábola 


y? +4x+ ?2y -19=0 


cuya ordenada es igual a 3. 

29. Hallar e identificar la ecuación del lugar geométrico de un punto que se 
mueve de tal manera que su distancia de la recta x +3 =0 es siempre 2 unidades 
mayor que su distancia del punto (1, 1). 

30. Hallar e identificar la ecuación del lugar geométrico del centro de una 
circunferencia que es siempre tangente a la recta y — | = 0 ya la circunferencia 


x3 4 y? =9. 
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57. Ecuación de la tangente a una parábola. La determinación 
de la tangente a la parábola no requiere la introducción de ningún con- 
cepto nuevo. Como la ecuación de una parábola es de segundo grado, 
su tangente puede obtenerse empleando la condición para tangencia 
estudiada en el Artículo 44. 

Como para la circunferencia (Art. 45), consideraremos tres casos : 


1. Tangente en un punto de contacto dado. Vamos a determinar la ecua- 


ción de la tangente a la parábola 
y? = 4px, (1) 


en un punto cualquiera Pi(xı. yı) de la parábola. 
La ecuación de la tangente buscada es de la forma 
y—-y = m(x- x), (2) 
en donde está por determinarse la pendiente m. Si el valor de y dado por la 


ecuación (2) es sustituído en la ecuación (1), se obtiene 


(yı + mx — mx1)? = 4px, 
la cual se reduce a 


mx? +(2my1 — 2m? xı — 4p) x +(y1? + m? x? — 2mx1y1) = 0. 
Para la tangencia, el discriminante de esta ecuación debe anularse, y escribimos 
(myi — 2m? xı — 4p)? — 4m? (y? + m? x? — 2mx1 yi) = 0, 


la cual se reduce a 
i xım? — yım +p =0, (3) 
de donde, 


= Y +y y1? — 4pxı 


m 
2x1 


Pero, como Pi(x1, yı) está sobre la parábola (1), tenemos 
yi2 = 4pxı, (4) 


de donde m = PA Si sustituímos este valor de m en (2), obtenemos, después 
x1 


de simplificar y ordenar los términos, 


lx1y = ya (x + xı). 


2 
De la ecuación (4), 2x1 = qa y si se sustituye este valor en la última ecuación 
p 


se obtiene la forma más común de la ecuación de la tangente, 


yy = 2p(x +x1). 


Muchas propiedades interesantes e importantes de la parábola están 
asociadas con la tangente en un punto cualquiera de la curva. La 
deducción de tales propiedades es más sencilla, en general, usando 
la forma canónica (1) y, por tanto, la ecuación de la tangente que 
acabamos de obtener es especialmente útil. Según la ecuación obte- 
nida , tenemos el teorema que damos a continuación . 


Lehmann: — 11. E 
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TEOREMA 4. La tangente a la parábola y? = 4px en cualquier 
punto Pı (xı, yı) de la curva tiene por ecuación 


yy = 2p(x + xı). 


2. Tangente con una pendiente dada. Consideremos ahora el problema 
general de determinar la ecuación de la tangente de pendiente m a la pará- 
bola (1). 

La ecuación buscada es de la forma 


y=mx+k, (5) 


en donde k es una constante cuyo valor debe determinarse. Si sustituímos el 
valor de y dado por (5) en la ecuación (1), obtenemos 


(mx + k)? = 4px, 
m? x? + (2mk — 4p)x + k? = 0. 


o sea, 


La condición para la tangencia es 
(2mk — 4p)? — 4k? m? = 0, 
de donde, 
k=, 
m 


valor que, sustituido en (5), nos da la ecuación buscada 


y= m +, mX0. 
m 


TEOREMA 5. La tangente de pendiente m a la parábola y? = 4px 
tiene por ecuación 


yzm+E, m #0. 


3. Tangente trazada desde un punto exterior. Veamos el siguiente pro- 
blema: 
Ejemplo. Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas del punto (2, —4) 
a la parábola x? — 6x — 4y + 17 =0. 
Solución. La ecuación de la familia de rectas que pasan por el punto 
(2, — 4) es 
y+4=m(x-2), (6) 


en donde el parámetro m es la pendiente de la tangente buscada. De la ecua- 
ción (6). y = mx — 2m — 4, valor que sustituído en la ecuación de la pará- 


bola nos da 
x? — Ox — 4(mx — 2m — 4)+ 17 = 0. 


Esta ecuación se reduce a 
x? — (4m + 6)x + (8m + 33) =0. 


Para que haya tangencia, 
(4m + 6)? — 4 (8m + 33) =0. 
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Resolviendo esta ecuación se obtiene m =2, — 3. Por tanto, por (6), las 
ecuaciones de las tangentes buscadas son 


y+t4=2(x-2) y y+4=-3(x-2), 
O sea, 
2x-=y-8=0 y 3x4+y-2=0,. 


El estudiante debe dibujar la figura correspondiente a este problema. 


EJERCICIOS. Grupo 25 


Dibujar una figura para cada ejercicio. 


En cada uno de los ejercicios 1-3 hallar las ecuaciones de la tangente y la 
normal y las longitudes de la tangente, normal, subtangente y subnormal, para 
la parábola y el punto de contacto dados. 


1. y? —4x=0; (l, 2). 
2. y +4x+2y+9=0; (—6, 3). 
3. x? — 6x +5y—ll=0; (2, — 1). 


4. Por medio del teorema 4 (Art. 57) hallar la ecuación de la tangente del 
ejercicio l. 

5. Demostrar que la ecuación de la normal a la parábola y? = 4px en 
Pi(x1 yı) es yıx + 2py = x1y1 +2py1- 

6. Por medio del resultado del ejercicio 5, hallar la ecuación de la normal 


del ejercicio 1. 
a © Demostrar que las tangentes a una parábola en los puntos extremos de 

AO su lado recto son perpendiculares entre sí. 
+ ® Demostrar que el punto de intersección de las tangentes del ejercicio 7 
está sobre la directriz de la parábola. (Ver el ejercicio 19 del grupo 23, 


Art. 55.) 
9. Hallar la ecuación de la tangente de pendiente — l a la parábola 
y? —8x=0. 


10. Hallar la ecuación de la tangente a la parábola x? + 4x + Ry — 8 =0 
que es paralela a la recta 3x + 9y — 11 = 0. 

11. Hallar la ecuación de la tangente a la parábola y? — 2x +2y+3=0 
que es perpendicular a la recta 2x + y +7 =0. 

12. Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas desde el punto (— 3, 3) 
a la parábola y? — 3x — 8y + 10 =0. 

13. Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas del punto (l, 4) a la 
parábola y? + 3x — 6y +9=0. 

14. Del punto (—1, — 1), se trazan dos tangentes a las parábola 


y? —x+4y+6=0. 


Hallar ei ángulo agudo formado por estas rectas. 
15. Con referencia a la parábola y? — 2x + 6y + 9 = 0, hallar los valores 
de k para los cuales las rectas de la familia x + 2y + k =0: 


a) cortan a la parábola en dos puntos diferentes; 
b) son tangentes a la parábola; 
c) no cortan a la parábola. 


164 GEOMETRIA ANALITICA PLANA 


16. Hallar el ángulo agudo de intersección de la recta x— y —4=0 y la 
parábola y? = 2x en cada uno de sus puntos de intersección. 

17. Hallar el ángulo agudo de intersección de la circunferencia x? + y? = 25 
y la parábola x?—4y—4=0 en uno cualquiera de sus dos puntos de intersección. 

18. Demostrar que las parábolas x?—4x+8y-—20=0 y x? —4x—4y+4=0 
son ortogonales entre sí en cada uno de sus puntos de intersección. 

19. Desde el foco de una parábola se traza una recta perpendicular a una 
tangente cualquiera a la parábola. Demostrar que el punto de intersección de 
estas rectas está sobre la tangente a la parábola en el vértice. 

20. Demostrar que la normal de pendiente m a la parábola y? = 4 px tiene 
por ecuación y = mx — 2pm — pmi. 

21. Demostrar que cualquier tangente a una parábola, excepto la tangente 
en el vértice, corta a la directriz y al lado recto (prolongado si es necesario) en 
puntos que son equidistantes del foco. 

22. En cualquier punto P de una parábola. no siendo el vértice. la tan- 
gente y la normal cortan al eje de la parábola en los puntos A y B, respectiva- 
mente. Demostrar que los puntos A, B y P son equidistantes del foco. 

23. Por medio del resultado del ejercicio 22, demuéstrese un procedimiento 
para trazar la tangente y la normal en cualquier punto de una parábola dada. 

24. Demostrar que la tangente a la parábola (y — k)? = 4p(x ~ h), de 


pendiente m, tiene por ecuación y = mx — mh + k + L, m #0. 
m 


"aA 25. Demostrar que toda circunferencia que tiene de diámetro una cuerda 
a focal de una parábola, es tangente a la directriz. 


r. 7 26. Se han trazado dos círculos cada uno de los cuales tiene por diámetro 
+? * una cuerda focal de una parábola. Demostrar que la cuerda común de los circu- 
los pasa por el vértice de la parábola. 

27. Si desde un punto exterior P se trazan tangentes a una parábola, el 
segmento de recta que une las puntos de contacto se llama cuerda de contacto 
de P para esa parábola (véase el ejercicio 25 del grupo 18, Art. 45). Si 
Pi(x1. yı) es un punto exterior a la parábola y? = 4px, demuéstrese que la 
ecuación de la cuerda de contacto de P, es yy = 2p(x + xı). (Ver el teore- 


maá, Art. 57.) 
(28) Demostrar que la cuerda de contacto de cualquier punto de la directriz 
de ría parábola pasa por su foco. 


>= 29. Demostrar que el lugar geométrico de los puntos medias de un sistema 
de cuerdas paralelas de una parábola es una recta paralela al eje. Esta recta se 
llama diámetro de la parábola. 
30. Hallar la ecuación del diámetro de la parábola y? = l6x para un sistema 
de cuerdas paralelas de pendiente 2. 


58. La función cuadrática. La forma 
arè + br++c, (1) 


en donde, a, b y c son constantes y a % 0, se llama función cuadrá- 
tica de z, o trinomio de segundo grado, y puede ser investigada por 
medio de la relación 


y = ar? + brt C: (2) 
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Vimos en el Artículo 56 que la ecuación (2) se representa gráfica- 
mente por una parábola cuyo eje es paralelo a (o coincide con) ei 
eje Y. Por tanto, las propiedades analíticas de la función cuadráti- 
ca (1) pueden estudiarse convenientemente por medio de las propieda- 
des geométricas de la parábola (2). Si reducimos la ecuación (2) a 
la segunda forma ordinaria de la ecuación de la parábola, completando 
el cuadrado en x, obtenemos 


(+2) Sr Eta) 





(b) 


Fig. 8l 


que es la ecuación de una parábola cuyo eje es paralelo a (o coincide 


b b? i 
con) el eje Y, y cuyo vértice es el punto (- dar T sa) . Sia >0, 
la parábola se abre hacia arriba (fig. 81[a]); sia< 0, la parábola 
se abre hacia abajo (fig. 81[b]). : 

Un punto de una curva continua cuya ordenada sea algebraica-: 
mente mayor que la de cualquiera de los puntos vecinos a él se llama 
punto máximo de la curva. Análogamente, un punto cuya ordenada 
sea algebraicamente menor que la de cualquiera de los puntos vecinos 
a él se llama punto mínimo de la curva. Evidentemente, si a > 0 
(fig. 81[4a]) la parábola (2) tiene un solo punto mínimo, el vér- 
ticc V. De manera semejante, si a < 0 (fig. 81[b]) la parábola (2) 
tiene un único punto máximo , el vértice V. La interpretación «unalí- 


tica es bien obvia. Como las coordenadas del vértice V de la pará- 
2 


bola (4) son (o c— a) ; So sigue que si a > O la función 


cuadrática (3) tiene, para z = — ag? un valor mínimo igual a 
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2 


b ; : PAE ; 
c— —, y sia<O tiene, para r = — 7-, un valor máximo igual 


4a’ 2a 
ac— z» Resumimos estos resultados en el siguiente 
TEOREMA 6. La función cuadrática 
ax? + bx+c, a0, (1) 
está representada gráficamente por la parábola 
y=ax+bx+c, (2) 
cuyo eje es paralelo a (o coincide con) el eje Y , y cuyo vértice es el 


punto (-a È= 2) 
2a? 4a J` 

Si a > 0, a parábola (2) se abre hacia arriba y su vértice es un 
punto minimo , y la función cuadrática ( 1) tiene un valor minimo igual 
a E cuando = ma 

4a 2a’ 

Si a < 0, la parábola (2) se abre hacia abajo y su vértice es un 

punto máximo , y la función cuadrática (1) tiene un valor máximo igual 
2 
a ez cuando X = >. 

Acabamos de discutir los valores extremos de la función cuadrá- 
tica (1). Pero podemos también determinar fácilmente los valores 
de z para los cuales la función es positiva, negativa o cero. Por 
ejemplo, supongamos que la función cuadrática (1) es tal que tiene 
por gráfica a la figura 81(a) en donde la parábola corta al eje X en 
los dos puntos diferentes Pı y P. Como las ordenadas de Pi y Pz 
son nulas, se sigue, de (1) y (2), que sus abscisas 71 y r2, respec- 
tivamente, son las las raíces de la ecuación de segundo grado 


ar? +be+c=0. 


Además, como aparece en la gráfica, la función (1) es negativa para 
los valores de z comprendidos entre rı y r2, y es positiva para va- 
lores de z menores que rı y mayores que r:. El estudiante debe 
desarrollar una discusión semejante para la función cuadrática repre- 
sentada por la figura 81 (b). También debe discutir la función cua- 
drática cuya gráfica es tangente al eje X, y la función cuadrática 
cuya gráfica no corta al eje X. 


Ejemplo. Determinar el máximo o mínimo de la función cuadrática 
6+ x= x?, (3) 


y los valores de x para los cuales esta función es positiva, negativa y cero. 
llustrar los resultados gráficamente. 
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Solución. La función (3) está representada gráficamente por la parábola 
y=6+x- x’, 


que reducida a la forma ordinaria queda 


eai 7) E Ad 
2 ER E 
de modo que la parábola se abre hacia abajo y su vértice es el punto máximo 
(> 2) como se ve en la figura 82. 
Luego la función (3) tiene el valor má- 
ximo 25 cuando x = L, 
4 2 

Para determinar los valores de x 
para los cuales la función (3) es posi- 
tiva, necesitamos simplemente determi- 
nar, como en Algebra, los valores de x 
para los cuales la desigualdad 


=—x+x+6>0 


es verdadera. Esta desigualdad puede 
escribirse en la forma 


(= x— 2) (x -3)>0. Fig. 82 





Considerando los signos de los dos factores del primer miembro de esta des- 
igualdad, vemos quees verdadera para todos los valores de x comprendidos en 
el intervalo —2< x < 3. 

Análogamente, considerando la desigualdad 


(— x-—2) (x-3)<0, 


vemos que la función (3) es negativa para todos los valores de x tales que 
x<-2yx>3. 
Finalmente, considerando la igualdad 


(— x -2) (x-3)=0, 


vemos que la función (3) se anula cuando x = —2 y x=3, 


59. Algunas aplicaciones de la parábola. La parábola se presenta 
frecuentemente en la práctica. El propósito de este artículo es estudiar 
brevemente algunas aplicaciones de esta curva. 


a) Arco parabólico. De las diversas formas de arcos usadas en 
construcción, una tiene la forma de un arco parabólico. Tal forma, 
llamada arco parabólico , es la indicada en la figura 83(a). La longi- 
tud AC en la base se llama claro o luz; la altura máxima OB sobre 
la base se llama altura del arco. Si el arco parabólico se coloca de tal 
manera que su vértice esté en el origen y su eje coincida con el eje Y, 
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y si la longitud del claro es 2s y la altura es h, entonces podemos 
demostrar fácilmente que la ecuación de la parábola loma la forma 


s? 
t = — z” 


En un puente colgante, cada cable cuelga de sus soportes A y C 
en la forma del arco de una curva , como se indica en la figura 83 (b). 


Y 





Fig. 83 


La distancia AC comprendida entre los soportes del cable es la luz ; 
la distancia BO, altura vertical de los soportes del cable sobre el 
punto más bajo, se llama depresión del cable. Si los pesos de los 
cables son pequeños comparados con el de la carga, y si la distribución * 
del peso de la carga es uniforme en la dirección horizontal , se demues- 
tra en Mecánica que cada cable toma muy aproximadamente la forma 
de un arco parabólico. 


b) Propiedad focal de la parábola. La parábola tiene una impor- 
tante propiedad focal basada en el siguiente teorema. 


TEOREMA 7. La normal a la parábola en un punto Pi (xi, yı) 
cualquiera de la parábola forma ángulos iguales con el radio vector de Pı 
y la recta que pasa por Pı y es paralela al eje de la parábola . 


DemosTrRACIÓN. El teorema no se particulariza si tomamos como 
ccuación de la parábola la forma canónica 


y? = dpr. (1) 


Designemos por n la normal a la parábola en Pı, por l la recta que 
pasa por Pı paralela al eje, y por r el radio vector FP, tal como se 
indica en la figura 84. Sea a el ángulo formado por n yr, y Bf el 
formado por n y l. Vamos a demostrar que a = f. 
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La pendiente de la parábola en Pı(zı, yı) es A según el teore- 
1 


ma 4 del Artículo 57. Por tanto, la pendiente de n es — a . Tam- 


Y > Por tanto, por el teorema 5 del 





bién la pendiente de r es z 


Artículo 10, 





Y__Y_ 
tes Tp mn—p - 5Y + py — py _ YN PY 
OE yı? 2pzı — 2p? — y? 2prı — 2P — y? 

2p(11 — p) 





Fig. 84 


Como Pı(zı, yı) está sobre la parábola (1), sus coordenadas 
satisfacen la ecuación (1), y y? = 4pzı. Sustituyendo este valor 
de yi* en la última igualdad , tenemos 


Zayn AP) an (2) 


Ea = mn 2p dp —2p(m +p) 2p 


Y como la pendiente de l es 0, resulta : 
Yi 
(4) 
( 2p _ Y 
1+o(-2) 
2p 


Por tanto, de (2) y (3), a = P, y cl teorema queda demostrado. 


tg Pp = (3) 
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Si un rayo de luz lı toca a una superficie pulida m en el punto P, 
es reflejado a lo largo de otra recta, digamos lz, tal como se indica 
en la figura 85(a). Sea n la normal a m en P. El ángulo a formado 
por el rayo incidente lı y n se llama ángulo de incidencia; el ángulo f 
formado por el rayo reflejado l2 y n se llama ángulo de reflexión. 
En Física se demuestra que la ley de la reflexión establece: 1) que 
lı, n y lz son coplanares, y 2) que a =B. Por esta ley y por 
el teorema 7, vemos que si un foco luminoso se coloca en el foco F de 
una parábola , los rayos inciden sobre la parábola, y se reflejan según 
rectas paralelas al eje de la parábola, tal como se indica en la figu- 
ra 85(b). Este es el principio del reflector parabólico usado en las 
locomotoras y automóviles y en los faros buscadores. 


Y 


>x 





(a) 





(c) 
Fig. 85 


Como el Sol está tan distante de la Tierra , sus rayos , en la super- 
ficie terrestre, son, prácticamente, paralelos entre sí. Si un reflector 
parabólico se coloca de tal manera que su eje sea paralelo a los rayos 
del Sol, los rayos incidentes sobre el reflector se reflejan de manera 
que todos pasan por el foco, tal como se ve en la figura 85(c). Esta 
concentración de los rayos solares en el foco es el principio en que se 
basa el hacer fuego con una lente; también es el origen de la palabra 
foco, que es el término latino (focus) empleado para designar el hogar 
o chimenea. Esta propiedad también se emplea en el telescopio de 
reflexión en el cual los rayos paralelos de luz procedentes de las 
estrellas se concentran en el foco. 
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EJERCICIOS. Grupo 26 


Dibujar una figura para cada ejercicio. 


En cada uno de los ejercicios 1-4, hallar el valor máximo o mínimo de la 
función dada, y comprobar el resultado gráficamente. 


1. 4x? + 16x + 19. 3. x2-6x +09. 
2. 24x — 3x? — 47. 4. 4x — 2x? —5. 


En cada uno de los ejercicios 5-8, hallar los valores de x, si los hay, para 
los cuales es verdadera la desigualdad dada. Comprobar el resultado gráfica- 
mente. 


5. 4x2+llx-3>0. 7. 12x — x? -37 > 0. 
6. 8x — x? — l6 <0. 8. x? + 14x +49>0. 


En cada uno de los ejercicios 9-12, hallar los valores de x para los cuales la 
función dada es positiva, negativa y cero, y tiene un máximo o un mínimo, 
Comprobar los resultados gráficamente. 


9. x2-5x+4. 11. x? — 4x + 4. 
10. 3 — 5x — 2x?. 12. 4x? — 7x + 53. 


En cada uno de los ejercicios 13-15, sea y = ax? + bx + c una función cua- 
drática tal que las raíces de y = 0 sean r1 y ro. 


13. Si rı y r2 son reales y desiguales, y rı > r2, demostrar que y tiene el 
mismo signo que a cuando x > ri y x < r2, y es de signo contrario a a cuando 
r11>x>r 

14. Sir; y rz son reales e iguales, demuéstrese que y tiene el mismo signo 
que a cuando x #Æ rı. 

15. Si rı y rz son números complejos conjugados, demuéstrese que y tiene 
el mismo signo que a para todos los valores de x. $ 

16. Hallar la expresión para la familia de funciones cuadráticas de x aue 
tienen un valor máximo igual a 4 para x = — 2. 

17. Hallar la expresión para la familia de funciones cuadráticas de x que 
tienen un valor mínimo igual a 5 para x = 3, 


Los problemas enunciados en los ejercicios 18-23 deben comprobarse gráfi- 
camente. 


18. La suma de las longitudes de los catetos de un triángulo rectángulo es 
constante e igual a l4cm. Hallar las longitudes de los catetos si el área del trián- 
gulo debe ser máxima. 

19. La suma de dos números es 8. Hallar estos números si la suma de sus 
cuadrados debe ser mínima. 

20. El perímetro de un rectángulo es 20 cm. Hallar sus dimensiones si su 
área debe ser máxima. 

21. Hallar el número que excede a su cuadrado en un número máximo. 

22. Demostrar que de todos los rectángulos que tienen un perímetro fijo 
el cuadrado es el de área máxima. 
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23. Una viga simplemente apoyada de longitud / pies está uniformemente 
cargada con w libras por pie. En Mecánica se demuestra que a una distancia de 
x pies de un soporte, el momento flexionante M en pies-libras está dado por la 
fórmula M = lv wlx — M4 wx?. Demostrar que el momento flexionante es 
máximo en el centro de la viga. 

24. Determinar la ecuación del arco parabólico cuyo claro o luz es de 12 m 
y cuya altura es de 6 m. 

25. Determinar la ecuación del arco parabólico formado por los cables 
que soportan un puente colgante cuando el claro es de 150 m y la depresión de 
20 metros. 


CAPITULO VII 


LA ELIPSE 


60. Definiciones. Una elipse es el lugar geométrico de un punto 
que se mueve en un plano de tal manera que la suma de sus distancias 
a dos puntos fijos de ese plano es siempre igual a una constante, ma- 
yor que la distancia entre los dos puntos. 





Fig. 86 


Los dos puntos fijos se llaman focos de la elipse. La definición de 
una elipse excluye el caso en que el punto móvil esté sobre el segmento 
que une los focos. 

Designemos por F y F’ (fig. 86) los focos de una elipse. La rec- 
ta 1 que pasa por los focos tiene varios nombres ; veremos que es con— 
veniente introducir el término de eje focal para designar esta recta. 
El eje focal corta a la elipse en dos puntos, Y y V’, llamados vértices . 
La porción del eje focal comprendida entre los vértices, el segmento 
Vy’, se llama eje mayor. El punto C del eje focal, punto medio del 
segmento que une los focos, se llama centro. La recta l’ que pasa por 
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C y es perpendicular al eje focal | tiene varios nombres ; encontrare— 
mos conveniente introducir el término eje normal para designarla. El 
eje normal 1' corta a la elipse en dos puntos, A y A”, y el segmento 
AA' se llama eje menor. Un segmento tal como BB’, que une dos 
puntos diferentes cualesquiera de la elipse, se llama cuerda. En par- 
ticular, una cuerda que pasa por uno de los focos, tal como EE’, se 
llama cuerda focal. Una cuerda focal, tal como LL”, perpendicular 
al eje focal 1 se llama lado recto. Evidentemente como la elipse tiene 
dos focos, tiene también dos lados rectos. Una cuerda que pasa por C, 
tal como DD”, se llama un diámetro. Si P es un punto cualquiera de 
la elipse , los segmentos FP y F'P 
que unen los focos con el punto P se 
llaman radios vectores de P. 

61. Ecuación de la elipse de 
centro en el origen y ejes de coorde- 
nadas los ejes de la elipse. Consi- 
remos la elipse de centro en el 
origen y cuyo eje focal coincide con 
el eje X (fig. 87). Los focos F y F” 
están sobre el eje X. Como el cen- 

Fig. 87 tro O es el punto medio del seg- 

mento FF', las coordenadas de 

F y F’ serán, por ejemplo, (c, 0) y (—c, 0), respectivamente, 

siendo c una constante positiva. Sea P(x, y) un punto cualquiera 

de la elipse. Por la definición de la curva, el punto P debe satisfacer 
la condición geométrica 





|FP|+|FP| = 2a, (1) 


en donde a es una constante positiva mayor que c. 
Por el teorema 2, Artículo 6, tenemos 


FP |=VG—-co Eg, |FP|=vV Eeto, 


de manera que la condición geométrica (1) está expresada analítica— 
mente por la ecuación 


vV (æ — e) tyt V (+e) + y? 2. (2) 


Para simplificar la ecuación (2), pasamos el segundo radical al 
segundo miembro , elevamos al cuadrado , simplificamos y agrupamos 
los términos semejantes. Esto nos da 


ca+a=avV (+c + y. 
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Elevando al cuadrado nuevamente, obtenemos 
cx + 2a?cx+ al = 0x4 2a cr + ade ay, 


de donde, 
(a? — cx? + ay? = 0? (a? — e?). (3) 


Como 2a > 2c es a? > ec? y a? —c? es un número positivo que 
puede ser reemplazado por el número positivo b?, es decir, 


bd =a e, (4) 
Si en (3) reemplazamos a? — c? por b?, obtenemos 
br + a?y? =b, 
y dividiendo por a?b?, se obtiene, finalmente, 


q? y? 


T sl. (5) 


Recíprocamente, sea Pı (zı, zı) un punto cualquiera cuyas coor- 
denadas satisfacen la ecuación (5), de manera que 


x 2 2 

+1. (6) 
Invirtiendo el orden de las operaciones efectuadas para pasar de la 
ecuación (2) a la (5), y dando la debida interpretación a los signos 
de los radicales, podemos demostrar que la ecuación (6) conduce a la 
relación 


V (ta —c + y +V (a tce) +y? = 2, 


que es la expresión analítica de la condición geométrica (1) aplicada 
al punto Pı. Por tanto, Pı está sobre la elipse cuya ecuación está 
dada por (5). y 

Ahora discutiremos la ecuación (5) de acuerdo con el Artículo 19. 
Por ser a y — a las intersecciones con el eje X , las coordenadas de 
los vértices V y V’ son (a, 0) y (— a, 0), respectivamente, y la 
longitud del eje mayor es igual a 2a, la constante que se menciona en 
la definición de la elipse. Las intersecciones con el eje Y sonb y —b. 
Por tanto, las coordenadas de los extremos A y A’ del eje menor son 
(0, b) y (0, — b), respectivamente, y la longitud del eje menor es 
igual a 2b. 

Por la ecuación (5) vemos que la elipse es simétrica con respecto a 
ambos ejes coordenados y al origen . 
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Si de la ecuación (5) despejamos y , obtenemos 
b =z 
y= + Vei. (7) 


Luego , se obtienen valores reales de y solamente para valores de x del 
intervalo 


—-asx<a. (8) 


Si de la ecuación (5) despejamos z, obtenemos 
== PIE, 


de manera que se obtienen valores reales de x, solamente para va- 
lores de y dentro del intervalo 


—b<ySb. (9) 


De (8) y (9).se deduce que la elipse está limitada por el rectángulo 
cuyos lados son las rectas z = + a, y = + b. Por tanto, la elipse es 
una curva cerrada. 

Evidentemente, la elipse no tiene asíntotas verticales ni horizon- 
tales. 

La abscisa del foco F es c. Si en (7) sustituímos x por este valor 
se obtienen las ordenadas correspondientes que son 


y== Y BE, 


de donde, por la relación (4), 


Ya 


2 
Por tanto , la longitud del lado recto para el foco F es m Análoga- 


2 
mente, la longitud del lado recto para el foco F’ es = 


> Un elemento importante de una elipse es su excentricidad que se 
O 
define como la razón a representa usualmente por la letra e. 


De (4) tenemos 


(10) 


Como c< a, la excentricidad de una elipse es menor que la unidad . 
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Consideremos ahora el caso en que el centro de la elipse está en el 
origen, pero su eje focal coincide con el eje Y. Las coordenadas de 
los focos son entonces (0, c) y (0, —c). En este caso, por el mismo 
procedimiento empleado para deducir la ecuación (5), hallamos que 
la ecuación de la elipse es 


2 2 
aL, (11) 


en donde a es la longitud del semieje mayor, b la longitud del semieje 
menor, y a? =b? +e. La discusión completa de la ecuación (11) se 
deja al estudiante como ejercicio. 

Las ecuaciones (5) y (11) se llaman, generalmente, primera 
ecuación ordinaria de la elipse. Son las ecuaciones más simples de la 
elipse y, por tanto, nos referiremos a ellas como a à las formas canó- 
nicas. 

Los resultados anteriores se pueden resumir en el E 


Teorema 1. La ecuación de una elipse de centro en el origen                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                             miento para obtener puntos de una elipse usando escuadras y compás. 

4. Demostrar un procedimiento para obtener puntos de una elipse usando 
escuadra y compás si se conocen sus ejes mayor y menor. 

5. Demostrar que la circunferencia es un caso particular de la elipse cuya 
excentricidad vale cero. 


En cada uno de los ejercicios 6-9, hallar las coordenadas de los vértices y 
focos, las longitudes de los ejes mayor y menor, la excentricidad y la longitud 
de cada uno de sus lados rectos de la elipse correspondiente. Trazar y discutir el 
lugar geométrico. 

6. 9** + 4y 2 = 36. 8. 16* ! + 25y 3 = 400. 

7. 4x 2 + 9y 2 = 36. 9. x 2 + 3y 3 *= 6. 


10. Hallar la ecuación de la elipse cuyos vértices son los puntos (4, 0) , 
(— 4, 0) , y cuyos focos son los puntos (3, 0) , (— 3, 0) . 

11. Los vértices de una elipse son los puntos (0, 6) , (0, — 6) , y sus focos 
son los puntos (0. 4), (0. —4). Hallar su ecuación, 

12. Hallar la ecuación de la elipse cuyos focos son los puntos (2, 0), 
(— 2. 0) , y su excentricidad es igual a %. 

13. Los focos de una elipse son los puntos (3, 0) , (—3,0), y la longitud 
de uno cualquiera de sus lados rectos es igual a 9. Hallar la ecuación de la elipse. 


14. Hallar la ecuación y la excentricidad de la elipse que tiene su centro en el 
origen, uno de sus vértices en el punto (0, — 7) y pasa por el punto 

15. Una elipse tiene su centro en el origen y t’J eje mayor coincide con el 
eje X. Hallar su ecuación sabiendo que pasa por los puntos (V* 6, — l) y 


(2. V2). 

16. Hallar la ecuación de la elipse que pasa por el punto 


(VJ A . 

3 ) ■ t,ene 


su centro en el origen, su eje menor coincide con el eje X y la longitud de su 
eje mayor es el doble de la de su eje menor. y 

17. Demostrar que la longitud del eje menor de una elipse es media propor 
cional entre las longitudes de su eje mayor y su lado recto. 

18. Demostrar que la longitud del semieje menor de una elipse es media 
proporcional entre los dos segmentos del eje mayor determinados por uno de los 
focos. 


19. Demostrar que si dos elipses tienen la misma excentricidad, las longi¬ 
tudes de sus semiejes mayor y menor son proporcionales. 

20. SiPi(xi. yi) es un punto cualquiera de la elipse 6 s x 3 + a*y* = a 2 b 3 , 
demuéstrese qu^sus radios vectores son a + exi ya — ex\. Establecer el signi¬ 
ficado de la su¿ia de estas longitudes. 

21. Hallar los radios vectores del punto (3, J4) que está sobre la elipse 

7x* + 16y* J 112. 
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22. Los puntos extremos de un diámetro de la elipse b 2 x 3 + a 1 y 2 = a 3 b* 
son P j y P 2 ' Si F es uno de los focos de la elipse, demostrar que la suma de 
los radios vectores FP i y FP a es igual a la longitud del eje mayor. 

23. Si k es un número positivo, demostrar que la ecuación 3x 3 + 4y 2 » k 
representa una familia de elipses cada una de las cuales tiene de excentri¬ 
cidad l A. 

En cada uno de los ejercicios 24-26, usando la definición de elipse, hallar la 
ecuación de la elipse a partir de los datos dados. Redúzcase la ecuación a la pri¬ 
mera forma ordinaria por transformación de coordenadas. 

24. Focos (3, 8) y (3, 2) ; longitud del eje mayor = 10. 

26. Vértices (—3, — 1) y (5, — 1); excentricidad = y 4 . 

26. Vértices (2, 6) y (2, — 2) ; longitud del lado recto = 2. 

27. Hallar e identificar la ecuación del lugar geométrico de un punto que se 
mueve de tal manera que su distancia de la recta y = — 8 es siempre igual al 
doble de su distancia del punto (0, — 2) . 

28. Hallar e identificar la ecuación del lugar geométrico de los puntos me¬ 
dios de las ordenadas de los puntos de la circunferencia x J -j- ■» 9. 

29. Hallar e identificar la ecuación del lugar geométrico de los puntos que 
dividen a las ordenadas de los puntos de la circunferencia x 3 + y 3 — 16 en la 
razón 1 : 4. (Dos soluciones. ) 

30. Un segmento AB de longitud fija se mueve de tal manera que su extre¬ 
mo A permanece siempre sobre el eje X y su extremo ñ siempre sobre el eje Y. 
Si P es un punto cualquiera, distinto de A y B, y que no esté sobre el segmento 
AB o en su prolongación, demuéstrese que el lugar geométrico de P es una 
elipse. Un instrumento basado sobre este principio se usa para construir elipses 
teniendo como datos los ejes mayor y menor. 

62. Ecuación de la elipse de centro ( h, k ) y ejes paralelos a los 
coordenados. Ahora consideraremos la determinación de la ecuación 
de una elipse cuyo centro no está en el origen y cuyos ejes son parale¬ 
los a los ejes coordenados. Según esto, consideremos la elipse cuyo 

centro está en el punto (h , k ) y cuyo 
eje focal es paralelo al eje X tal como 
se indica en la figura 89. Sean 2a y 2b 
las longitudes de los ejes mayor y me¬ 
nor de la elipse , respectivamente. Si 
los ejes coordenados son trasladados 
de manera que el nuevo origen O' 
coincida con el centro (h , k) de la 
elipse, se sigue, del teorema 1, Ar¬ 
tículo 61, que la ecuación de la elipse 
X' y F' está dada por 
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De la ecuación (1) puede deducirse la ecuación de la elipse referida a 
los ejes originales X y Y usando las ecuaciones de transformación del 
teorema 1, Artículo 50 , a saber : 


de donde : 


x = x' + h, y = y' + k, 
x' = x — h, y' = y — k. 


Si sustituimos estos valores de x' y y' en la ecuación (1), obtenemos 


(x - hy (,y — fe) 2 

a 2 ^ 6’ 


( 2 ) 


que es la ecuación de la elipse referida a los ejes originales X y Y. 

Análogamente, podemos demostrar que la elipse cuyo centro es el 
punto (h , fe) y cuyo eje focal es paralelo al eje Y tiene por ecuación 


(x-hY ( y-kY 
b 2 + a 2 


(3) 


Las ecuaciones (2) y (3) se llaman, generalmente, la segunda 
ecuación ordinaria de la elipse. Los resultados precedentes, juntos con 
el teorema 1 del Artículo 61, nos dan el siguiente 

Teorema 2. La ecuación, de la elipse de centro el panto (h, k) y 
eje focal paralelo al eje X, está dada por la segunda forma ordinaria, 

(x-h) 2 , (y-k) 2 - 

a 2 r b 2 " 1 • 


Si el eje focal es paralelo al eje Y, su ecuación está dada por la 
segunda forma ordinaria 

(x-h) 2 , (y-k) 2 , 

b 2 ^ a 2 


Para cada elipse, a es la longitud del semieje mayor, b es la del 
semieje menor, c es la distancia del centro a cada foco, y a, b y c 
están ligadas por la relación 

a 2 = b 2 + c 2 . 


También, para cada elipse , la longitud de cada uno de sus lados rectos 
2b 2 

es —•- , y la excentricidad e está dada por la relación 


V a 2 — b 2 


< 1 . 


_c 

a 


a 
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Ejemplo 1. Los vértices de una elipse tienen por coordenadas (— 3, 7) y 
(—3, —1), y la longitud de cada lado recto es 2. Hallar la ecuación de la 
elipse, las longitudes de sus ejes mayor y menor, las coordenadas de sus focos 
y su excentricidad. 

Solución, Como los vértices V y V" están sobre el eje focal y sus abscisas 

son ambas — 3, se sigue (fig. 90) que el eje 
Y focal es paralelo al eje y. Por tanto, por el 

teorema 2, la ecuación de la elipse es de la 
forma 

(x — h) 2 , (y — k) 3 _ j 
b 3 ■*' a 3 

El centro C es el punto medio del eje ma¬ 
yor VV', y sus coordenadas son, por lo 
tanto, (—3, 3). La longitud del eje ma¬ 
yor VV' es 8, como se puede ver fácilmente. 
Por tanto, 2a « 8 y a = 4. La longitud del 

lado recto es —— = 2. Como a = 4. se sigue 
a 

que 2ó 2 = 8, de donde 6 = 2, y la longitud 
del eje menor es 4. Luego la ecuación de la 
elipse es 

(* + 3)» (y —3)> _ , 

4 ^ 16 

También, c 3 ” a 3 — b 3 — 16 — 4 = 12, de donde c = 2 . Por tanto. 

las coordenadas de los focos son F (— 3, 3 + 2 y/~3) y F'(— 3, 3 — 2 Vi) , 

r , • -s , c 2 yñ 

y la excentricidad e — — =-—-. 

a 4 2 



Consideremos ahora la ecuación de la elipse en la forma 


(¡B — h) 2 , (y — k) 2 

.9 ■ 19 1 . 


Si quitamos denominadores, desarrollamos, trasponemos y ordenamos 
términos, obtenemos 

b 2 x 2 + a 3 y 2 - 2 b 2 hx - 2 a 2 ky + b 2 h 2 + a 2 k 2 - a 2 b 2 = 0 , (4) 

la cual puede escribirse en la forma 

Ax 2 + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0, (5) 

en donde, A = b 2 , C = a 2 , D = — 2b 2 h, E = — 2a 2 Je y 
F = b 2 h 2 + o 8 k 2 — o 2 6*. Evidentemente, los coeficientes A y C de¬ 
ben ser del mismo signo. 
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Recíprocamente, consideremos una ecuación de la forma (5) y 
reduzcámosla a la forma ordinaria (2) completando cuadrados. Ob¬ 
tenemos 


( I+ á) (»+é) 

C + A 


CD* + AE 2 - 4 ACF 
4 A*C 2 


( 6 ) 


„ „ CD* + AE*-4ACF n . ,, 

Sea M =- \A*C* -' ^ ^ , la ecuación (6) puede 


escribirse en la forma 


(■+&)’ (»+i) 

U/1 I H K A 


MC 


MA 


2 


1 , 


(7) 


que es la ecuación ordinaria de la elipse. 

Como A y C deben concordar en signo , podemos suponer, sin 
perder generalidad, que son ambos positivos. Por lo tanto, si (5) 
debe representar una elipse, la ecuación (7) demuestra que M debe 
ser positivo. El denominador 4A 2 C 2 de M es positivo; por tanto, 
el signo de M depende del signo de su numerador CD 1 +AE 1 — 4ACF, 
al que designaremos por N. De acuerdo con esto , comparando las 
ecuaciones (6) y (7), vemos que , si N > 0, (5) representa una 
elipse ; de (6) , si N = 0 , (5) representa el punto único 



llamado usualmente una elipse punto, y si N < 0, la ecuación (6) 
muestra que (5) no representa ningún lugar geométrico real. 

Una discusión semejante se aplica a la otra forma de la segunda 
ecuación ordinaria de la elipse. Por tanto , tenemos el siguiente 


Teorema 3. Si los coeñcienles A y C son del mismo signo, la ecuación 
Ax 2 + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 

representa una elipse de ejes paralelos a los coordenados, o bien un punto, 
o no representa ningún lugar geométrico real. 


Ejemplo 2. La ecuación de una elipse es x 3 + 4y 3 + 2x — 12y +6=0. 
Reducir esta ecuación a la forma ordinaria y determinar las coordenadas del cen¬ 
tro. de los vértices y de los focos; calcular las longitudes del eje mayor, del eje 
menor, de cada lado recto y la excentricidad. 

Solución. Vamos a reducir la ecuación dada a la forma ordinaria, comple¬ 
tando los cuadrados. Resulta: 


y 


(x 2 + 2x) + 4(y 2 — 3y) = — 6 
(x* + 2x + 1) + 4 (y 2 - 3y + J4) = - 6 + 1 + 9, 
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de donde, {x 4- 1) * +4 (y — J() 2 = 4, 

de manera que la forma ordinaria es 

(* + 0 a | (y - H) 2 _ [ 

4 " r 1 

Las coordenadas del centro C son, evidentemente, (—1, J6), y el eje focal es 
paralelo al eje X. Como a 3 = 4, a =2, y las coordenadas de los vértices V y V ' 


Y 



Fig. 91 


son (—1+2, %) y (—1—2, J$) , osea, (1, J$) y (—3, JO. respectiva¬ 
mente. Como c a =* a* — b 3 , resulta, c*=\/ 4— 1»V , 3, y las coordenadas 
de los focos F y F' son (— 1 + \/3, J() y (— 1 — V 3. J£) , respectiva¬ 
mente. La longitud del eje mayor es 2o = 4, la del eje menor es 2b = 2, y la 

longitud de cada lado recto es — = ^-1 = 1. La excentricidad es e = — = 

a 2 a 2 

El lugar geométrico está representado en la figura 91. 


EJERCICIOS, Grupo 28 
Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Deducir y discutir la ecuación ordinaria —-—- f--^—“ 1. 

b 3 . a 3 

2. Por transformación de coordenadas, reducir las dos formas de la segunda 
ecuación ordinaria a las dos formas correspondientes de la primera ecuación ordi¬ 
naria de la elipse. 

3. Si la ecuación de una elipse viene dada en la forma 

b 3 (x — h ) 2 + a 2 (y — h ) 3 — a 3 b 2 . 

demostrar que las coordenadas de sus vértices son (h + a, k) , (h — a k) , y 
que las coordenadas de sus focos son ( h + c, k) , (fc — c, k) , en donde, 
c — Va* — ó 2 . 

4. Usar la primera ecuación de la elipse para deducir la siguiente propiedad 
geométrica intrínseca de la elipse: Si O es el centro de una elipse cuyos semiejes 
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mayor y menor son de longitudes a y b, respectivamente, y Q es el pie de la 
perpendicular trazada desde cualquier punto P de la elipse a su eje focal, en¬ 
tonces 

OQ 2 PQ 2 

a 3 ' b 2 

6. Aplicando la propiedad intrínseca de la elipse, establecida en el ejer¬ 
cicio 4, deducir las dos formas de la segunda ecuación ordinaria de la elipse. 

6. Los vértices de una elipse son los puntos (1, 1) y (7, 1) y su excentri¬ 
cidad es y¡. Hallar la ecuación de la elipse, las coordenadas de sus focos y las 
longitudes de sus ejes mayor y menor y de cada lado recto. 

7. Los focos de una elipse son los puntos (—4, —2) y (—4, —6), y la 
longitud de cada lado recto es 6. Hállese la ecuación de la elipse y su excen¬ 
tricidad. 

8. Los vértices de una elipse son los puntos (1, —6) y (9, —6) y la lon¬ 
gitud de cada lado recto es Hallar la ecuación de la elipse, las coordenadas 
de sus focos y su excentricidad. 

9. Los focos de una elipse son los puntos (5, 8) y (3, 2), y la longitud 
de su eje menor es 8. Hallar la ecuación de la elipse, las coordenadas de sus vér¬ 
tices y su excentricidad. 

10. El centro de una elipse es el punto (—2, — 1) y uno de sus vértices es 
el punto (3, — 1) . Si la longitud de cada lado recto es 4, hállese la ecuación 
de la elipse, su excentricidad y las coordenadas de sus focos. 

11. El centro de una elipse es el punto (2, — 4) y el vértice y el foco de un 
mismo lado del centro son los puntos (— 2, — 4) y (— 1, —4), respectiva¬ 
mente. Hallar la ecuación de la elipse, su excentricidad, la longitud de su eje 
menor y la de cada lado recto. 

12. Discutir la ecuación Ax 3 + Cy? + Dx + Ey + F = 0 cuando A y C 
son ambos positivos y T> = E =* 0. 


Eli cada uno de los ejercicios 13-16, reducir la ecuación dada a la segunda 
forma ordinaria de la ecuación de una elipse, y determínense las coordenadas del 
centro, vértices y focos, las longitudes de los ejes mayor y menor, y la de cada 
lado recto y la excentricidad. 


13. x 2 + 4y 2 - 6x + 16y + 21 = 0. 

14. 4x 2 + 9y 2 + 32x - I8y + 37-0. 

16. x 3 + 4y 2 - lOx - 40y + 109-0. 
16. 9x 2 + 4y 2 - 8y - 32 = 0. 


17. Resolver el ejemplo 2 del Artículo 62 trasladando los ejes coordenados. 

18. Resolver el ejercicio 16 por traslación de los ejes coordenados. 

19. Si el centro de una elipse no está en el origen, y sus ejes son paralelos a 
los coordenados, demuéstrese que la ecuación de la elipse puede estar completa¬ 
mente determinada siempre que se conozcan las coordenadas de cuatro de sus 
puntos. 


20. Hallar la ecuación de la elipse que pasa por los cuatro puntos (1, 3), 


[- 1. 4). (O. 3-~^y(-3, 3) y ti 


tiene sus ejes paralelos a los coordenados. 


21. Hallar la ecuación de la familia de elipses que tienen un centro común 
(2, 3), un eje focal común paralelo al eje X, y la misma excentricidad igual 
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a Vi . Dibujar tres elementos de la familia asignando tres valores diferentes al 
parámetro. 

22. La ecuación de una familia de elipses es 4x 3 + 9y 2 + ax + 6y — 11 = 0. 
Hallar la ecuación del elemento de la familia que pasa por los puntos (2, 3) 

y (5, l). 

23. La ecuación de una familia de elipses es kx 2 + 4y 2 + 6x — 8y — 5 = 0. 
Hallar las ecuaciones de aquellos elementos de la familia que tienen una excen¬ 
tricidad igual a H • 

24. Hallar las longitudes de los radios vectores del punto (2, I) de la 
elipse 9x 3 + y 2 — 18* — ?y + 1 =0. 

25. El punto medio de una cuerda de la elipse x 1 + 4y 3 — bx — 8y — 3 = 0 
es el punto (5, 2) . Hallar la ecuación de la cuerda. 

26. Hallar e identificar la ecuación del lugar geométrico de un punto que se 
mueve de tal manera que su distancia del eje Y es siempre igual al doble de su 
distancia del punto (3, 2) . 

27. Desde cada punto de la circunferencia x 2 + y 2 + 4x + 4y — 8 = 0, se 
traza una perpendicular al diámetro paralelo al eje X. Hallar e identificar la 
ecuación del lugar geométrico de los puntos medios de estas perpendiculares. 
Trazar el lugar geométrico. 

28. Desde cada punto de la circunferencia x 2 + y 2 — 6 jc — 2y + 1 =0, se 
traza una perpendicular al diámetro paralelo al eje Y. Hallar e identificar la 
ecuación del lugar geométrico de los puntos medios de estas perpendiculares. 
Trazar el lugar geométrico. 

29. La base de un triángulo es de longitud fija, siendo sus extremos los 
puntos (0, 0) y (6, 0) . Hallar e identificar la ecuación del lugar geométrico 
del vértice opuesto que se mueve de manera que el producto de las tangentes de 
los ángulos de las bases es siempre igual a 4. 

30. Hallar e identificar la ecuación del lugar geométrico del centro de una 
circunferencia que se mantiene tangente a las circunferencias x 3 +y* — 4y —12 = 0 
y jc 3 + y 3 = 1. (Dos soluciones.) 

63. Propiedades de la elipse. Muchas de las propiedades más 
importantes de la elipse están asociadas con sus tangentes. Como la 
ecuación de una elipse es de segundo grado, sus tangentes pueden 
determinarse empleando la condición para la tangencia estudiada en el 
Artículo 44. El procedimiento para la resolución de problemas relati¬ 
vos a tangentes a la elipse es, por lo tanto, idéntico al usado para la 
circunferencia (Art. 45) y la parábola (Art. 57). Por esto, se deja 
como ejercicio el demostrar los teoremas 4 y 5 que enunciamos a con¬ 
tinuación : 

Teorema 4. La tangente a la elipse b 2 x 2 + a 2 y 2 = a 2 b 2 en cual¬ 
quier punto Pi (xi, yi) de la curva tiene por ecuación 
b 2 xi x + a 2 yi y = a 2 b 2 . 

Teorema 5. Las ecuaciones de las tangentes de pendiente m a la 
elipse b 2 x 2 + a 2 y 2 = a 2 b 2 son 

y = mx ± V a 2 m 2 -f b 2 . 
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Una importante propiedad focal de la elipse está basada en el 
siguiente teorema : 

Teorema 6. La normal a una elipse en uno cualquiera de sus 
puntos es bisectriz del ángulo formado por los radios vectores de ese punto. 

Demostración. El teorema no pierde generalidad tomando la 
ecuación de la elipse en su forma canónica 

b 2 x 2 + a 2 y 2 = a 2 b 2 . (1) 


En este caso, sea n (iig. 92) la normal a la elipse en un punto cual¬ 
quiera Pi (xi, l/i) de la curva. Sea a el ángulo formado por n y el 
radio vector FPi , y P el formado 


por n y el radio vector F'Pi. Va¬ 
mos a demostrar que a = (1. 

Por el teorema 4 anterior, la 
pendiente de la elipse en Pi (ii, y \) 

Xi 

es — — , de manera que la pen- 
a y\ 

diente de la normal n es Las 

b 2 x i 

pendientes de los radios vectores 



FPi y F'P\ son ——— y 

Xi — c 


Xi + c ’ 


Fig. 92 


respectivamente. Entonces, por el teorema 5, Artículo 10, resulta: 



b 2 x\y\ — a 2 xiyi + a 2 c y i 
b 2 Xi 2 — b 2 ex i + a 2 y i 2 


Como el punto Pi está sobre la elipse, sus coordenadas (xi , y ¡) satis¬ 
facen la ecuación (1), es decir, 

b 2 xi 2 + a 2 yi 2 — a 2 b 2 . 

Usando esta relación y la relación c 2 = a 2 — b 2 , tenemos : 

_ X\y\ (b 2 — a 2 ) + a 2 cy¡ _ — c 2 x¡yi + a 2 cyi 
g a — a 2 b 2 — b 2 cx i b 2 (a 2 — cxi) 

_ ci/i(— cxi + a 2 ) _ cyi 
~ b 2 (- cxi + o 2 ) b 2 ' 
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Análogamente, tenemos 

a 2 yi _ 2/i 

„_ 6 2 xi xi + c _ á 2 Xi yi 4- a 2 ci/i — b 2 xi t/i 

g {a 2 yi\( y, b 2 xi 2 + b 2 cxi + a 2 yi 2 

1 + U 2 Zi/\s, + c/ 

_ Xi yi (o 2 — fr 2 ) + a 2 cyi _ c 2 xi t/i + a 2 cj/i 
a 2 b 2 + b 2 cxi b 2 (a 2 + cxi) 

_ cyi (cxi + a 2 ) _ £ 2 /i 
— b 2 (cxi + a 2 ) — b 2 ' 


Por tanto , como tg a = tg |3 , a = (3. 

Aplicando la ley de la reflexión (Art. 59), el teorema 6 es evidente. 
En efecto, consideremos una superficie de reflexión que teijga como 
sección recta una elipse; supongamos que se coloca un foca luminoso 
en el foco F de la elipse, y que un rayo incide sobre la elipse en el 
punto Pi. Entonces este rayo será reflejado de tal manera que el 
áDgulo de reflexión |3 sea igual al ángulo de incidencia a. Pero, por 
el teorema 6 , tal rayo reflejado pasará por el otro foco F '. Luego los 
rayos de un foco luminoso colocado en un foco de la elipse al incidir 
sobre la curva se reflejan de manera que pasan por el otro foco. Como 
las ondas sonoras se reflejan como las luminosas, los sonidos originados 
en uno de los focos pueden ser oidos claramente en el otro foco y ser 
inaudibles en los puntos intermedios. Este es el principio en que se 
basa la construcción de las cámaras secretas., 

Vamos a mencionar brevemente algunas otras aplicaciones de la 
elipse. Los arcos usados en la construcción tienen , frecuentemente, 
la forma de arcos elípticos. En ciertos tipos de máquinas se usan 
engranes elípticos. Algunas partes estructurales de metal se constru¬ 
yen de sección recta elíptica. Es también interesante notar que los 
planetas en su recorrdo alrededor del Sol se mueven en órbitas elípticas 
en las cuales el Sol ocupa uno de los focos. 


EJERCICIOS. Grupo 29 

Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Demostrar el teorema 4 del Artículo 03. 

2. Demostrar el teorema 5 del Artículo 63. 

3. Demostrar el siguiente teorema como corolario al teorema 4 del Artícu¬ 
lo 63: La ecuación de la tangente a la circunferencia x 2 + y 2 = a 2 en cualquier 
punto P ¡(xi. yr) es xijc + yi y = a 2 . (Véase el ejercicio 10 del grupo 18, 
Artículo 45.) 
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4. Demostrar el siguiente teorema como corolario al teorema 5 del Artícu¬ 
lo 63: Las ecuaciones de las tangentes de pendiente m a la circunferencia 

x 2 + y 2 ** a 2 son y = mx ± a y/ m 2 + 1 . 

(Véase el ejercicio 16 del grupo 18, Art. 45.) 

5. Demostrar que la ecuación de la tangente a la elipse a 2 x 2 -j- b 2 y 2 = a 2 b 2 , 
en cualquier punto Pi (xi, yi) es a 2 x¡ x + b 2 y i y “ a' 2 b 7 . 

En cada uno de los ejercicios 6 y 7 hallar las ecuaciones de la tangente y la 
normal y las longitudes de la tangente, normal, subtangente y subnormal, para 
la elipse y punto de contacto dados. 

6. Ix 2 + 3y 2 = 5; (1, - 1) . 

7. 4x 2 + 2y 2 ~ 7x + y — 5 = 0; (2,1). 


8. Hallar las ecuaciones de las tangentes de pendiente 2 a la elip¬ 
se 4x 2 + 5y 2 *» 8. 

0. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la elipse 3* 2 +y 2 +4^ — 7y — 3 * 0 
que son perpendiculares a la recta x + y — 5 m 0. 

10. Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas del punto (3, — 1) a la 
elipse 7x 2 + 3y 2 x — y — 5*»0. 

11. Con referencia a la elipse x 2 + 3y 2 + 3x — 4y — 3 =0, hallar los va¬ 
lores de k para los cuales las rectas de la familia 5x + 2y + k = 0: 

o) cortan a la elipse en dos puntos diferentes; 

b) son tangentes a la elipse: 

c) no cortan a la elipse. 


12. Hallar el ángulo agudo de intersección de las elipses 3x 2 -f- 4y 2 — 43 y 
4x 2 + y 2 — 37x + 56 = 0 en uno de sus dos puntos de intersección. 

13. Demostrar que las ecuaciones de las tangentes de pendiente m a la elip¬ 
se b 2 (x — h) 2 + a 2 (y — 2) 2 = a 2 b 2 son y — /.' = m (x — b) ± y/ a 2 m 2 + b 2 . 

14. Demostrar que la ecuación de la normal a la elipse b 2 x 2 + a 2 y 2 = a 2 b 2 
enelpunto Pi (x¡, yi) es a 2 y ix-b 2 xiy — a 2 xiyi + b 2 xiy¡ = 0. 

15. Se tienen como datos una elipse y sus focos. Por medio del teorema 6 
(Art. 63) demostrar un procedimiento para construir la tangente y la normal en 
cualquier punto de la elipse. 

16. Demostrar que si cualquier normal a la elipse, excepto sus ejes, pasa 
por su centro, la elipse es una circunferencia. 

17. Demostrar que las tangentes a una elipse trazadas en los extremos de un 
diámMro son paralelas entre sí. 

Demostrar que la pendiente de una elipse en cualquiera de los puntos 
ext**sn»R de uno de sus lados rectos es numéricamente igual a su excentricidad. 

\19J Demostrar que el producto de las distancias de los focos de una elipse a 
cualquier tangente es constante e igual al cuadrado de la longitud del semieje 
menor. 

20. Por el punto (2, 7) se trazan tangentes a la elipse 
7x 2 + y 2 + 7x — 3y —2 = 0. 


Hallar las coordenadas de los puntos de contacto. 
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21. Si desde un punto exterior P¡ se trazan tangentes a una elipse, el seg¬ 
mento de recta que une los puntos de contacto se llama cuerda de contacto de P i 
para esa elipse. (Véase el ejercicio 27 del grupo 25, Art. 57.) Si P i(xi, yi) 
es un punto exterior a la elipse b 2 x 2 -f- a 2 y 2 = a 2 b 2 , demuéstrese que la ecuación 
de la cuerda de contacto de P j es 6 2 xix + a 2 yi y = a 1 b 2 . (Véase el teorema 4 
del Art. 63.) 

22. Hallar la ecuación de la cuerda de contacto del punto (3, 1) para la 
elipse x 2 2y 2 = 2. 

23. Demostrar que la ecuación del lugar geométrico de los puntos medios de 
cualquier sistema de cuerdas paralelas de pendiente m de la elipse 

b 2 x 2 + a 2 y 2 = u 2 i> 2 es y=— — x, m 0. 

a 2 m 

Obsérvese que el lugar geométrico es una recta que pasa por el centro y, por 
tanto, es un diámetro de la elipse. (Véase el ejercicio 29 del grupo 25, Art. 57. ) 

24. Establecer y demostrar un teorema para la circunferencia que sea análogo 
al teorema dado en el ejercicio 23 para la elipse. 

25. Demostrar que si un diámetro de una elipse biseca todas las cuerdas 
paralelas a otro diámetro, el segundo diámetro biseca a todas las cuerdas parale¬ 
las al primero. Tales diámetros se llaman diámetros conjugados de la elipse. 



CAPITULO VIII 


LA HIPERBOLA 

64. Definiciones. Una hipérbola es el lugar geométrico de un 
punto que se mueve en un plano de tal manera que el valor absoluto 
de la diferencia de sus distancias a dos puntos fijos del plano , llama¬ 
dos focos, es siempre igual a una cantidad constante, positiva y 
menor que la distancia entre los focos. 

La definición de la hipérbola excluye el caso en que el punto móvil 
se mueva sobre la recta que pasa por los focos a excepción del segmento 



comprendido entre ellos. Los focos y el punto medio de este segmento 
no pueden pertenecer al lugar geométrico. 

El lector debe observar la estrecha analogía que existe entre las 
definiciones de la hipérbola y elipse. La analogía entre estas dos cur¬ 
vas se encontrará frecuentemente a medida que avancemos en nuestro 
estudio de la hipérbola. 

En el artículo siguiente veremos que la hipérbola consta de dos 
ramas diferentes, cada una de longitud infinita. En la figura 93 se ha 


192 


GEOMETRIA ANALITICA PLANA 


dibujado una porción de cada una de estas ramas; los, focos están 
designados por F y F'. La recta l que pasa por los focos tiene varios 
nombres; como para la elipse creemos conveniente introducir el tér¬ 
mino eje focal para designar esta recta. El eje focal corta a la hipér¬ 
bola en dos puntos, V y V' , llamados vértices. La porción del eje 
focal comprendido entre los vértices, el segmento VV, se llama 
eje transverso. El punto medio C del eje transverso se llama centro. 
La recta l' que pasa por C y es perpendicular al eje focal l tiene 
varios nombres ; nosotros, como lo hicimos para la elipse , considera¬ 
mos conveniente introducir el término eje normal para esta recta. El 
eje normal l 1 no corta a la hipérbola ; sin embargo , una porción (^fi¬ 
nida de este eje, el segmento AA' en la figura 93, que tiene C por 
punto medio, se llama eje conjugado. La longitud del eje conjugado 
se dará en el siguiente artículo. El segmento que une dos puntos dife¬ 
rentes cualesquiera de la hipérbola se llama cuerda; estos puntos pue¬ 
den ser ambos de la misma rama , como para la cuerda BB ', o uno de 
una rama y el otro de la otra, como para el eje transverso VV'. En 
particular, una cuerda que pasa por un foco , tal como EE ' se llama 
cuerda focal Una cuerda focal, tal como LL ', perpendicular al eje 
focal l se llama lado recto; evidentemente, por tener dos focos, la 
hipérbola tiene dos lados rectos. Una cuerda que pasa, por C, tal como 
DD' , se llama diámetro. Si P es un punto cualquiera de la hipérbola , 
los segmentos FP y F'P que unen los focos con el punto P se llaman 
radios vectores de P. 

65. Primera ecuación ordinaria de la hipérbola. Consideremos la 

hipérbola de centro en el origen y 
cuyo eje focal coincide con el eje X 
(fig. 94). Los focos F y F' están 
entonces sobre el eje X. Como el 
centro O es el punto medio del 
segmento FF', las coordenadas 
de F y F' serán (c, 0) y (— c, 0), 
respectivamente, siendo c una 
constante positiva. Sea P(x, y) 
un punto cualquiera de la hipérbo¬ 
la . Entonces, por la definición de 
la hipérbola, el punto P debe sa¬ 
tisfacer la condición geométrica 
siguiente, que expresa que el valor absoluto de la diferencia de las 
distancias del punto a los focos es una cantidad constante , 


Y 
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en donde a es una constante positiva y 2a < 2 c. La condición geo¬ 
métrica { 1) es equivalente a las dos relaciones , 

| fp\ _ | JTp\ = 2a , ( 2 ) 

\FP\-\Y r P\~-2a. (3) 

La relación (2) es verdadera cuando P está sobre la rama izquierda 
de la hipérbola; la relación (3) se verifica cuando P está sobre la 
rama derecha. 

Por el teorema 2 , Artículo 6 , tenemos 

| FP | = V (x — c) 2 + y 2 , ¡ F'P | = V (z + c) 2 + y 1 , 

de manera que la condición geométrica (1) está expresada analítica¬ 
mente por 

V(x — c) 2 + y 2 — V (x + c) 2 + J/ 2 = 2a, (4) 

V (x — c) s + y 2 — V (x + c) 2 + y z — — 2a, (5) 

correspondiendo las ecuaciones (4) y (5) a las relaciones (2) y (3), 
respectivamente. 

Por el mismo procedimiento usado al transformar y simplificar la 
ecuación (2) del Artículo 61 para la elipse, podemos demostrar que 
las ecuaciones (4) y (5) se reducen cada una a 

(c J — a 2 )x 2 — a 2 y 2 = a 2 (c 2 — a 2 ). (6) 


Por ser c > a, c- — a 1 es un número positivo que podemos desig¬ 
nar por b-. Por tanto, sustituyendo en la ecuación (6) la relación 

Ó2 = c 2 -a 2 , (7) 

obtenemos 

b 1 x 2 — a 2 y } = a 2 b 2 , 


que puede escribirse en la forma 



( 8 ) 


Podemos demostrar recíprocamente, que si Páxi , yi) es un punto 
cualquiera cuyas coordenadas satisfacen la ecuación (8), entonces Pi 
satisface la condición geométrica ( 1) y, por lo tanto, está sobre la 
hipérbola. Luego la ecuación (8) es la ecuación de la hipérbola. 

Estudiemos ahora la ecuación (8) de acuerdo con el Artículo 19. 
Las intersecciones con el eje X son a y — a. Por tanto, las coorde¬ 
nadas de los vértices V y V son (a,0) y (— a, 0), respectiva- 


Lehiw/tn» — 18 . 
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mente , y la longitud del eje transverso es igual a 2 a , que es la cons¬ 
tante que interviene en la definición. Aunque no hay intersecciones 
con el eje Y, dos puntos, A (0, b ) y A'( 0, —6), se toman como 
extremos del eje conjugado . Por tanto, la longitud del eje conjugado 
es igual a 26. 

La ecuación (8) muestra que la hipérbola es simétrica con respecto 
a ambos ejes coordenados y al origen. 

Despejando y de la ecuación (8), resulta: 


y — ± — V x* — a*. 

GL 


(9) 


Por tanto, para que los valores de y sean reales, x está restringida a 
variar dentro de los intervalos x > a y x < — a. De aquí que nin¬ 
guna porción del lugar geométrico aparece en la región comprendida 
entre las rectas x = ayx=—a. 

Despejando x de la ecuación (8) se obtiene 


a /—» 

x = ± -y V y 1 


+ b\ 


( 10 ) 


de la cual vemos que * es real para todos los valores reales de y. 

Según esto , las ecuaciones (9) y (10), juntas, con la simetría del 
lugar geométrico, muestran que la hipérbola no es una curva cerrada 
sino que consta de dos ramas diferentes, una de las cuales se extiende 
indefinidamente hacia la derecha , arriba y abajo del eje X , y la otra 
se extiende indefinidamente hacia la izquierda y por arriba y abajo 
del eje X. 

La hipérbola (8) no tiene asíntotas verticales ni horizontales. 
En el siguiente artículo demostraremos, sin embargo, que la curva 
tiene dos asíntotas oblicuas. 

De la ecuación (9) y de la relación (7), hallamos que la longitud 
2b* 

de cada lado recto es —. 

a 

Como para la elipse , la excentricidad e de una hipérbola está defi- 
£ 

nida por la razón —. Por tanto , de (7), tenemos 
a 


_c__ V a 2 + ft 2 

a a 


(ID 


Como c > a, la excentricidad de una hipérbola es mayor que la 
unidad. 
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Si el centro de la hipérbola está en el origen pero su eje focal coin¬ 
cide con el eje Y, hallamos, análogamente, que la ecuación de la 
hipérbola es 



( 12 ) 


La discusión completa de la ecuación (12) se deja al estudiante. 

Las ecuaciones (8) y (12) las llamaremos primera ecuación ordi¬ 
naria de la hipérbola . Son las más simples de esta curva Dor lo que nos 
referiremos a ellas como formas canónicas. 

Los resultados precedentes se resumen en el siguiente 

Teorema. 1 . La ecuación de la hipérbola de centro en el origen, eje 
focal coincidente con el eje X , y focos los puntos (c, 0) y (— c, 0), es 



Si el eje focal coincide con el eje Y, de manera que las coordenadas 
de los focos sean (0, c) y (0 , — c), entonces la ecuación es 



Para cada hipérbola, a es la longitud del semieje transverso , b la del 
semieje conjugado, c la distancia del centro a cada foco, y a, b, c 
están ligadas por la relación 

c 2 = a 2 + b 2 . 

También, para cada hipérbola, la longitud de cada uno de sus lados 
2b ! 

rectos es , y la excentricidad e está dada por la relación 

c V a 2 4- b 2 ^ < 

e = — =-> 1. 

a a 


NOTA. La posición de una elipse con relación a los ejes coordenados puede 
determinarse como se indicó en la nota del teorema 1 del Artículo 61. Este mé¬ 
todo no es aplicable a la hipérbola, ya que podemos tener o > b, a < b o a =■» b. 
La posición de la hipérbola se determina por los signos de los coeficientes de las 
variables en la forma canónica de su ecuación. La variable de coeficiente posi¬ 
tivo corresponde al eje coordenado que contiene al eje transverso de la hipérbola. 

Ejemplo. Los vértices de una hipérbola son le; puntos V (0, 3) y 
V"'(0. —3), y sus focos los puntos F(0, 5) y F'(0, — 5). Hallar la ecua¬ 
ción de la hipérbola, las longitudes de sus ejes transverso y conjugado, su 
excentricidad y la longitud de cada lado recto. 
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Solución. Como los vértices y los focos están sobre el eje Y, el eje focal 
coincide con el eje y. Además, el punto medio del eje transverso está, eviden¬ 
temente, en el origen. Por tanto, por el teorema 1, la ecuación de la hipér¬ 
bola es de la forma 



La distancia entre los vértices es 2 a — 6, longitud del eje transverso. La 
distancia entre los focos es 2c = 10. Por tanto, a “ 3 y c — í, de donde 


Y 



6 a *= ci — 0 2 _ 25 — 9 » 16, Por lo tanto. 6-4, y la longitud del eje conju¬ 
gado es 2b — 8. La ecuación de la hipérbola es entonces 



La excentricidad es e 

26 a 2 ■ 16 32 
a 3 3 


c 

a 


3 


y la longitud de cada lado recto e 


El lugar geométrico está representado en la figura 9í, en donde el eje conju¬ 
gado está indicado por el segmento AA' del eje X. 


EJERCICIOS. Grupo 30 

Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Demostrar que las ecuaciones (4) y (5) del Artículo 65 se reducen cada 
una a la ecuación (6) . 

2. Demostrar que si P i es un punto cualquiera cuyas coordenadas (jti, y i) 
satisfacen la ecuación b*x* — a a y 2 = n , f>*. entonces Pi está sobre la hipérbola 
representada por esta ecuación. 



LA HIPERBOLA 


197 


__ tf • i / • « 2 y 2 _ 

3. Deducir la ecuación ordinaria -- * I a partir de la definición de 

a* b‘ 

hipérbola. 

4. Desarrollar una discusión completa de la ecuación ordinaria 



5. Demostrar un procedimiento para obtener, con escuadras y compás, 
puntos de una hipérbola, dados los focos y la longitud de su eje transverso. 

En cada uno de los ejercicios 6-9, para la ecuación dada de la hipérbola, há¬ 
llense las coordenadas de los vértices y focos, las longitudes de los ejes transverso 

y conjugado, la excentricidad y la longitud de cada lado recto. Trácese y discú¬ 
tase el lugar geométrico. 

6 . 9x 2 — 4c/ a = 36. 8. 9y 2 — 4x 2 = 36. 

7. 4* 2 - 9y 3 = 36. 9. je 2 - 4y* « 4. 

10. Los vértices de una hipérbola son los puntos V (2, 0), V'(— 2, 0) , 
y sus focos son los puntos F(3, 0) , F'(— 3, 0) . Hallar su ecuación y su ex¬ 
centricidad. 

11. El centro de una hipérbola está en el origen, y su eje transverso está 
sobre el eje Y. Si un foco es el punto (0, 5) y la excentricidad es igual a 3, 
hállese la ecuación de la hipérbola y la longitud de cada lado recto. 

12. Los extremos del eje conjugado de una hipérbola son los puntos (0, 3) 
y (0, —3), y la longitud de cada lado recto es 6. Hallar la ecuación de la 
hipérbola y su excentricidad. 

13. Los vértices de una hipérbola son (0, 4), (0, —4). y su excentricidad 
es igual a $*. Hallar la ecuación de la hipérbola y las coordenadas de sus focos. 

14. Una hipérbola tiene su centro en el origen y su eje transverso sobre el 
eje X. Hallar su ecuación sabiendo que su excentricidad es Yi ‘./"ó y que la 
curva pasa por el punto (2, 1), 

15. Una hipérbola tiene su centro en el origen y su eje conjugado está sobre 
el eje X. La longitud de cada lado recto es y la hipérbola pasa por el punto 
(— 1, 2). Hallar su ecuación. 

16. Hallar la ecuación de la hipérbola que pasa por los puntos (3, — 2) y 

(7, 6), tiene su centro en el origen y el eje transverso coincide con el eje X. 

En cada uno de los ejercicios 17-19, usando la definición de hipérbola, hallar 
la ecuación de dicha curva a partir de los datos dados. Mediante un cambio de 
coordenadas, poner la ecuación en la primera forma ordinaria. 

17. Focos (— 7, 3), (—1, 3); longitud del eje transverso =4. 

18. Vértices (1, 4), (5, 4): longitud del lado recto = 5. 

19. Vértices (3, 4). (3, —2); excentricidad =2. 

20. Demostrar que la longitud del eje conjugado de una hipérbola es media 
proporcional entre las longitudes de su eje transverso y su lado recto. 

21. Si k es un número cualquiera diferente de cero, demostrar que la ecua¬ 
ción 3x 2 — 3y 2 = k representa una familia de hipérbolas de excentricidad igual 
a y/ 2. 
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22. SiPi(xi. yi) es un panto cualquiera de la hipérbola b*x i —a 3 y tm a 1 b i . 
demostrar que las longitudes de sus radios vectores son | ex\ + a | y \ ex¡ — a |. 

23. Hallar las longitudes de los radios vectores del punto (6, i) de la hipér¬ 
bola 5x 3 - 4y s - 80. 

24. Hallar e identificar la ecuación del lugar geométrico de un punto que se 
mueve de tal manera que su distancia del punto (6, 0) es siempre igual al doble 
de su distancia de la recta 2x — 3 ■■ 0. 

26. La base de nn triángulo es de longitud fija siendo sus puntos extremos 
(3, 0) y (—3, 0). Hallar e identificar la ecuación del lugar geométrico del 
vértice opuesto si el producto de las pendientes de los lados variables es siempre 
igual a 4. Trazar el lugar geométrico. 


66. Asíntotas de la hipérbola. Si de la forma canónica de la 
ecuación de la hipérbola 

b 2 x 2 — a 2 y 2 = a 2 b 2 , (1) 

despejamos y, obtenemos 

y — ± — V x2 — a 2 , 

CL 

que puede escribirse en la forma 

< 2) 

Frecuentemente se desea investigar lo que ocurre en una ecuación 
cuando una de las variables aumenta numéricamente sin límite. (Ver 
nota 3, Art. 18.) Si un punto de la hipérbola (1) se mueve a lo 
largo de la curva, de manera que su abscisa x aumenta numéricamente 
sin límite, el radical del segundo miembro de (2) se aproxima más y 
más a la unidad , y la ecuación tiende a la forma 

V = ± ~ x (3) 

a 

Como la ecuación (3) representa las rectas y = — x y y = — — x, 

d CL 

esto nos conduce a inferir, de la definición de asíntota (Art. 18), que 
la hipérbola es asíntota a estas dos rectas. Ahora demostraremos 
que esta deducción es correcta. 

Sea Pi (xi, yi) un punto cualquiera de la parte superior de la rama 
derecha de la hipérbola (1), como se indica en la figura 96. La ecua¬ 
ción de la recta V = ~ x puede escribirse en la forma 


bx — ay — 0. 


( 4 ) 
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Por el teorema 9 del Artículo 33, la distancia d de la recta (4) al 
punto Pi(x\, y\) está dada por 


I bx i — ayi I 

d = V'P'+'ó 2 


(5) 


Si multiplicamos numerador y denominador del segundo miembro de 
(5) por | bx i + ay ¡¡, obtenemos 


| b 2 Xi 2 — a 2 y i 2 1 
V 6 2 + a 2 I bxi + ayi \ 


( 6 ) 


Pero como P i está sobre la hipérbola (1), 6 2 Xi 1 — a 1 y i 2 = o 2 6 2 , de 
manera que la ecuación (6) puede escribirse en la forma 


_ aW _ 

V b 2 + a 2 1 bx i + ay¡ \ 


(7) 


Si Pi se mueve hacia la derecha a lo largo de la curva y se aleja inde¬ 
finidamente del origen, sus coordenadas, xi y yi, aumentan ambas 



de valor sin límite, de manera que, por la ecuación (7 ), d decrece 
continuamente y se aproxima a cero. Se sigue , de acuerdo con esto , 
por la definición de asíntota (Art. 18), que la recta (4) es una asín¬ 
tota de la rama derecha de la hipérbola (1). 

Si Pi está sobre la parte inferior de la rama izquierda de la hipér¬ 
bola (1) y se mueve hacia la izquierda a lo largo de la curva aleján¬ 
dose indefinidamente del origen, entonces sus coordenadas xi y yi 
aumentan de valor ambas sin límite en la dirección negativa. La 
ecuación (7) muestra entonces que d decrece continuamente y tiende 
a cero , de donde se sigue que la recta (4) es también una asíntota de 
la rama izquierda de la hipérbola (1). 
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Quedan dos casos por considerar que son , cuando P i está sobre la 
parte inferior de la rama derecha y cuando está sobre la parte superior 
de la rama izquierda. Empleando el mismo razonamiento que en los 
dos párrafos anteriores , podemos demostrar que la recta bx + ay = 0 
es una asíntota de ambas ramas de la hipérbola (1). 

Estos resultados se resumen en el siguiente : 

Teorema 2. La hipérbola b 2 x 2 — a 2 y 2 = a 2 b 2 , tiene por asíntotas 
las rectas bx — ay = 0 y bx + ay = 0. ¿ 

NOTAS. 1. Si la ecuación de una hipérbola está en su forma canónica, las 
ecuaciones de sus asíntotas pueden obtenerse reemplazando el término constante 
por cero y factorizando el primer miembro. Así, para la hipérbola 9x 2 -4y 2 = 36, 
tenemos 9x* — 4y 2 = 0, de donde. ( 3x + 2y) (3_>c — 2y) = 0, y las ecuaciones 
de las asíntotas son 3* + 2y = 0 y 3jc — 2y = 0. 

2. La gráfica de una hipérbola puede esbozarse muy fácilmente trazando sus 
vértices y sus asíntotas. Las asíntotas actúan en la gráfica como líneas guía 
(ver nota 4, Art. 18) . 

Ejemplo. Hallar la ecuación ae la hipérbola que pasa por el punto (6, 2) 
tiene su centro en el origen, su eje transverso está sobre el eje X, y una de sus 
asíntotas es la recta 2* — 5y = 0. 

Solución. Por el teorema 2 anterior, la otra asíntota es la recta 2*+5y = 0. 

Tr Las ecuaciones de ambas asíntotas 

pueden obtenerse haciendo k igual 
a cero en la ecuación 



(2* - 5y) (2x + 5y) = k. 


o sea, 


4* J - 25y» = k. 


Como la hipérbola buscada debe 
pasar por el punto (6, 2), las 
coordenadas de este punto deben 
satisfacer la ecuación de la hipérbola, Por tanto, si hacemos x «= 6 y y = 2 en 
la última ecuación, hallamos k — 44, y la ecuación de la hipérbola que se 
busca es 

4x 2 — 25 y 2 = 44. 


La gráfica es la figura 97. 

67. Hipérbola equilátera o rectangular. Consideremos la hipér¬ 
bola especial cuyos ejes transverso y conjugado son de igual longitud. 
Entonces a = í>, y la ecuación b- x- — a 2 y 2 = a 2 6 2 toma la forma más 
sencilla 

x- — y t = a-. ( 1 ) 

Debido a la igualdad de sus ejes, la hipérbola (1) se llama hipérbola 
equilátera . 
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Por el teorema 2 del Artículo 66, las asíntotas de la hipérbola 
equilátera (1) son las rectas x — y=0yx + y = 0. Como estas 
rectas son perpendiculares, resulta que las asíntotas de una hipérbola 
equilátera son perpendiculares entre sí. Por esta razón la hipér¬ 
bola equilátera se llama también hipérbola rectangular. Es un ejercicio 
fácil demostrar que, recíprocamente, una hipérbola rectangular es 
también equilátera. 

Una forma particularmente simple y útil de la ecuación de la hipér¬ 
bola equilátera es 

xy = k, (2) 

en donde k es una constante cualquiera diferente de cero. Aplicando 
los métodos del Artículo 18, podemos demostrar que la curva (2) tiene 
por asíntotas a los ejes coordenados, y que, si k es positivo la gráfica 
es como se ve en la figura 98. El estudiante debe demostrar que si se 
giran los ejes coordenados un ángulo de 45° , la ecuación (2) se trans¬ 
forma en x n — y n — 2k, que es la ecuación de una hipérbola equi 
látera. 



68. Hipérbolas conjugadas. Si dos hipérbolas son tales que el eje 
transverso de cada una es idéntico al eje conjugado de la otra, se 
llaman hipérbolas conjugadas. Cada hipérbola es entonces la hipérbola 
conjugada de la otrá , y también se dice que cada hipérbola es conju¬ 
gada con respecto a la otra. 

Si la ecuación de una hipérbola es 


& _ ¿ 

o 2 b 2 


1 , 


(1) 
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entonces, de acuerdo con la definición , la hipérbola conjugada de (1) 
tiene por ecuación 


a? _ 
6* a 8 


( 2 ) 


Evidentemente, la ecuación (2) puede obtenerse de la ecuación (1) 
cambiando simplemente el signo de uno de los miembros de (1). Así, 
si la ecuación de una hipérbola es 2x 2 — 7y 2 = 18, entonces la ecua¬ 
ción de su hipérbola conjugada es 7 y 2 — 2x 2 = 18. 

El par de hipérbolas conjugadas (1) y (2), junto con sus asínto¬ 
tas , se han trazado en la figura 99. Es un ejercicio sencillo demostrar 
que un par de hipérbolas conjugadas tienen un centro común , un par 
común de asíntotas, y todos sus focos equidistan del centro. 

El estudiante debe observar el rectángulo dibujado en la figura 99. 
Un bosquejo aproximado de un par de hipérbolas conjugadas pueden 
obtenerse fácilmente construyendo primero este rectángulo, ya que sus 
diagonales son las asíntotas. 


EJERCICIOS. Grupo SI 

Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Si el punto P i (xi, y i) está sobre la parte inferior de la rama derecha de 
la hipérbola b-x' ¿ — a 7 8 9 y 7 = a 7 b 7 , demostrar que la recta bx + ay = 0 es una 
asíntota de la rama derecha. 

2. Si el punto P i (xi, yi) está sobre la parte superior de la rama izquierda 
de la hipérbola 6 a x a — a 1 y 1 = a 1 b 3 , demostrar que la recta bx + ay = 0 es una 
asíntota de la rama izquierda. 

3. Demostrar que la hipérbola £> a y 3 — a a x 2 = a 7 b 7 tiene por asíntotas las 
rectas by — ax = 0 y by + ax = 0. 

4. Hallar y trazar las ecuaciones de las asíntotas de la hipérbola 

4x 2 - 5y a = 7. 

5. Hallar los puntos de intersección de la recta 2x — 9y + 12 = 0 con las 
asíntotas de la hipérbola 4x 2 — 9y 2 = 11. 

6 . Hallar la ecuación de la hipérbola que pasa por el punto (3, — 1) , su 

centro está en el origen, su eje transverso está sobre el eje X, y una de sus asín¬ 
totas es la recta _ 

2x + 3 y/ 2y = 0. 

7. Hallar la ecuación de la hipérbola que pasa por el punto (2, 3) , tiene su 
centro en el origen, su eje transverso está sobre el eje Y, y una de sus asíntotas 
es la recta 2y — V 7x = 0. 

8 . Hallar la distancia del foco de la derecha de la hipérbola 16x 2 — 9y 2 = 144 
a una cualquiera de sus dos asíntotas. 

9. Demostrar que si las asíntotas de una hipérbola son perpendiculares entre 
sí, la hipérbola es equilátera. 
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10. Discutir y trazar la gráfica de la ecuación xy = — 8. 

11. Demostrar que la excentricidad de toda hipérbola equilátera es igual 
a y/2. 

12. Demostrar que el producto de las distancias de cualquier punto de una 
hipérbola equilátera a sus asíntotas es una constante. 

13. Hallar e identificar la ecuación del lugar geométrico de un punto que se 
mueve de tal manera que el producto de sus distancias a dos rectas perpendicu¬ 
lares es siempre igual a una constante. 

14. Hallar la ecuación de la hipérbola equilátera que pasa por el punto 
(— 1, — 5) y tiene por asíntotas a los ejes coordenados. 

15. Demostrar que la distancia de cualquier punto de una hipérbola equilá¬ 
tera a su centro es media proporcional entre las longitudes de los radios vectores 
del punto. Sugestión'. Véase el ejercicio 22 del grupo 30, Articulo 65. y el 
ejercicio 11 de este grupo. 

16. Hallar las coordenadas de los vértices y focos, y la excentricidad de la 
hipérbola que es conjugada a la que tiene por ecuación 

_ 4y 2 = 36. 

17. Demostrar que dos hipérbolas conjugadas tienen las mismas asíntotas. 

18. Demostrar que los focos de un par de hipérbolas conjugadas están sobre 
una circunferencia. 

19. Demostrar que si una hipérbola es equilátera, su hipérbola conjugada 
es también equilátera. 

20. La excentricidad de la hipérbola b 2 x 2 — a 2 y 2 = a 2 b 2 es et- Si la ex¬ 
centricidad de su hipérbola conjugada es es demostrar que ei : es = h : a. 

21. Si las excentricidades de dos hipérbolas conjugadas son ei y es, demos¬ 
trar que ei 2 + es 2 = ei a ea J . 

22. Demostrar que la distancia de un foco a una cualquiera de las asíntotas 
de una hipérbola es igual a la longitud de su semieje conjugado. 

23. Si a es el ángulo agudo de inclinación de una asíntota de la hipérbola 
b 2 x 2 — a 2 y 2 = a 2 b 2 , demostrar que su excentricidad es igual a sec a. 

24. Demostrar que si una recta es paralela a una asíntota de una hipérbola, 
corta a la curva solamente en un punto. 

25. Demostrar que el producto de las distancias de cualquier punto de una 
hipérbola a sus asintotas es constante. 

69. Segunda ecuación ordinaria de la hipérbola. Si el centro de 
una hipérbola no está en el origen, pero sus ejes son paralelos a los ejes 
coordenados, sus ecuaciones pueden obtenerse tal como se determina¬ 
ron ambas formas de la segunda ecuación ordinaria de la elipse 
(Art. 62). Por esto, se deja al estudiante , como ejercicio, el demos¬ 
trar el siguiente teorema : 

Teorema 3. La ecuación de una hipérbola de centro el punto 
(h , k) y eje focal paralelo al eje X , es de la forma 
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Si el eje focal es paralelo al eje Y , su ecuación es 

(y-k) 2 _ (x-h) 2 
a 2 b 2 

Para cada hipérbola, a es la longitud del semieje transverso, b la 
del semieje conjugado , c la distancia del centro a cada uno de los focos , 
y a , b , c están ligadas por la relación 

c 2 = a 2 + b 2 . 

2b 2 

También , para cada hipérbola, la longitud de cada lado recto es — , y 

£L 

la excentricidad e está dada por la relación 

c V a ! + b 2 . , 


Una discusión de la segunda forma ordinaria do la ecuación de la 
hipérbola, análoga a la discusión que para la elipse nos condujo al 
teorema 3 del Artículo 62 , nos da el siguiente 

Teorema 4. Si los coeficientes A y C difieren en el signo, la 
ecuación 

Ax 2 + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 

representa una hipérbola de ejes paralelos a los coordenados, o un par de 
rectas que se cortan. 

Ejemplo. Discutir el lugar geométrico de la ecuación 

9* 2 - 4y 2 - 54* + 8y + 113 = 0. (1) 

Solución. Vamos a reducir la ecuación (1) a la forma ordinaria comple¬ 
tando los cuadrados. Entonces. 


9 (jc 2 -6jr) - 4 (t/ 3 - 2y) = - 113 
9(jr> — 6 jc + 9) — 4 (y a — 2y + 1) = - 113 +81-4. 
9(x - 3) 2 - 4(y - l) 2 ~ - 36. 
de manera que h forma ordinaria es 


de donde, 


(y - D 2 

9 


(x - 3) 2 


1 . 


( 2 ) 


que es la ecuación de una hipérbola cuyo centro C es el punto (3, 1) y cuyo eje 
focal es paralelo al eje y (fig. 100) . 

Como n s “ 9, a = 3, y las coordenadas de los vértices V y V son 
(3, 1+3) y (3, 1—3), o sea, (3, 4) y (3, —2), respectivamente. Como 
c 2 « a 2 + í> 2 , c m v 9 + 4 = v~Í3 , y las coordenadas de los focos F y F' son 
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(3, 1 +V13) y (3. 1 - \/l3). respectivamente. La longitud del eje trans¬ 
verso es 2a = 6, la del eje conjugado es 2b = 4, y la de cada lado recto es 

^2— = A. La excentricidad es e = — = - — . 
a 3 a 3 

Para obtener las ecuaciones de las asíntotas, aplicaremos el teorema 2 del 
Artículo 66, teniendo en cuenta que el centro de la hipérbola es el punto (3, 1) 


Y 



y no el origen. Si los ejes coordenados son trasladados de manera que el nuevo 
origen sea el centro C (3, 1), la ecuación (2) se reduce a la forma canónica 

_ V* = j 

9 4 

de modo que las ecuaciones de las asíntotas referidas a los nuevos ejes se obtienen 
de la relación 

Wf _ íl a = 0 
9 4 

Pero esta última relación al ser referida a los ejes originales X y Y. toma la 
forma 

(yjrJll _ (--211 = o, (3) 


de donde, 


y ~ 1 i- * ~ 3 

3 2 


)( J 


x - 3 


3 


)' 


0 , 


de manera que las ecuaciones de las asíntotas referidas a los ejes origínales 
X y Y son 

y - 1 _i_ * - 3 = o y y- - 1 * “ 3 


3 




0 
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o sea, 3x + 2y — 11 = 0, y 3x — 2y — 7 = 0. 

El estudiante debe observar que la relación (3) puede obtenerse inmediatamente 
reemplazando el término constante por cero en el segundo miembro de la ecua¬ 
ción ordinaria (2). (Ver el ejercicio 13 del grupo 32, siguiente.) 

EJERCICIOS. Grupo 32 


Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Demostrar el teorema 3 del Artículo 69. 

2. Por transformación de coordenadas, reducir las dos formas de la segun¬ 
da ecuación ordinaria a las dos formas correspondientes de la primera ecuación 
ordinaria de la hipérbola. 

3. Si la ecuación de una hipérbola está dada en la forma 

b 2 (x — h) 2 — a 3 (y — k) 3 = a 3 b 3 , 

demuéstrese que las coordenadas de sus vértices son ( h + a, k) , (h — a. h ) , 
y que las coordenadas de sus focos son (h + c, k). (h — c, h), siendo 
c — y/ a 3 + b 2 . 

4. Emplear la primera ecuación ordinaria de la hipérbola para deducir la 
siguiente propiedad geométrica intrínseca de la hipérbola: Si el punto O es el 
centro de una hipérbola cuyos semiejes transverso y conjugado son de longitudes 
a y b, respectivamente, y Q es el pie de la perpendicular trazada desde cual¬ 
quier punto P de la hipérbola a su eje focal, se verifica que 

OQ 2 _ PQ^ _ , 
a 3 b‘ 

5. Por medio de la propiedad iatrínseca de la hipérbola, establecida en el 
ejercicio 4, deducir ambas formas de la segunda ecuación ordinaria de la hi¬ 
pérbola. 

6. Los vértices de una hipérbola son los puntos (— 1, 3) y (3, 3), y su 
excentricidad es %. Hallar la ecuación de la hipérbola, las coordenadas de sus 
focos, y las longitudes de sus ejes transverso y conjugado, y de cada lado recto. 

7. Los vértices de una hipérbola son los puntos (—2, 2) y (— 2, — 4) , 
y la longitud de su lado recto es 2. Hallar la ecuación de la curva, las coorde¬ 
nadas de sus focos y su excentricidad. 

8. El centro de una hipérbola es el punto (2. — 2) y uno de sus vértices 
el punto (0, — 2) , Si la longitud de su lado recto es 8, hallar la ecuación de 
la curva, la longitud de su eje conjugado y su excentricidad. 

9. Los focos de una hipérbola son los puntos (4, — 2) y (4, — 8), y la 
longitud de su eje transverso es 4. Hallar la ecuación de la hipérbola, la longi¬ 
tud de su lado recto y su excentricidad. 

10. El centro de una hipérbola es el punto (4, 5) y uno de sus focos 
es (8, 5) . Si la excentricidad de la hipérbola es 2, hallar su ecuación y las lon¬ 
gitudes de sns ejes transverso y conjugado. 

11. Los vértices de una hipérbola son los puntos (— 3, 2) y (— 3, — 2), 
y la longitud de su eje conjugado es 6. Hallar la ecuación de la hipérbola, las 
coordenadas de sus focos y su excentricidad. 
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12. Demostrar el teorema 4 del Artículo 69. 

13. Demostrar que las ecuaciones de las asíntotas de la hipérbola 

b* (x — h) 2 — a 1 ( y — k ) 2 = a 1 b 2 
son bx + ay — ak — bh = 0 y bx — ay + ah — bh = 0. 

En cada uno de los ejercicios 14-18, reducir la ecuación dada a la segunda 
forma ordinaria de la ecuación de la hipérbola y determinar las coordenadas 
del centro, vértices y focos, las longitudes de los ejes transverso y conjugado, 
y del lado recto, la excentricidad y las ecuaciones de las asíntotas. 

14. x 2 — 9y 2 — 4x + 36y — 41 =■ 0, 

15. 4x 2 - 9y 2 + 32* + 36y + 64 = 0. 

16. x 2 - 4y J - 2x + 1 = 0. 

17. 9x 2 - 4y 2 + 54x + 16y + 29 = 0. 

18. 3x 2 - y 2 + 30x + 78 = 0. 

19. Resolver el ejercicio 14 por traslación de los ejes coordenados. 

20. Hallar el ángulo agudo de intersección de las asíntotas de la hipérbola 
9x 2 - y 2 - 36x - 2y + 44 - 0. 

21. Hallar la ecuación de la hipérbola que pasa por el punto (4, 6), tiene 
el eje focal paralelo al eje X, y sus asíntotas son las rectas 2x + y — 3=0 y 
2x — y — 1 =0. 

22. Hallar e identificar la ecuación del lugar geométrico de un punto que se 
mueve de tal manera que su distancia del punto (3, 2) es siempre igual al triple 
de su distancia a la recta y + 1 =0. 

23. Hallar e identificar la ecuación del lugar geométrico de un punto que se 
mueve de tal manera que su distancia del punto (2, — l) es siempre igual al 
doble de su distancia de la recta x + 2 = 0. 

24. La base de un triángulo es de longitud fija, siendo sus extremos los 
puntos (0, 0) y (4, 0). Hallar e identificar la ecuación del lugar geométrico 
del vértice opuesto si uno de los ángulos de la base es siempre igual al doble 
del otro. 

25. Un observador estacionado en e! punto P oye el estampido de un rifle 
y el golpe de la bala sobre el objetivo en el mismo instante. Demostrar que el 
lugar geométrico de P es una hipérbola. 


70. Propiedades de la hipérbola. Muchas propiedades de la hi¬ 
pérbola están asociadas con sus tangentes. Como la ecuación de una 
hipérbola es de segundo grado, sus tangentes pueden obtenerse em¬ 
pleando la condición para tangencia discutida en el Artículo 44. Las 
demostraciones de los teoremas 5 y 6 , enunciados a continuación , se 
dejan como ejercicios al estudiante. Debe comparar estos teoremas 
con los análogos establecidos para la elipse (Art. 63, teoremas 4 y 5). 


Teorema 5 . La ecuación de la tangente a la hipérbola 
b 2 x 2 — a 2 y 2 = a 2 b 2 


en cualquier punto Pi (xi, yi) de la curva es 

b 2 xi x — a 2 yi y = a 2 b 2 . 


f 

^ UPr^O 


\o 


¿ó- y’vC 


rV 
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Teorema 6. Las ecuaciones de las tangentes a la hipérbola 
b 2 x 2 — a 2 y 2 = a s b 2 

de pendiente m son 

y = mx ± V a 2 ni 2 — b 2 , ¡ m | > —. 

s> 

La hipérbola tiene una propiedad focal análoga a la de la elipse. 
Esta propiedad está basada en el siguiente teorema 7. La demostra¬ 
ción es semejante a la del teorema análogo para la elipse (teorema 6, 
Art. 63) y , por tanto, se deja al estudiante como ejercicio. 

Teorema 7. La tangente a una hipérbola en cualquier punto de la 
curva es bisectriz del ángulo formado por los radios vectores de ese punto. 

Para algunos de los teoremas que figuran en el siguiente grupo de 
ejercicios, hay teoremas análogos sobre la elipse; esto se hace notar 
en cada caso recomendando al lector que compare el teorema particular 
con su análogo en el grupo 29 del Artículo 63. También debe obser¬ 
varse que si en una ecuación relativa a una elipse se sustituye la can¬ 
tidad b 2 por — b 2 , la relación análoga se verifica entonces para la 
hipérbola. 


EJERCICIOS. Grupo 33 

Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Demostrar el teorema 5 del Artículo 70. 

2. Demostrar el teorema 6 del A.rtículo 70. 

3. En e! teorema 6 del Artículo 70, ¿por qué la pendiente m está restrin¬ 
gida a los valores comprendidos en el intervalo \m \ > —? Interpretar el resul- 

a 

tado cuando | m | = —. 

a 

4. Demostrar el teorema 7 del Artículo 70. 

En cada uno de los ejercicios 6-8, hallar las ecuaciones de la tangente y la nor¬ 
mal y las longitudes de la tangente, normal, subtangente y subnormal, para la 
hipérbola dada, en el punto de contacto indicado. 

5. 3x 3 - y 2 = 2; (1. 1) . 

6. 2jc a - 3y a - 6* - 4y + 12 = 0; (4,2). 

7. 3x a — 2y a + 3* — 4y — 12 = 0; (2,1). 

8. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la hipérbola 
x* - 2y a + 4x - Sy - 6 = 0 
que son paralelas a la recta 4 jc — 4y + 11 =■ 0. 
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9. Hallar el ángulo formado por las tangentes trazadas del punto (3. ó) 
a la hipérbola x 1 — y 3 + 4x — 2y — í = 0. 

10. Hallar los valores de m para los cuales las rectas de la familia y = mx — 1 
son tangentes a la hipérbola 4x 3 — 9y 3 = 36. 

11. Demostrar que las ecuaciones de las tangentes de pendiente m a la hipér¬ 
bola b 3 (x — h) 3 — a 3 (y — h) 3 = a 3 b 3 son 

O. 

y — k = m (jc — h) =*= V* a 3 m' J — b 3 , | m \ > —■ ( ^ 



(Ver el ejercicio 13 del grupo 29, Art. 63.) 

\ 12. Se dan una hipérbola y sus focos. Aplicando el teorema 7 del Artículo 70, 
demostrar un procedimiento para construir la tangente y la normal en cualquier 
punto de la curva. 

13. Demostrar que la ecuación de la normal a la hipérbola b 3 x 3 — a 3 y 3 *=a 3 b 3 
en el punto Pifan, yi) es a 3 y i x + 6 a xi y — a 3 xiyi — b 3 xiy¡ =0. (Ver el 
ejercicio 14 del grupo 29, Art. 63.) 

14. Demostrar que la elipse 2.x 1 + y 3 =» 10 y la hipérbola 4¡y 3 — x 1 = 4 son 
ortogonales entre sí en sus puntos de intersección. 

16. Demostrar que la elipse x 3 + 3y 3 * 6 y la hipérbola x 1 — 3y 3 ** 3 tie¬ 
nen los mismos focos. Tales curvas se llaman cónicas homo/ocales. Demostrar 
que la elipse y la hipérbola del ejercicio 14 son también homofocales. 

16. Demostrar que el producto de las distancias de los focos de una hipér¬ 
bola a cualquier tangente es constante e igual al cuadrado de la longitud del 
semieje conjugado. (Ver el ejercicio 19 del grupo 29. Art. 63.) 

17. Demostrar que la pendiente de una hipérbola en cualquier extremo de 
cualquiera de sus lados rectos es numéricamente igual a su excentricidad. (Ver 
el ejercicio 18 del grupo 29, Art. 63.) 

18. Demostrar que el punto de contacto de cualquier tangente a una hipér¬ 
bola es el punto medio del segmento de tangente comprendido entre las 
asíntotas. 

19. En un punto cualquiera P, excepto el vértice, de una hipérbola equi¬ 
látera. se traza una normal que corta al eje focal en el punto Q. Si O es el 
centro de la hipérbola, demuéstrese que | OP | = | PQ \ ■ 

20. Demostrar que el triángulo formado por una tangente cualquiera a una 
hipérbola y sus asíntotas tiene un área constante. 

21. Las tangentes en los vértices de una hipérbola cortan a otra tangente 
cualquiera en los puntos P y Q. Demostrar que los puntos P y Q y los focos 
de la hipérbola están sobre una circunferencia. 

22. Si desde un punto exterior Pi, se trazan tangentes a una hipérbola, el 
segmento que une los puntos de contacto se llama cuerda de contacto de Pi para 
esa hipérbola. Si Pi(xi. i/ 1 ) es un punto exterior a la hipérbola 


b 3 x 2 — a 2 y 2 m a 3 b 3 , 


demuéstrese que la ecuación de la cuerda de contacto de P, es 

b 3 xix — a ? -yi y = a 3 b 3 . 

(Ver el ejercicio 21 del grupo 29, Art. 63.) 

23. Hallar la ecuación de la cuerda de contacto del punto (— 2, 4) de la 
hipérbola 3x 3 — 7y 3 “ 3. 


— 14 > 
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24. Demostrar que la ecuación del lugar geométrico de los puntos medios de 
cualquier sistema de cuerdas paralelas dependiente m de la hipérbola 

b 2 x 3 — a 2 y 2 = a 2 b 2 es y — — x; m ^ 0, m ± . 

a 2 m a 

Obsérvese que el lugar geométrico es una linea recta que pasa por el centro; su 
ecuación es, por lo tanto, la ecuación de un diámetro de la hipérbola. (Ver el 
ejercicio 25 del grupo 29, Art. 63.) 

25. Demostrar que si un diámetro de una hipérbola biseca a todas las cuer¬ 
das paralelas a otro diámetro, el segundo diámetro biseca a todas las cuerdas 
paralelas al primero. Tales diámetros se llaman diámetros conjugados de la 
hipérbola. (Ver el ejercicio 25 del grupo 29, Art. 63.) 

71. Primer resumen relativo a las secciones cónicas. La parábola , 
elipse e hipérbola se llaman secciones cónicas o, simplemente , cónicas. 
Hemos visto que si la ecuación 

Ax ¡ + (Y + Dx + Ey + F = 0 

representa un lugar geométrico real, éste debe ser una sección cónica 
con uno de sus ejes paralelo (o coincidente) con uno de los ejes coorde¬ 
nados , o bien uno de los casos excepcionales de un punto , dos rectas 
coincidentes, dos rectas paralelas o dos rectas que se cortan. Estos 
casos excepcionales se llaman también formas límite de las cónicas o 
cónicas degeneradas. 

En el cuadro que se da a continuación, hemos indicado los resul¬ 
tados principales obtenidos hasta aquí. Por conveniencia nos referimos 
al eje único de la parábola como a su eje focal. Además, para que el 
cuadro quede completo, hemos indicado que la parábola tiene una 
excentricidad igual a la unidad ; esto será establecido en el capítulo 
siguiente. Como la elipse y la hipérpola tienen cada una un centro, 
se llaman cónicas centrales . La parábola, no teniendo centro, se 
llama cónica no central . La circunferencia puede considerarse como un 
caso especial de la elipse. 

En la formación del cuadro, ha sido necesario, debido al tamaño 
limitado de la página, restringir algunos de los datos a referencias 
para otras partes del libro. El estudiante debe , por lo tanto , repro¬ 
ducir la tabla completa en una hoja de papel suficientemente grande e 
incluir todos los datos dados en las referencias. Puede añadir también 
otros datos, como, por ejemplo , las ecuaciones de las tangentes a las 
cónicas. 


PRIMER RESUMEN RELATIVO A LAS CÓNICAS 



(Ningún I^a^g«omé^co) (Art. 62, teorema 3) (Art. 69, teorema 4) 
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72. Introducción. En este capítulo haremos un estudio de la 
ecuación general de segundo grado, 

Ax* + Bxy + Cy* + Dx + Ey + F = 0. (1) 

En particular, consideraremos el caso en que la ecuación (1) contiene 
un término en xy , es decir, el caso en que B 0. Demostraremos 
que por medio de una rotación de los ejes coordenados siempre es posi¬ 
ble transformar la ecuación (1) en otra de la forma 

A'x' 1 + CV + DV + E'y' + F> = 0, (2) 

en la que uno de los coeficientes A' y C , por lo menos, es diferente 
de cero, y no aparece el término en x' y '. 

Hemos visto (Art. 71) que si la ecuación (2) representa un lugar 
geométrico real, representa o bien una cónica o uno de los casos excep - 
cionales de un punto o un par de rectas. Como la naturaleza de un 
lugar geométrico no se altera por transformación de coordenadas, se 
sigue que, si la ecuación (1) tiene lugar geométrico, este lugar geo¬ 
métrico debe ser también o una sección cónica o uno de los casos 
excepcionales de un punto o un par de rectas. Por lo tanto , la ecua¬ 
ción (1) se toma, generalmente, como la definición analítica de cónica. 
De esto podemos inferir la existencia de una definición geométrica que 
incluya a todas las cónicas. Veremos más adelante (Art. 75) que tal 
definición general existe para la parábola, la elipse e hipérbola. 

73. Transformación de la ecuación general por rotación de los ejes 
coordenados. Apliquemos a la ecuación general 

Ax 2 + Bxy + C?/ 2 + Dx + Ey + F = 0 , 
en donde B ^ 0, las ecuaciones de transformación por rotación 
x = x' eos 9 — y' sen 9 , y = x' sen 8 + y' eos 6 , 


( 1 ) 
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dadas en el teorema 2 del Artículo Setenemos : 

A ( x’ eos 9 — y' sen 8 ) 5 + B {x! eos 8 — y' sen 8 ) (x 7 sen 9 + y' eos 6 ) 

+ C ( x 7 sen 8 + y' eos 9 ) a + D (x 7 eos 6 — y' sen 6) 

+ E (x 7 sen 8 + y' eos 9) + F = 0. 

Si desarrollamos y agrupamos los términos, obtenemos 

A'x 1 * + B'x'y 1 + C'y n + D'x' + E'y' + F' = 0, (2) 

en donde, 

A 7 = A eos 5 8 + tí sen 9 eos 6 + C sen 5 8 , 
tí' = 2(C — A) sen 9 eos 9 + fí(cos 2 9 — sen 5 9), 

C' — A sen 2 9 — tí sen 6 eos 9 + C eos 2 8, 

D' = D eos 9 + E sen 9 , ^ 

E 7 = E eos 9 — D sen 9 , 

F' = F. 


Si la ecuación transformada (2) va a carecer del término en z 'y', 
el coeficiente'^ tí' debe anularse. Por tanto , debemos tener 

2 (C — A) sen 9 eos 9 + tí (eos 5 9 — sen 2 8 ) «* 0. 


Por medio de las fórmulas trigonométricas del ángulo doble (Apén¬ 
dice IC, 7), esta última ecuación puede escribirse en la forma 

(C — A ) sen 29 + tí eos 29 — 0. (4) 


Si A C, de la ecuación (4) tenemos la relación 

» 


tg 2 9 



Si A = C, entonces la ecuación (4) se reduce a la forma 

tí eos 28 * 0. 

Como tí 0 , por hipótesis, se sigue (Apéndice IB , 2) que 

eos 28 = 0. (5) 

El ángulo de rotación 9 queda restringido al intervalo 0 o < 8 < 90° 
(nota, teorema 2, Art. 51), de manera que el intervalo de variación 
para 29 es 0 o £ 29 < 180°. Por tanto , de la ecuación (5), tenemos 

29 =* 90° y 9 = 45°. 


* 


A 
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Resumiendo : 

Teorema 1 . La ecuación general de segundo grado 


Ax 2 + Bxy + Cy ! + Dx + Ey + F - 0 , (1) 

en donde B ^ 0, puede transformarse siempre en otra de la forma 

A'x' 2 + Cy 2 + D'x' + Ey + F - 0 , (6) 

sin término en x' y ; , haciendo girar los ejes coordenados un ángulo posi¬ 
tivo agudo 8 tal que 


tg 28 = 


B 

A-C ’ 


si A ^ C i 


y 


8 - 45°, si A _ C. 


NOTA. Por medio del teorema 1, es posible determinar el ángulo 9 y por 
tanto, los valores de sen 9 y eos 9 para usarlos en las ecuaciones de transforma¬ 
ción por rotación. De aqui que las ecuaciones de transformación pueden obte¬ 
nerse antes de hacer la sustitución en la ecuación original. Esto nos conduce a 
reducir considerablemente la cantidad de operaciones en loa problemas del tipo 
del ejemplo 1 del Artículo 51. 


Del teorema 1 podemos deducir una conclusión muy importante. 
El ángulo de rotación 8 es de 45° , si A = C, o bien tal que 

tg 26 = A-C ’ si A * C - 

Como B ?í 0, tg 28 U, y, por tanto, 8 es diferente de cero en 
todos los casos. De acuerdo con esto , la ecuación general (1) puede 
transformarse en la forma (6) girando los ejes coordenados un ángulo 
diferente de cero. Pero hemos visto que, si la ecuación (6) repre¬ 
senta una sección cónica , el eje focal es paralelo a (o coincidente con) 
uno de los ejes coordenados, y recíprocamente. Por tanto, si la 
ecuación (1) representa una cónica , el eje focal debe ser oblicuo con 
respecto a los ejes coordenados y recíprocamente. Este resultado lo 
enunciamos en el siguiente teorema : 

Teorema 2. Si la ecuación general de segundo grado, 

Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0, (1) 

en donde B ^ 0, representa una sección cónica, el eje focal es oblicuo 
con respecto a los ejes coordenados, y reciprocamente. 
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74. El indicador I = B — 4AC. En el Artículo 73 vimos que, 
si los ejes coordenados giran un ángulo 6 , la ecuación general 

Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 , B 0 , (1) 

se transforma en la ecuación 

A'x' 2 + B'x'y' + C V 2 + D'xf + E'y' + F> = 0 

en donde, 

A' = A eos 2 6 + B sen 6 eos 6 + C sen* 6 , 

B' = 2(C — A) sen 6 coa 6 + B(cos 2 0 — sen* 6), 

C' — A sen 2 6 — B sen 6 coa 6 + C eos 2 6 , 

D' = D eos 6 + E sen 6 , 

E' = E eos 6 — D sen d , 

F' = F. 

Más aún, si se selecciona el ángulo de rotación 6 como lo especifica 
el teorema 1 del Artículo 73 , la ecuación (2) toma la forma 

A'x' 2 + C'y n + D'x' + E'y’ + F' - 0. (4) 

En el Artículo 71 presentamos un resumen de la naturaleza del 
lugar geométrico de la ecuación (4). Por ejemplo, si A' o C' son 
iguales a cero, uno u otro, la ecuación (4) representa una parábola 

cuyo eje es paralelo a (o coincidente con) uno de los ejes coordenados, 

o constituye uno de los casos excepcionales de dos rectas diferentes o 
coincidentes, paralelas a uno de los ejes coordenados, o ningún lugar 
geométrico. Ahora diremos, con el fin de una mayor brevedad de 
expresión , que la ecuación (4) representa una cónica género parábola. 
Para los demás casos se usarán términos semejantes al anterior según 
las siguientes definiciones: 

Definiciones. 1. Si uno de los dos coeficientes A' o C" es 
igual a cero, la ecuación (4) representa una cónica género parábola, 
es decir, uno cualquiera de los casos especificados en el teorema 3 del 
Artículo 56. 

2. Si A' y C son del mismo signo, se dice que la ecuación (4) 
representa una cónica del género elipse, es decir, uno cualquiera de los 
casos especificados en el teorema 3 del Artículo 62. 

3. Si A' y C' son de signo contrario, se dice que la ecuación (4) 
representa una cónica del género hipérbola, es decir, uno cualquiera 
de los casos especificados en el teorema 4 del Artículo 69. 

Usando las tres primeras relaciones de (3) y la identidad trigono¬ 
métrica sen 2 6 + eos 2 6 = 1, podemos demostrar fácilmente que 

B n - 4 A'C = B* -4AC. 



(5) 
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El lector debe notar particularmente que la relación (5) es indepen¬ 
diente de 8 , el ángulo de rotación. Como la cantidad B- — 4 AC no 
cambia de valor para ninguna rotación de los ejes coordenados, se 
llama invariante y se dice que es invariante por rotación . 

Cuando la ecuación (1) es transformada en la ecuación (4), 
B' — 0 , y la relación (5) se reduce a 

B'--iAC « -iA'C'. (6) 

Si uno cualquiera de los coeficientes A' o C' es igual a cero, la 
ecuación (4) y, por tanto, la (1), es del género parábola. En este 
caso , la relación (6) muestra que B 2 — 4AC — 0 . 

Si A' y C' son del mismo signo, la ecuación (4) y, en conse¬ 
cuencia , la (1), es del género elipse. En este caso, la relación (6) 
muestra que B 2 — 4 AC < 0. 

Si A' y C' difieren en el signo, la ecuación (4) y, en conse¬ 
cuencia la (1), es del género hipérbola. En este caso , la relación (6) 
muestra que B 2 — 4 AC > 0. 

Como la expresión B- — 4 AC indica la naturaleza del lugar geo¬ 
métrico de la ecuación (1), llamaremos indicador * a este invariante. 
Denotaremos el indicador por la letra mayúscula I , es decir, 

I = B 2 - 4 AC. 

Los resultados precedentes se pueden resumir en el siguiente 
teorema : 

Teorema 3. La ecuación general de segundo grado , 

Ax 1 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 , 

representa una cónica del género parábola , elipse o hipérbola , según que 
el indicador , I = B 2 — 4AC , sea cero , negativo o positivo. 

Ejemplo. Determinar la naturaleza del lugar geométrico de la ecuación 

íjc» + 4jet/ + 2y 3 - Ux - 12y + 29 - 0. (7) 

Reducir la ecuación a su forma canónica por transformación de coordenadas. 
Trazar el lugar geométrico y todos los sistemas de coordenadas que hayan sido 
necesarios. 

Solución. Para la ecuación (7) , el indicador es 

/ - B s - 4AC - 4 2 - 4 . í . 2 * - 24. 

Como 1 < 0. la ecuación (7) es del género elipse. 


* N DEL T. Muchos autores llaman discriminante a esta expresión. 
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Para suprimir el término en xy, hacemos girar los ejes coordenados un ángu¬ 
lo 8 tal que 



De tg 28 podemos obtener eos 26 ya sea por medio de un triángulo rectángulo o 
por la relación 


de donde. 


eos 26 = 


_|_ 1 

sec26 Vtg 1 28+ 1 ’ 


eos 28 = — — 

V(4/J)* + 1 


2_ 
5 • 


Obsérvese que por ser 8 agudo, 28 está en el primero o en el segundo cuadrantes 
en donde el coseno y la tangente de un ángulo son del mismo signo. De este 
valor de eos 28 podemos obtener los valores de sen 6 y eos 8 por medio de las 
fórmulas trigonométricas del ángulo mitad (apéndice IC, 8) . Así, 


y 


sen 8 — 


eos 8 = 


V 

4 


I — eos 28 
2 


1 + eos 28 
2 



- ( 3/5 ) 
2 


4 


1 +(3/5) 

2 


I 

V"5 


2 

V? 


Las ecuaciones de transformación por rotación son entonces 


x 


x' eos 6 — y' sen 6 — 


2x> ~ y' 

VI 


y =* x' sen 8 + y' eos 8 


x' + 2y' 

V~5 


Sustituyendo estos valores de x y y en la ecuación (7) , obtenemos 


í 2x' - y' \ 

r+ 4 i 

( 2x> -y'\ 

( x' + 2y> 

(+2| 

( x' + 2y'\ 

\ VI J 

{ VI ) 

\ VI ) 

l V7 ) 


la cual, por simplificación, toma la forma 

6,e' 2 + y' 1 - 12 V7+ + 29 = 0. (8) 

La ecuación (8) puede simplificarse, bien por una traslación de los ejes 
X 1 y Y' o completando los cuadrados. El estudiante debe verificar el resul¬ 
tado, que es la elipse (fig. 101) 


6*" 2 + y" 1 - 1. 
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En los problemas del tipo considerado en este artículo, la gráfica 
se construye , generalmente, a partir de la ecuación más simple obte¬ 
nida finalmente por transformación de coordenadas. Se puede hacer 
una comprobación parcial de la exactitud de esta gráfica comparando 
sus intersecciones con los ejes originales , cuando existen dichas inter- 


Y 



Fig. 10! 

secciones, con los valores de estas mismas intersecciones obtenidas a 
partir de la ecuación original. 

El teorema 3 del Artículo 52 establece que el orden en que se efec¬ 
túen la traslación y la rotación no tiene importancia. Fué anotado , 
sin embargo, en la nota 2 de este teorema que, si los términos de 
segundo grado forman un cuadrado perfecto, se debe hacer la rotación 
de los ejes antes de la traslación. En seguida demostraremos la 
razón de esto. Si reemplazamos x y y en la ecuación general (1) por 
sus valores dados en las ecuaciones de transformación para traslación 

x = x' + h, y = y’ + k , 

obtenemos 

A{af + hy + B{x’ + h) ( y ' + ¡fe) + C(y' + k)* + D{x> + h ) 

+ E(y' + k) + F= 0. 

la cual, por desarrollo y agrupación de términos, toma la forma 
Axf 2 + Bx'y’ + Cy n + (2 Ah + Bk + D) x' + (Bh + 2 Ck + E)y' 

+ (Ah 2 + Bhk +Ck 2 + Dh +Ek + F) = 0. (9) 

Para eliminarlos términos de primer grado de la ecuación (9) basta 
determinar los valores de h y fc que satisfacen a las ecuaciones 

2Ah + Bk + D = 0, Bh + 2Ck + E = 0. 
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Este sistema tiene una solución única para h y k , dada por la regla de 
Cramer (Apéndice IB, 6), solamente si el determinante del sistema 


2 A B 
B 2 C 


= 4 AC — B 2 0. 


Por tanto , si la ecuación (1) es del género parábola , en donde 

I = B 2 - 4 AC = 0, 

no podemos eliminar los términos de primer grado comenzando por una 
traslación. En general, por lo tanto , simplificaremos la ecuación (1) 
girando primero los ejes. 


EJERCICIOS. Grupo 34 

Los ejercicios 1-5 se refieren a las ecuaciones (1) y (2) del Artículo 74. 

1. Demostrar que la cantidad £* — 4AC es invariante por rotación, de¬ 
mostrando que £'* — 4A'C' = B* — 4AC. (Relación [5], Art. 74.) 

2. Demostrar que la cantidad A + C es invariante por rotación, haciendo 
ver que A' -(- C' = A + C. Sugestión. Usense la primera y tercera relaciones 
de (3). Art. 74. 

3. Si B 0 pero uno cualquiera de los coeficientes A o C es cero, o 
ambos A y C son cero, demuéstrese que la ecuación (1) es del género hi¬ 
pérbola. 

4. Si A y C difieren en el signo, demuéstrese que la ecuación (1) es del 
género hipérbola ya sea que £ sea positivo, negativo o nulo. 

5. Demostrar que la ecuación (1) es del género parábola si los términos de 
segundo grado forman un cuadrado perfecto. 

En los ejercicios 6-16, determinar la naturaleza de la cónica que representa la 
ecuación dada, y reducir la ecuación a su forma canónica por transformación de 
coordenadas. Trazar el lugar geométrico, cuando exista, y todos los sistemas 


de ejes 

coordenados. 

0. 

4x 3 

- 14xy + lly a + 56* - 58 y + 95 = 0. 

7. 

4jc 3 

- 12 * 1 / +9y 3 - 8 VlJx - 14 y/1Jy + 117 = 0. 

8. 

3x* 

- 4*y - 4 y 3 + 16* + 16y -12 = 0. 

9. 

5x 3 

+ 2*y + 10y> - 12* - 22y + 17 = 0. 

10. 

x 3 + 8xy + 16 y 2 — 4x — ¡by + 7 = 0. 

11. 

12* ¡ 

! + 12xy + 7y 2 — 4* + 6y — 1 =0. 

12. 

2x 3 

— 12xy + 18y 3 + * — 3y — 6 = 0. 

13. 

8x 3 

- 24 *y + 15y 3 + 4y -4=0. 

14. 

3x 3 

— 2*y + 3 y 2 + 2 y/ 2x — 6\/2y + 2 = 0. 

15. 

4x 2 

— 20*y -(- 25y 3 + 4* — I Oy + 1=0. 

16. 

x 2 + 2.x y + y 2 + 2* — 2y — 1 «0. 
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17. Resolver el ejemplo 2 del Articulo 51 por el método del Articulo 74. 

18. Resolver el ejemplo del Articulo 52 por el método del Artículo 74. 

19. Elevando al cuadrado dos veces, elimínense los radicales de la ecuación 
x 'í + yH = 1. Demostrar que el lugar geométrico de la ecuación resultante es 
una parábola, y determinar qué porción de esta curva representa el lugar geomé¬ 
trico de la ecuación original. 

20. Si los ejes coordenados son trasladados de tal manera que el nuevo origen 
sea el punto ( h, k) , demostrar que la ecuación general 

f (x, (/) = Ax 2 + Bxy + Cy 3 + Dx + Ey + F = 0 
se transforma en otra ecuación cuyo término constante es igual a f (h, k ). 


75. Definición general de cónica. Veamos ahora una definición 
geométrica de cónica que incluye a la paráhola, la elipse y la hi¬ 
pérbola . 

Definición. Dada una recta fija l y un punto fijo F no conte¬ 
nido en esa recta, se llama cónica al lugar geométrico de un punto P 

que se mueve en el plano de l y F 
Y de tal manera que la razón de su 

■' distancia de F a su distancia de l 

/ es siempre igual a una constante 

/ positiva. 

A La recta fija l se llama directriz, 

/ \ el punto fijo F, foco, y la constan- 

/ \ te positiva, a la que designaremos 

' por e, excentricidad de la cónica. 

' Cuando e = 1, la definición ante- 

_ 2 . _ \ > x r i° r es I a de la parábola (Art. 54). 

Fipfi) Sin ninguna pérdida de genera¬ 

lidad , podemos tomar el eje Y 
P¡g. 102 como directriz del punto F(p, 0), 

p ri 0, como foco (fig. 102). Sea 
P(x, y) un punto cualquiera del lugar geométrico. Desde P tracemos 
el segmento PA perpendicular al eje Y. Entonces, por la definición 
anterior, el punto P debe satisfacer la condición geométrica 


F(p, 0) 


Fig. 102 


PP| 
PA. I 


lo cual puede expresarse analíticamente por la ecuación 
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Elevando al cuadrado ambos miembros de esta ecuación, quitando 
denominadores y trasponiendo, resulta 

(1 — e 1 ) x 2 — 2px + y 1 + p 2 = 0. (2) 

Podemos demostrar, recíprocamente, que cualquier punto cuyas 
coordenadas satisfacen la ecuación (2) es un punto que satisface la 
condición geométrica (1) y, por tanto. está sobre el lugar geomé¬ 
trico. De acuerdo con esto, la ecuación (2) es la ecuación buscada. 

Por lo anteriormente estudiado, reconocemos a primera vista que 
el lugar geométrico de la ecuación (2) es una cónica , pero su natura¬ 
leza depende, evidentemente, del valor de la excentricidad e. Hay 
entonces dos casos generales por considerar : I. e = 1 ; II. e ^ 1. 

I . e = 1 . En este caso , la ecuación ( 2) toma la forma 
— 2 px + y* + p 2 = 0. 


Esta ecuación puede escribirse 

y 2 = 2 p ( x ~ “I) > 

que representa una parábola cuyo vértice es el punto ^ 2 ’ °) y cuyo 
eje coincide con el eje X. 

II. e 1. En este caso , 1 — e 2 0. Dividiendo la ecuación 
(2) por 1 — e 2 , obtenemos 


xr 





Completando el cuadrado en x , podemos reducir esta ecuación a la 
segunda forma ordinaria de la ecuación de una cónica central, 



p¿ r 

(1 - e 2 ) 2 


+ 


r 

y 2 e 2 

1 - e 2 


= 1. 


(3) 


El que la ecuación (3) represente una elipse o una hipérbola depende 
del valor de e. Tenemos entonces dos subcasos: 

a) e < 1; b ) e > 1. 

a) e < 1. En este caso, 1 — e 2 < 0, y ambos denominadores 
en el primer miembro de (3) son positivos. Por tanto, el lugar 
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geométrico de la ecuación (3) es una elipse. Vamos ahora a demos¬ 
trar que el valor de e dado por la ecuación (3) es idéntico al valor 

£ 

previamente definido de — (Art. 61). 

En efecto : Por ser 


tenemos : 


Entonces 


y _ - t i- 

(I-**)* y 1 — e 2 ’ 


a 2 


b 2 


p 2 e 2 _ p 2 e 2 
(1 — e 2 ) 2 ~ 1 - e 2 

p 2 e 2 p 2 e 2 (l — e 2 ) p 2 e 4 
(1 — e 2 ) 2 (1 — e 2 ) 2 — Cl — e 2 ) 2 ‘ 


c 2 p 2 e 4 _ (1 — e 2 ) 2 

a 2 “ (1 —e 2 ) 2 p 2 e 2 


£ 

de donde , — = e, que es lo que se quería demostrar. 

6) e > 1. En este caso , 1 — e 2 < 0. Por tanto, con el fin de 
tener ambos denominadores positivos, escribimos la ecuación (3) en 
la forma 




p 2 e 2 


(1 - e 2 ) ; 


y 2 = , 

p 2 


(4) 


Evidentemente, el lugar geométrico de la ecuación (4) es una hipér¬ 
bola . Análogamente a como hicimos para la elipse podemos demostrar 
que el valor de e dado por la ecuación (3) es idéntico con su valor 

c 

previamente definido de — (Art. 65). 

Podemos ahora establecer el siguiente teorema : 

Teorema 4 . Una cónica es una parábola , una elipse o una hipér¬ 
bola , según que su excentricidad sea igual a, menor que, o mayor que la 
unidad. 

Nota. El lector debe observar el paralelismo entre los valores del indicador 
1 *= B 2 — 4AC y de la excentricidad e de las diversas cónicas, como aparece en 
el siguiente cuadro. 



PARABOLA 

ELIPSE 

HIPERBOLA 

Indicador 1 = B 2 — 4 AC 

I = 0 

1 < 0 

/ > 0 

Excentricidad e 

e “ 1 

e < 1 

e > 1 
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Ejemplo 1. Determinar la ecuación de la cónica que tiene por foco el punto 
F (— 1, — 2 ) , directriz la recta l : x — y + 1 = 0 y excentricidad e — Yi . 

Solución. Por la definición general, el lugar geométrico es una elipse, y 
su ecuación puede obtenerse a partir de la relación 

\/{x + l) 2 +(¡/ + 2)» = J_ 

U — y + 1 I 2' 

Vi 

Si elevamos al cuadrado, quitamos denominadores, trasponemos y agrupamos 
términos, obtenemos la ecuación buscada, 

7x a + 2xy + 7 y* + 14x + 34y + 39 = 0. 

Esta ecuación representa la elipse de la figura 103. 

Y 



La determinación de la ecuación de la directriz de una parábola ya 
ha sido considerada en el Capítulo VI. Ahora determinaremos las 
ecuaciones de las directrices de las cónicas centrales. Estas cónicas 
tienen cada una dos focos y, por tanto, dos directrices, correspon¬ 
diendo una a cada foco. 

De la simetría de las cónicas, se sigue, por la ecuáción (2), que 
el eje focal es perpendicular a la directriz. Por tanto , si tomamos la 
ecuación de la elipse en su forma canónica , 



+ — = 1 


(5) 


las ecuaciones de sus directrices son de las formas x = k y x — l , 
correspondiendo a los focos (c, 0) y (— c, 0), respectivamente, tal 
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como se indica en la figura 104. Para el foco (c, 0) y su directriz 
correspondiente x = k, tenemos, de la definición general de las có¬ 
nicas , __ 

V(x - cy -+- y 2 , 

— \^T\ - = e - (6) 

Se deja al lector, como ejercicio , la demostración de que la ecuación 
(6) se reduce a la forma ordinaria 


(x i e2 *- c Y 


\ X+ l-e 2 / , 

y 1 


l (k — c ) 

(1-e 2 ) 2 


e*(k - cf 
1 -e 2 


= 1 . 


(7) 


Como las ecuaciones (5) y (7) representan uu mismo lugar geomé¬ 



trico , una elipse cuyo centro 
está en el origen , de la ecuación 
(7) se sigue que 

e 2 k — c =» 0 , 

de donde, 

. r ae n 
k = — = — = —. 
e- e ¿ e 

Por tanto , para el foco (c , 0) , 
de la elipse (5), la ecuación do 


la directriz es x = —. Análogamente, para el foco (—0,0) y la 


directriz correspondiente x = l, hallamos x——~. 

Exactamente por el mismo procedimiento, hallamos, para la hipér¬ 
bola , 6 2 x 2 — a 2 y 2 = a- 6 2 , que sus focos (c, 0) y (—c, 0) tienen 
por directrices correspondientes a las rectas cuyas ecuaciones son , res¬ 
pectivamente , x = — y x = — ~. 

Los resultados precedentes están comprendidos en el siguiente 


Teorema 5. Para la elipse b 2 x 2 + a 2 y 2 = a 2 b 2 y la hipérbola 
b 2 x- — a 2 y 2 = a 2 b 2 , cada una de excentricidad e , los focos (ae , 0) 
y (—ae, 0) tienen como directrices correspondientes las rectas cuyas 


ecuaciones son x = “ y X 


— —, respectivamente. 
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Ejemplo 2. Hallar las coordenadas de los focos y las ecuaciones de las direc¬ 
trices correspondientes de la hipérbola 3x 2 — y 2 = 12. 

Solución. Escribiendo la ecuación en la forma ordinaria. 



vemos que a 2 = 4 y b 2 = 12. Por tanto, c 3 = a 3 + b 2 = 16, y la excentrici¬ 
dad e = — = — = 2. Entonces, por el teorema 5 anterior, la ecuación de la 
a 2 


Y 



directriz correspondiente al foco (4, 0) es x = — , o sea, x = 1, y la ecua- 

e 


ción de la directriz correspondiente al otro foco (—4, 0) es x = — —, o sea, 

e 

x — — 1 (fig. 105) . 


EJERCICIOS. Grupo 35 

En cada uno de los ejercicios 1-5, hallar la ecuación de la cónica respectiva a 
partir de los datos dados. 


1. 

Foco 

(0. 0) 


directriz: je + 2t/ + 2 = 0; excentricidad = 1. 

2. 

Foco 

(1. - 

2) 

VI 

: directriz: x — 2y = 0; excentricidad = - 

3 

3. 

Foco 

(- 1. 

— 

1) : directriz: 4x + 3¡/ = 12; excentricidad = 

4. 

Foco 

(3. 3) 


directriz: x + 3y = 3; excentricidad =■ 2. 

5. 

Foco 

(1. - 

3) 

: directriz: 3x + y — 3 =0: excentricidad = 


Lehrrvinn* — 16 * 
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6. Demostrar que cualquier punto cuyas coordenadas satisfacen la ecua¬ 
ción (2) es un punto que satisface la condición geométrica (1) del Artículo 75. 

7. Hallar las coordenadas del vértice de la parábola del ejercicio 1. 

8. Hallar las coordenadas del centro de la elipse del ejemplo 1, Articulo 75. 

9. Demostrar que la ecuación (7) del Artículo 75 se deduce de la ecuación 
(6) del mismo artículo. 

10, En la ecuación (7) del Articulo 75, demostrar que si fe = — el deno- 

e 

minador -- c -i— es igual a a 2 y el denominador -L_i— T _ c ' — es igual a 6 2 . 

(1 — e 3 ) 2 1 — e 2 

11. Demostrar que el punto (— ae, 0) y la recta x = — — son un foco y 

e 

una directriz correspondientes de la elipse b 3 x 3 + a 2 y 2 = a 3 b 3 . 

En cada uno de los ejercicios 12-16, bailar las coordenadas de los focos y las 
ecuaciones de las directrices correspondientes de la cónica cuya ecuación se da. 
Dibujar una figura para cada ejercicio. 

12, 5x 2 + 9y 2 = 45. 14. 5 jc 2 + y 2 = 5. 

13. 16x 2 — 9y 2 = 144. 15. 2y 2 - 7x 3 = 14. 

16. 9jc 2 + 25y 2 - 18* - 50y - 191 - 0. 

17. Demostrar el teorema 5 del Artículo 75 para la hipérbola. 

18. Por medio del teorema 5, Artículo 75, resolver el ejercicio 20 del gru¬ 
po 27. Artículo 61, y el ejercicio 22 del grupo 30, Artículo 65. 

la. Para la elipse a 3 x 3 -f- b 2 y 2 = o 2 6 2 , demostrar el teorema correspon¬ 
diente al teorema 5 del Artículo 75. 

20. Para la hipérbola a 3 x 2 — b 3 y 3 = a 3 b 3 , demostrar el teorema corres¬ 
pondiente al teorema 5 del Artículo 75. 

76. Tangente a la cónica general. La determinación de las ecua¬ 
ciones de las tangentes a las cónicas se facilita considerablemente por 
el uso de la ecuación de la tangente a la cónica general, 

Ax 2 + Bxy + Cy* + Dx + Ey + F = 0, 

en un punto de contacto dado, tal como lo establece el teorema 6 . 
La demostración de este teorema se apoya en la aplicación de la condi¬ 
ción para tangencia (Art. 44) y, por tanto, se deja al estudiante 
como ejercicio. 

Teorema 6. La ecuación de la tangente a la cónica general 

Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0, (1) 

en cualquier punto de contacto dado Pi(xi, yi), es 

Axix + y ( x >y + yix)+Cyiy+y(x + xi) + y(y+yi)+F = 0. (2) 
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NOTAS- 1. Si las variables en la ecuación (1) se escriben en la forma: 


xy + yx 
2 


x 4- x 


u = y + y . 
y 2 


y el subíndice 1 es colocado a una variable en cada término, se obtiene inmedia¬ 
tamente Ir ecuación (2) . Este método para recordar la ecuación de la tangente 
es muy útil, pero el estudiante debe observar que, según todo lo demostrado, se 
aplica solamente a las ecuaciones de segundo grado con dos variables. 

2. El teorema 6 puede usarse aún cuando no se conozca el punto de contacto. 
Esto se ilustra en el siguiente ejemplo. 

Ejemplo. Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas desde el punto 
(4, 1) a la cónica 

2* 2 — xy + y 2 + x - 3y + 2 = 0. (3) 


Solución. Sean (xi, y\) las coordenadas de uno de los dos puntos de con¬ 
tacto. Entonces, por la nota 1 del teorema 6 anterior, la ecuación de la tan¬ 
gente en este punto de contacto es 

2*r * — Vi (*i y + y i*) + y ¡y + Vi (* + *i) - (y + yi) + 2 - 0. (4) 

Como el punto (4, 1) debe estar sobre esta tangente, sus coordenadas deben 
satisfacer esta última ecuación, y tenemos 

8*i — Vi (*1 + 4;/!) +yi + / (4 + jci) — (1 + yi) +2 = 0, 

la cual se simplifica y se reduce a 


16jci — 5y i + 5 = 0. 


(5) 


Las coordenadas (jci, yi) del punto de contacto satisfacen la ecuación (3) , 
y tenemos 

2*i 2 — *iyi + yi 2 + *i — 3 y r + 2 = 0. (6) 

Las soluciones comunes de las ecuaciones (5) y (6) son xi =0, yi = 1, y 

x, = -^5-, u, = Por tanto, los puntos de contacto son (0, 1) y (—, 

1 113 113 V13 113/ 

Las ecuaciones de las tangentes que se buscan pueden obtenerse como ecuaciones 
de las rectas que pasan por dos puntos: el punto (4, 1) y cada punto de con¬ 
tacto, o también sustituyendo las coordenadas de cada uno de los puntos de 
contacto en la ecuación (4) . Por cualquiera de los dos métodos obtenemos 
y — 1 = 0 y 32x + 103y — 231 = 0 para las ecuaciones buscadas. 

El estudiante debe trazar la figura correspondiente a este ejemplo. 


77. Sistemas de cónicas. En la ecuación general de las cónicas, 

Ax 2 + Bxy + Cy i + Dx + Ey + F = 0 , (1) 

los coeficientes representan seis constantes arbitrarias que , sin embar¬ 
go , no son independientes, porque uno cuando menos de los tres 
coeficientes A , B y C es diferente de cero, y, si dividimos la ecua¬ 
ción (1) por uno de estos coeficientes diferentes de cero vemos que 
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solamente hay cinco constantes arbitrarias o parámetros independien¬ 
tes . Por tanto, la ecuación de una cónica está perfectamente deter¬ 
minada por cinco condiciones independientes, como máximo. Por 
ejemplo, una cónica está determinada si se conocen las coordenadas 
de cinco cualesquiera de sus puntos. Para una parábola , sin embargo , 
sólo se requieren cuatro condiciones, pues en este caso los coeficientes 
de la ecuación (1) satisfacen ía relación B 1 — 4 AC — 0. Para deter¬ 
minar la ecuación de una cónica que pasa por un grupo de cinco puntos 
dados , basta sustituir las coordenadas de cada uno de estos puntos en 
la ecuación (1) y resolver el sistema resultante de cinco ecuaciones, 
para cinco cualesquiera de los coeficientes, en términos del sexto coefi¬ 
ciente , siempre que este último coeficiente sea diferente de cero. 

Si una ecuación algebraica de segundo grado con dos variables con¬ 
tiene una o más constantes arbitrarias o parámetros independientes, 
representa , en general, una familia o sistema de cónicas . Hemos dis¬ 
cutido anteriormente los sistemas de rectas (Art. 36) y los sistemas 
de circunferencias (Art. 42) ; por tanto, los principios básicos de los 
sistemas de curvas son ya familiares al lector. Por ejemplo, la 
ecuación 

x s — 2 xy + ky i + 2x — y -f 1 = 0 (2) 

representa una familia de curvas de un parámetro. La ecuación de 
cualquier elemento de esta familia puede obtenerse especificando o 
determinando un valor particular para k. Así, la ecuación (2) repre¬ 
senta una parábola si k = 1, elipses si k > 1 e hipérbolas si k < 1. 

Una familia de cónicas interesante es el sistema formado por las 
cónicas que pasan por las intersecciones de dos cónicas dadas. Si u y v 
son las funciones de segundo grado en las dos variables x y y , enton¬ 
ces las dos cónicas dadas pueden representarse por las ecuaciones 

u-0, (3) 

a = 0. (4) 

Si las cónicas (3) y (4) se cortan , las coordenadas de cualquiera de 
los puntos de intersección satisfacen ambas ecuaciones (3) y (4) y, 
por tanto , satisfacen también a la ecuación 

u + kv = 0 (5) 

para todos los valores del parámetro k (ver el Artículo 42). En con¬ 
secuencia , la ecuación (5) representa una familia de curvas que pasan 
por las intersecciones de las cónicas (3) y (4). Como k es una cons¬ 
tante , el grado de la ecuación (5) no puede ser mayor que 2 , y, en 
general, la ecuación representará, por lo tanto, un sistema de cónicas. 
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Pero, para algún valor de fe , el elemento correspondiente de la fami¬ 
lia (5) puede ser una recta; ya vimos un ejemplo de esto al estudiar 
el eje radical (Art. 43). 

Ejemplo. Hallar la ecuación de la cónica que pasa por el punto (2, — 1) 
y los puntos de intersección de las cónicas x 1 + 2xy — 2y 5 + 2x + y + 1 = 0 y 
2x- + xy + y 3 — + 3y — 4 = 0. 

Solución. La ecuación de la familia de curvas aue pasan por los puntos de 
intersección de las cónicas dadas son 

x 3 + 2xy — 2 y 2 2x 4- y 4- 1 + k (2x 2 + xy + y 2 — + 3y — 4) >» 0. (6) 

Si una de las curvas de la familia (6) pasa por el punto (2, — 1) , las coorde¬ 
nadas de ese punto deben satisfacer la ecuación (6) , y tenemos 

4-4 — 2+4 — 1 + 1 + ft (8 — 2+1 — 10 — 3 — 4) = 0, 

de donde, 2 + k (— 10) = 0 y k = }í. Sustituyendo este valor de k en (6), 
obtenemos 

7x 1 + llxy - 9y 3 + 5* + 8y + 1 - 0 

como ecuación de la cónica buscada. 

El estudiante debe dibujar una figura para este ejemplo. 

Consideraremos ahora el caso importante de las cónicas homof‘ocales , 
es decir, aquellas que tienen el mismo foco . Un sistema tal, para, 
cónicas centrales, se representa convenientemente por la ecuación 

—g!_ + y * = i (7) 

a 2 + k ' b 2 + k 1 ' K 1 

en donde k es el parámetro. En la discusión que sigue, considerare¬ 
mos a > b. Evidentemente, k no puede tomar ninguno de los valo¬ 
res — a 2 o — b 2 o cualquier otro valor menor que — a 2 . 

Para todos los valores de k > — b 2 , la ecuación (7) representa 
elipses. Para cada elipse, la distancia del centro a uno de sus focos 
está dada por 

c = v x {a" 1 + k ) — (6* + k) — V a 2 — b 1 . 

(lomo c es una constante independiente del valor de k, todas las 
elipses tienen los mismos focos (±V 0) . 

Para todos los valores de k tales que — a 2 < k < —b 2 , la ecua¬ 
ción (7) representa hipérbolas. En este caso , el primer denominador 
en el primer miembro de (7) es positivo y el segundo denominador es 
negativo ; por tanto, la ecuación puede escribirse en la forma 

x 1 Vi , 

a*+.!■ - b 2 - k ' 


i 
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Entonces, para cada hipérbola, la distancia del centro a uno de sus 
focos está dada por 

c = V (a 2 + k) + (- 6 2 - k) = V a 2 -b\ 

Luego todas las hipérbolas tienen los mismos focos, y estos focos son 
idénticos a los de las elipses. Hemos demostrado entonces que, para 
todos los valores admisibles de k la ecuación (7) representa un sistema 
de elipses e hipérbolas homofocales. En la figura 106 aparecen varios 
elementos de este sistema , siendo los focos los puntos F y F'. Como 
todas estas cónicas tienen un eje focal común y un eje normal co¬ 
mún , se dice que son coaxiales. 

Sea P i (zi , y i) un punto cual¬ 
quiera no contenido en ninguno de 
los ejes coordenados. Si una có¬ 
nica del sistema (7) pasa por Pi , 
sus coordenadas (xi, y \) deben 
satisfacer a la ecuación (7), y 
tenemos 

o 8 + k b 2 + k ~ 1 ’ 
que puede escribirse en la forma 
F + (o 5 + V - %{■ - y{ ¿ )k + a W 
— b 2 Xi 2 — a 2 yi 2 - 0. (8) 

Para a > b, puede demostrarse 
que las raíces de esta ecuación cuadrática en k son reales y desiguales, 
estando comprendida una entre — a 2 y — 6 8 , y siendo la otra mayor 
que — b 2 . (Ver los ejercicios 23-25 del grupo 36 siguiente.) Pero 
para la primera raíz el sistema (7) produce una hipérbola, y para la 
segunda raíz, una elipse. Por tanto , tenemos el siguiente resultado : 

Por un punto cualquiera, no contenido en uno de los ejes coordenados , 
pasan una hipérbola y una elipse del sistema (7 ) de cónicas homofocales. 

Tracemos los radios vectores de P i; son los mismos para ambas, 
la hipérbola y la elipse, ya que estas cónicas son homofocales. Sea 
P\ T la bisectriz del ángulo FP\ F' formado por los radios vectores 
de Pi. Entonces, por el teorema 6 del Artículo 63 , Pi T e s normal a 
la elipse en Pi. y por el teorema 7 del Artículo 70 ,.P\T es tangente 
a la hipérbola en Pi. Por tanto, la elipse y la hipérbola se cortan 
ortogonalmentc en Pi. Como Pi representa un punto cualquiera no 
contenido en un eje coordenado, tenemos el siguiente resultado: 


Y 



Fig. 106 
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La familia de elipses y la familia de hipérbolas del sistema (7) de 
cónicas homofocales son trayectorias ortogonales entre sí. 

Debido a esta propiedad, se dice que una familia de cónicas cen¬ 
trales homofocales es auto-ortogonal . Un ejemplo de una familia auto- 
ortogonal de parábolas es el sistema de dichas curvas que tienen un 
foco común y un eje común. Tal sistema puede representarse conve¬ 
nientemente por la ecuación 

y 2 = 4k(x + k), (9) 

en la que el parámetro h puede tomar todos los valores reales excepto 
cero. Las parábolas del sistema (9) tienen un foco común en el origen, 
y el eje X como eje común ; se abren hacia la derecha o hacia la 
izquierda según que k > 0 o k < 0. Las parábolas que se abren en di¬ 
recciones opuestas se cortan ortogonalmente. (Ver los ejercicios 28-30 
del grupo 36 siguiente.) 

EJERCICIOS. Grupo 36 

Los ejercicios 1-6 deben resolverse usando el teorema 6 del Artículo 76. 
Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal a la cónica 

x 1 — 2xy + r/ ? + 4x — y — 3 = 0 

en el punto (1, 2) . 

2. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la cónica 

x 3 — xy + y- + 2x — 2y — 1 — 0, 

de pendiente 3. 

3. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la cónica 

x 3 — Ixy + y 1 + 2x — 6 = 0, 
trazadas por el punto (— 3, — 7) . 

4. Para el punto (1, 1) de la cónica x 3 + 2xy -+■ y 3 + 2x — 6y = 0- hallar 
las ecuaciones de la tangente y de la normal, y las longitudes de la tangente, 
normal, subtangente y subnormal. 

5. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la cónica 3xy — 2x + y — 1=0 
que son perpendiculares a la recta 2x — 2t/ + 7 = 0. 

6. Hallar el ángulo agudo de intersección de la recta 2x — y — 1 = 0 y la 
cónica x 2 — 4xy + 4y 2 + 2y — 2x — 1 = 0 en cada uno de sus puntos de inter¬ 
sección. 

7. Demostrar el teorema 6 del Artículo 76. 

8. Demostrar que los resultados del ejercicio 10 del grupo 18 (Art. 45), 
teorema 4. Artículo 57; teorema 4, Artículo 63, y teorema 5, Artículo 70, 
pueden obtenerse como corolarios del teorema 6, Artículo 76. 



232 


GEOMETRIA ANALITICA PLANA 


9. Hallar la ecuación de la tangente a la circunferencia 
x 2 + y 2 + Dx + Ey + F = 0 
en el punto de contacto Pj (jri, . 

10. Por tres métodos diferentes, hallar la ecuación de la rangente a la 
circunferencia ** + y J — 4* — 6y — 12 = 0 en el punto (5, 7) . 

11. Suponiendo que k es una constante diferente de cero, demostrar que el 
triángulo formado por los ejes coordenados y cualquier tangente a la hipérbola 
equilátera xy = k tiene un área constante. (Ver el ejercicio 20 del grupo 33, 
Artículo 70.) 

12. Si a es una constante diferente de cero, demostrar que la suma algebrai¬ 
ca de los segmentos que una tangente cualquiera a la cónica 

x 2 — 2xy + y 2 — 2 ax — 2 ay + a 2 = 0 

determina sobre los ejes coordenados es igual a a. 

13. La ecuación de una familia de cónicas es 

x 3 + xy — y 2 + ax + by + 5 = 0. 

Hallar la ecuación del elemento de la familia que pasa por los dos puntos (1, 2) 



14. Hallar la ecuación de la cónica que pasa por los cinco puntos (— 1, 6) , 
(2, 5), (3. 4). (4, 1) y (- 5, 4). 

15. Hallar la ecuación de la parábolaque pasa por los cuatro puntos (1, 0), 

(-{•-{)• (f-?)r<-4.«.. 

16. Hallar la ecuación de la cónica que pasa por los cinco puntos (1, 1) , 

(2, 0), (-1, 1). (0, 0) y (2. - 1). 

17. Sobre el mismo sistema de ejes coordenados, trácense cinco elementos de 
la familia de cónicas representada por la ecuación (2) del Artículo 77, asignan¬ 
do al parámetro k los valores — 1, 0, 1, 2, 3. 

18. Hallar la ecuación de la cónica que pasa pot el punto (— 2, 3) y por 
las intersecciones de la3 cónicas 

x 2 + Ixy + y 2 - Ix + 3y + 1 - 0 y 3xy + 2x - y - 2 = 0. 

19. Hallar la ecuación de la cónica que pasa por el punto (4, — 2) y por 
las intersecciones de las cónicas 

x-- + xy + y- + x — 3y — 1 = 0 y 2x 2 — xy — 2x + y =0. 

20. Escribir la ecuación de la familia de curvas que pasan por las intersec¬ 
ciones de la circunferencia 2x 2 + 2y 3 = 5 y la elipse x 2 + 3 y z =» 5. Demostrar 
que, cuando el parámetro es igual a — 1, el elemento de esta familia consiste en 
dos rectas que se cortan. 

21. Hallar las ecuaciones de las parábolas que pasan por.las intersecciones 
de las cónicas 4x 2 -)- y 2 — 4=0 y ¿cy-l-3jr-í-Sy-l-3=0. Agestión. Cal¬ 
cúlese el valor del parámetro usando la relación B 2 — 4AC = 0. 

22. Hallar las ecuaciones de las parábolas que pasan por la3 intersecciones de 
las cónicas 2xy -i- 2 y* + 3x — y — 1—0 y jc* — jry 2y* + x + y — 3=0. 
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23. Demostrar que las raíces de la ecuación (8), Artículo 77, son reales y 
desiguales demostrando que su discriminante puede escribirse en la forma de la 
cantidad positiva 

(a 2 - 6 2 - *i= + yi 2 ) 2 + Wy, 2 . 

24. Demostrar que una raíz de la ecuación (8), Artículo 77, está compren¬ 
dida entre — a 2 y — b 2 demostrando que el primer miembro de la ecuación es 
igual a la cantidad positiva (a 2 — b 2 )x¡ 2 . a > b, x t o, p ara k = — o 2 , y 
que es igual a la cantidad negativa (b 2 — a 2 ) yi 2 , a > b, yi o, para k igual 
a - b 2 . 

25. Demostrar que si se toma suficientemente grande la cantidad positiva 
entonces, para fe = — 6 2 + X, elprimer miembro de la ecuación (8) , Artículo 77. 
tiene un valor positivo y, por tanto, que en vista del ejercicio 24, la ecuación 
(8) tiene una raíz comprendida entre — b 2 y — b 2 + 

26. Discutir el sistema de cónicas representado por la ecuación 

- ** -i- -MÍ- = i. 

9 + fe 1 5 + fe 

Utilizando los mismos ejes coordenados, dibujar los seis elementos de este sis¬ 
tema correspondientes a los valores de fe = 0, 7, 16, — 8, — 7, — 6. 

27. Hallar las ecuaciones de las dos cónicas del sistema del ejercicio 26 que 
pasan por el punto (2, 3). 

28. Discutir el sistema representado por la ecuación (9) del Artículo 77. 
Sobre unos mismos ejes coordenados, dibujar los seis elementos de este sistema 
correspondientes a los valores de fe = 1, 2, 3, — 1, — 2, — 3. 

29. Demostrar que por cualquier punto no contenido en el eje X, pasan 
precisamente dos parábolas del sistema (9) del Artículo 77, abriéndose una de 
ellas hacia la derecha y la otra hacia la izquierda. 

30. Demostrar que la familia de parábolas homofocales y coaxiales del sis¬ 
tema (9) del Articulo 77 es auto-ortogonal. Sugestión. Usese el teorema 7, 
Artículo 59. 


78. Secciones planas de un cono circular recto. El nombre de 
secciones cónicas con que se designa a la parábola, elipse e hipérbola 
tienen su erigen en el hecho de que estas curvas se obtuvieron por pri¬ 
mera vez como secciones planas de un cono circular recto. 

Consideremos un cono eircular recto de vértice V, cortado por un 
plano a que no pase por V, tal como se indica en la figura 107. 
Sean S y S f dos esferas inscritas en el cono y tangentes a a en los 
puntos F y F', respectivamente. Sean ai y m los planos respecti¬ 
vos de los círculos de contacto de las esferas S y S ’ y el cono; estos 
planos son perpendiculares al eje del cono. Sean l y V, respectiva¬ 
mente , las intersecciones de a con ai y a». Vamos a demostrar 
que C j curva de intersección de a y el cono , es una sección cónica 
que tiene a F y F' por focos y a l y l', respectivamente 4 como 
directrices correspondientes. 
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Sea P un punto cualquiera de C. Tracemos PA , perpendicular 
a l, y la generatriz VP del cono que toca a los círculos de contacto 
de S y S' en los puntos B y B', respectivamente. Como PF y 
PB son tangentes a S, tenemos 

\pb\ = \pf\. (1) 

Sea a el ángulo formado por jt y jtt. Este es también el ángulo 
que forma el plano ni y la recta PA y el mismo ángulo formado 
por reí y la recta trazada desde cualquier punto de C perpendicular 


N B 



P 


Fig. 10 7 




a l . Por P tracemos una perpendicular PN a ni. Tracemos tam¬ 
bién el segmento AN en m. Esto nos da el triángulo rectángulo PAN 
indicado en la sección vertical de la derecha en la figura 107. Por 
tanto, 

| PN | = | PA | sen a. (2) 

Sea P el ángulo formado por jti y cualquier generatriz del cono. 
Este ángulo es constante para un cono circular recto dado. Tracemos 
el segmento BN en m. Esto nos da el triángulo rectángulo PNB 
indicado en la sección vertical de la izquierda de la figura 107. Por 
tanto, 

| PN | - i PB | sen P . (3) 
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De (1), (2) y (3), tenemos 

| PF | sen a , .. 

TSZSZ. - -¿ . \ 4) 

| PA I sen I 5 

Para cada plano secante a, el ángulo a es constante; también el 
ángulo P, como acabamos de ver, es constante. Por tanto , el segundo 
miembro de (4) es una constante positiva que puede designarse por e , 
de manera que 

I PF I 


Pero esta relación es, precisamente, la condición geométrica (1) del 
Artículo 75 de la definición general de cónica. Por tanto, C es una 



cónica que tiene el foco F y la directriz correspondiente l. Análoga¬ 
mente, podemos demostrar que F' y V son, respectivamente, un 
foco y una directriz correspondientes de C. 

El ángulo P es una constante para un cono dado , pero el ángulo a 
varía a medida que el plano secante a toma diferentes posiciones. 
Si a = P , la ecuación (4) muestra que e — 1, y la sección es una 
parábola; en este caso, el plano n es paralelo a una generatriz del 
cono y , por tanto , corta solamente una hoja de la superficie cónica , 
como se indica en la figura 108 (a) . Si a < P , la ecuación (4) indica 
que e < 1, y la sección es una elipse ; en este caso, el plano a corta 
todas las generatrices de la superficie del cono , como se ve en la figu¬ 
ra 108 (6). En particular, si a = 0, el plano n es perpendicular al 
eje del cono, y la sección es una circunferencia. Finalmente, si a > P , 
la ecuación (4) indica que e > 1, y la sección es una hipérbola; en 
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este caso, el plano it corta a las dos hojas o ramas de la superficie 
cónica , como se ve en la figura 108 (o). 

Podemos anotar aquí también algunos de los casos límite de las 
secciones cónicas. Así, consideremos el caso en que el plano secante n 
pasa por el vértice V del cono. Si a < ¡3 , el plano n no corta a nin¬ 
guna generatriz del cono, y tenemos un solo punto, el vértice V. 
Si a = , el plano it es tangente a la superficie a lo largo de una 

generatriz del cono, y tenemos una sola recta. Si a > P, el plano 
pasa por dos generatrices distintas del cono , y tenemos como sección 
un par de rectas que se cortan en el vértice. 



CAPITULO X 


COORDENADAS POLARES 


79. Iutroducción. Hasta este punto , en nuestro estudio de pro¬ 
piedades geométricas por métodos analíticos , hemos utilizado un solo 
sistema de coordenadas. Ahora vamos a introducir y emplear otro sis¬ 
tema conocido como sistema de coordenadas polares. En vista de la 
utilidad demostrada del sistema de coordenadas cartesianas rectangu¬ 
lares , el lector puede pensar que no hay necesidad de considerar otro 
sistema. Pero veremos, sin embargo , que para ciertas curvas y tipos 
de lugares geométricos el uso de coordenadas polares presenta algunas 
ventajas sobre las coordenadas rectangulares. 

80. Sistema de coordenadas polares. Por medio de un sistema de 
coordenadas en un plano, es posible 
localizar cualquier punto del plano. 

En el sistema rectangular esto se efec¬ 
túa refiriendo el punto a dos rectas 
fijas perpendiculares llamadas ejes de 
coordenadas (Art. 4). En el sistema 
polar, un punto se localiza especifi¬ 
cando su posición relativa con respecto 
a una recta fija y a un punto fijo de esa 
recta. La recta fija se llama eje polar; 
el punto fijo se llama polo. Sea (figu¬ 
ra 109) la recta horizontal O A el eje 
polar y el punto O el polo. Sea P un 
punto cualquiera en el plano coorde¬ 
nado. Tracemos el segmento OP y designemos su longitud por r. 
Llamemos 8 al ángulo AOP. Evidentemente, la posición del pun¬ 
to P con relación al eje polar y al polo es determinada cuando se 
conocen r y 8 . Estas dos cantidades se llaman las coordenadas polares 
del punto P ; en particular , r se llama radio vector y 8 ángulo polar , 



Fig. 109 
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ángulo vectorial o argumento de P. Las coordenadas polares de un 
punto se indican dentro de un paréntesis, escribiéndose primero el 
radio vector. Así, las coordenadas de P se escriben (r, 8 ). La línea 
recta que pasa por el polo y es perpendicular al eje polar se llama el 
eje a 90°. 

El ángulo polar 9 se mide como en Trigonometría considerando el 
eje polar como lado inicial y el radio vector como lado final del ángulo 
(Apéndice IC, 1), es decir, partiendo del eje polar hacia el radio 
vector; se considera positivo o negativo según que el sentido seguido 
sea opuesto al de las manecillas de un reloj o el mismo. Algunos auto¬ 
res , siguiendo los convenios hechos en Trigonometría , consideran que 
el radio vector nunca debe ser considerado como negativo ; otros auto¬ 
res , en cambio, admiten que el radio vector puede tomar todos los 
valores reales. Nosotros seguiremos este último convenio. Según esto, 
si un punto tiene un radio vector negativo , se mide primero el ángulo 
polar de la manera ordinaria , y después se toma el radio vector en la 
prolongación del lado final. Así, un punto P', de coordenadas 
(— r, 9 ), se localiza como se indica en la figura 109. 

Es evidente que un par de coordenadas polares (r, 0 ) determina 
uno y solamente un punto en el plano coordenado. El recíproco, en 
cambio, no es verdadero, porque un punto P determinado por las 
coordenadas (r, 6) está también determinada por cualquiera de los 
pares de coordenadas representadas por (r, 0 + 2jtre), en donde n 
está dado en radianes y n es un entero cualquiera. El punto P puede 
determinarse también por cualquiera de los pares de coordenadas 
representados por (— r , 6 + nn) , en donde n es un entero impar 
cualquiera. Mientras el sistema rectangular establece una correspon¬ 
dencia biunívoca entre cada punto del plano y un par de números 
reales, esta correspondencia no es única en el sistema polar, porque 
un punto puede estar representado por uno cualquiera de un número 
infinito de pares de coordenadas polares. Es esta carencia de recipro¬ 
cidad única en el sistema polar la que nos conduce , en algunos casos , 
a resultados que difieren de los obtenidos en el sistema rectangular. 

Para la mayor parte de nuestros propósitos, un par de coordenadas 
polares es suficiente para cualquier punto en el plano. Como nuestra 
capacidad de selección en este respecto es ilimitada, convendremos, a 
menos que se especifique lo contrario, en tomar el radio vector r de 
un punto particular como positivo y su ángulo polar 6 comprendido 
entre cero y el ángulo positivo más pequeño menor que 360° , de 
manera que la variación de los valores de 6 está dada por 
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A tal par lo llamaremos par 'principal de coordenadas polares del 
punto. 

El ángulo polar puede expresarse en grados o radianes, pero el 
lector debe observar que los ángulos expresados en radianes vienen 
dados por números abstractos (Apéndice IC ; 4). Así, un ángulo 

polar de - 7 ^ significa radianes , o sea , 90° ; el ángulo polar 2 sig¬ 
nifica 2 radianes, que equivalen a 114° 35,5' (aproximadamente). 

El trazo de puntos en el sistema polar se facilita considerablemente 
usando papel coordenado polar, que consiste en una serie de circunfe- 



Fig. 1)0 


rencias concéntricas y rectas concurrentes. Las circunferencias tienen 
su centro común en el polo, y sus radios son múltiplos enteros del 
radio más pequeño tomado como unidad de medida. Todas las rectas 
pasan por el polo, y los ángulos formados por cada par de rectas 
consecutivas son iguales. Un ejemplo de este papel está representado 
en la figura 110 en donde se han trazado los puntos 

Pi(4,|-), P¡ ( 6 , 2), P,(-7,75°) y 

Las coordenadas del polo O pueden representarse por (0, 8), en 
donde 6 es un ángulo cualquiera. 

81. Pasa l de coordenadas polares a rectangulares y viceversa. Las 

coordenadas rectangulares (x, y ) de cualquier punto de un plano 
implican solamente dos variables , x y y. Por tanto, la ecuación de 
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cualquier lugar geométrico en un sistema de coordenadas rectangulares 
en un plano , contiene una o ambas de estas variables, pero no otras. 
Por esto es apropiado llamar a una ecuación de esta clase la ecuación 
rectangular del lugar geométrico. 

Las coordenadas polares (r, 6) de cualquier punto de un plano 
implican solamente dos variables, r y 6 , de manera que la ecuación 
de cualquier lugar geométrico en el plano coordenado polar contiene 
una o ambas variables, pero no otras. Tal ecuación se llama, de 
acuerdo con esto , la ecuación polar del lugar geométrico. Así, la 

ecuación 6 = y r = 4 eos 6 son las ecuaciones polares de dos luga¬ 


res geométricos planos. 

Para un lugar geométrico determinado , conviene, frecuentemente , 
saber transformar la ecuación polar en la ecuación rectangular, y 

recíprocamente. Para efectuar tal 
transformación debemos conocer las 
relaciones que existen entre las co¬ 
ordenadas rectangulares y las coor¬ 
denadas polares de cualquier punto 
X t A lugar geométrico. Se obtienen 

relaciones particularmente simples 
cuando el polo y el eje polar del sis¬ 
tema polar se hacen coincidir, res¬ 
pectivamente , con el origen y la 
Pi g , ni parte positiva del eje X del sistema 

rectangular, tal como se indica en 
la figura 111. Sea P un punto cualquiera que tenga por coordenadas 
rectangulares (x, y) y por coordenadas polares (r, 6), Entonces, 
de la figura 111, se deducen inmediatamente las relaciones 



x = r eos 6 , 


y = r sen 6 , 
x* + y* = r 2 , 

6 = are tg , 

r — ± V x 2 + y-, 


sen 6 = ± 


y 


V x ¿ -f y 2 ’ 
x 


v'i , + y 7 


( 1 ) 

( 2 ) 

(3) 

(4) 

(5) 

( 6 ) 


C06 8 — ± 


(7) 
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Consideremos primero el paso de una ecuación rectangular a su 
forma polar. La ecuación dada contiene como máximo las dos varia¬ 
bles x y y . Por tanto, si sustituimos la x y la y por sus valores 
dados por las ecuaciones (1) y (2), respectivamente, obtenemos la 
ecuación polar directamente, aunque no siempre en su forma más 
simple. La ecuación (3) puede usarse algunas veces ventajosamente 
en esta transformación. 

Veamos ahora la transformación de una ecuación polar a su forma 
rectangular. La ecuación dada contiene como máximo las dos varia¬ 
bles ry0. Podemos usar, además de las fórmulas (1), (2) y (3), 
las relaciones (4) y (5) que expresan a 0 y a r, respectivamente, 
en función de x y y. También , si la ecuación polar contiene algunas 
funciones trigonométricas de 0 , podemos expresar primero tales fun¬ 
ciones en función de sen 0 y eos 0 , y entonces usar la fórmulas 
(6) y (7). 

Un resumen de los resultados anteriores viene dado en el teorema 
siguiente : 

Teorema 1. Si el polo y el eje polar dél sistema de coordenadas 
polares coinciden, respectivamente, con el origen y la parle positiva del 
eje X de un sistema de coordenadas rectangulares, el paso de uno a otro 
de estos dos sistemas puede efectuarse por medio de las siguientes fórmu¬ 
las de transformación: 

x = r eos 0 , y = r sen 6 , x J + y* = r 2 , 0 = are tg^ , 


± V x 2 + y 2 , sen 0 


Ejemplo 1. Hallar las coordenadas rectangulares del punto P cuyas coor¬ 
denadas polares son (4, 120°). 

Solución. En este caso, r = 4 y 8 = 120°. Por tanto, por el teorema 1, 


y 


x — r eos 9 = 4 eos 120° = 4 ^ = — 2 

VI r- 

y — t sen 9=4 sen 120° = 4 . —-— = 2 VI. 


de manera que las coordenadas rectangulares de P son (—2, 2 V 3) . 

Ejemplo 2. Hallar un par de coordenadas polares del punto P cuyas coor¬ 
denadas rectangulares son (3, — 5) . 

Solución. En este caso, x = 3 y y = — 5. Por tanto, por al teorema 1, 


y 


r 


V x- + y 2 = =*= y/ 9 + 25 — =t 34 


9 = are tg M- 
x 


are tg 



Lehmann. — 16 . 
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Ahora tenemos un número ilimitado de valores para 6 de donde tenemos que 
escoger uno. De acuerdo con lo dicho en el Artículo 80 para el par principal 
de coordenadas polares, tomaremos r como positivo y para 0 el ángulo positi¬ 
vo más pequeño, menor que 360°. Evidentemente, como se ve en la figura 112, 


Y 



Fig. 112 ^ 

0 está en el cuarto cuadrante; su valor es 300° 58'. Por tanto, el par principal 
de coordenadas polares de P es 

(V34, 300° 58')- 

Ejemplo 3. Hallar la ecuación polar del lugar geométrico cuya ecuación 
rectangular es 

x 2 + y 2 - 4x -2y + \ =0. 

Solución. Por el teorema 1 podemos reemplazar x 2 + y 2 por r 2 , x por 
r eos 0, y y por r sen 6. Por tanto, la ecuación polar buscada es 

r 2 — 4r eos 6 — 2r sen 6 -f- 1 =0. 

Ejemplo 4. Hallar la ecuación rectangular del lugar geométrico cuya ecua¬ 
ción polar es 

= 2 
1 — eos 6 

Solución. Antes de sustituir en la ecuación dada, será conveniente quitar 
denominadores. Entonces tenemos 

r — r eos 0 = 2. 

Sustituyendo r y r eos 0 por sus valores en función de x y y dados por el 
teorema 1, obtenemos 

=*= V x 2 + y 2 — x = 2. 

Si trasponemos — x, elevamos al cuadrado y simplificamos, obtenemos la ecua¬ 
ción rectangular de la parábola 

y" 1 = 4x + 4. 
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EJERCICIOS. Grupo 37 

Dibujar una figura para cada ejercicio. 


1. En un sistema polar trazar los siguientes puntos: 

P,(l, 135°), P 2 (- 2. y). Ps (3. 75°), P 4 (-4, 

2. Trazar los siguientes puntos en coordenadas polares: 

Pi ^5, P 2 (—2,210°), P 3 ^-3.ií), P 4 (3 VX 135°). 

3. Construir el triángulo cuyos vértices son 

P, (5,60°) , P 2 (—2. 7 J±\ y P 3 (-4, 150°). 


4. Para cada tino de los puntos P¡ y P 2 del ejercicio 1, hallar tres pares 
de coordenadas polares. 

5. Un cuadrado de lado 2a tiene su centro en el polo y dos de sus lados son 
paralelos al eje polar. Hallar el par principal de coordenadas polares de cada uno 
de sus cuatro vértices. 

6. Dos de los vértices de un triángulo equilátero son (0,73°) y (1, n) . 
Hallar el par principal de coordenadas polares del tercer vértice. (Dos casos.) 

7. Un hexágono regular tiene su centro en el polo y dos lados paralelos al 
eje polar. Si la longitud de un lado es igual a dos unidades, hallar el par prin¬ 
cipal de coordenadas polares de cada uno de sus seis vértices. 

8. Un punto P se mueve de tal manera que para todos los valores de su 
ángulo polar, su radio vector permanece constante e igual a 2. Identificar y 
trazar el lugar geométrico de P. 

9. Un punto P se mueve de tal manera que para todos los valores de sus 


radios vectores, su ángulo polar permanece constante e igual a — 

4 

y trazar el lugar geométrico de P. 


Identificar 


10. Hallar las coordenadas rectangulares de los cuatro puntos del ejercicio 2. 


11. Hallar el par principal de coordenadas polares de cada uno de los pun¬ 


tos cuyas coordenadas rectangulares son (—2, 3) y (3, —2). 


En cada uno de los ejercicios 12-20, pasar la ecuación rectangular dada a su 
forma polar. 


12. 

**+ y 5 - 4. 


16. 

II 

1 

Cx* 

H 

13. 

O 

II 

f'N 

+ 

a» 

1 


17. 

x- + y 1 — 2y = 0. 

14. 

2x 2 + 2y 2 + 2x — 6y + 3 

= 0 

18. 

xy = 2. 

15. 

2x — y = 0. 


19. 

x 1 - 4y - 4 = 0. 

20. 

x eos ü) + y sen uo — p = 

0. 



En cada uno de los ejercicios 21 

-30. 

p.tsar la ecuación polar dada a su fonr: 

rectang 

ular. 




21. 

r eos 9 — 2 = 0. 


23. 

r = 9 eos 9. 

22. 

r = 4 sen 6. 


24. 

r — r eos 0 m 4. 
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25. r = -—--. 27. sen- 0 — 4r eos* 9 =■ 0. 29. r = 2(1—eos 9). 

2 — eos e 

26. r = -28. r = 2 sec J — . 30. r’= 4 eos 29. 

1 + 2 eos 9 2 

82. Trazado de curvas en coordenadas polares. Consideremos 
ahora el trazado de curvas dadas en ecuaciones polares, de la misma 
manera que lo hicimos para la construcción de gráficas de ecuaciones 
rectangulares (Art. 19). Para nuestros fines, la construcción de cur¬ 
vas en coordenadas polares constará de los seis pasos siguientes : 

1. Determinación de las intersecciones con el eje polar y con el 
eje a 90°. 

2. Determinación de la simetría de la curva con respecto al eje 
polar, al eje a 90° y al polo. 

3. Determinación de la extensión del lugar geométrico. 

4. Cálculo de las coordenadas de un número suficiente de puntos 
para obtener una gráfica adecuada. 

5. Trazado de la gráfica. 

6. Transformación de la ecuación polar a rectangular. 

El lector debe observar, en particular, que la construcción de 
curvas en coordenadas polares requiere ciertas precauciones que no se 
necesitan para, las coordenadas rectangulares. Por ejemplo, un punto, 
en un sistema de coordenadas rectangulares, tiene un único par de 
coordenadas, pero un punto, en coordenadas polares, tiene, como 
vimos (Art. 80), un número infinito de pares de coordenadas. Puede 
ocurrir, entonces, que mientras un par de coordenadas polares de un 
punto P de un lugar geométrico puede satisfacer su ecuación, otro par 
de coordenadas no la verifica. Esto tiene lugar, por ejemplo, en la 
ecuación r = a6 , a 0, que representa una curva llamada espiral de 
Arquímedes. Además, un lugar geométrico puede estar representado , 
algunas veces, por más de una ecuación polar. Así, la circunferencia 
cuyo centro está en el polo y cuyo rad io es igual a a, puede represen¬ 
tarse por una de las dos ecuaciones r—a o r= —a. Las ecuaciones que 
representan el mismo lugar geométrico se llaman ecuaciones equivalentes. 

1. Intersecciones . Las intersecciones con el eje polar, cuando 
existen , pueden obtenerse resolviendo la ecuación polar dada para r , 
cuando a 6 se le asignan sucesivamente los valores 0, ± n , ± 2n, 
y, en general, el valor nn , en donde n es un entero cualquiera. 
Análogamente , si existen algunas intersecciones con el eje a 90° , pue- 

den obtenerse asignando a 8 ios valores Jt, en donde n es un nú¬ 
mero impar cualquiera. Si existe un valor de 8 para el cual sea r = 0, 
la gráfica pasa por el polo. 
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2. Simetría. Si la curva es simétrica con respecto al eje polar, 
entonces (Art. 16) para cada punto P existe un punto P', también 
de la curva, tal que el segmento PP' es bisecado perpendicularmente 
por el eje pojar , como se ve en 
la figura 113. Si M es el punto 
medio del segmento PP', de los 
triángulos rectángulos OPM y 
OP'M se deduce que las coor¬ 
denadas de P' son (r, — 6) y 
(— r, a — 6). Tenemos, pues, 
dos pruebas para simetría con 
respecto al eje polar, a saber, 
que la ecuación polar dada no 
varíe al reemplazar 6 por — 6 , 
o al reemplazar 6 por n — 6 y Fíg. 113 

r por — r. Debemos, sin em¬ 
bargo , hacer una importante adición a este enunciado. Así, una cir¬ 
cunferencia con centro en el polo y radio igual a a tiene por ecuación 
polar r = a. Esta ecuación no satisface la segunda prueba aunque su 
lugar geométrico es, evidentemente, simétrico con respecto al eje 
polar. Pero la segunda prueba cambia a la ecuación dada en r = — o, 
que, como hemos anotado antes, es una ecuación equivalente. Por 
tanto , diremos que la simetría con respecto al eje polar existe también 
si las sustituciones indicadas cambian a la ecuación dada en una ecua - 
ción equivalente. 

Se deja al estudiante, como ejercicio, el obtener las pruebas para 
simetría con respecto al eje a 90° y respecto el polo, que establece el 
siguiente 

Teorema 2. Las pruebas para averiguar la simetría del lugar geo¬ 
métrico de una ecuación polar están dadas en la siguiente tabla. 


Simetría con respecto al 


La ecuación polar no se altera, o se transforma en 
una ecuación equivalente cuando 


Eje polar 


a) se sustituye 8 por — 8. o 

b) se sustituye 6 por n — 8 y r por — 


Eje a 90° 


a) se sustituye 8 por ji — 8, o 

b) se sustituye 8 por — 8 y r por — r. 


Polo 


a) se sustituye 6 por n + 8. o 

b) se sustituye r por — r. 
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3. Extensión del lugar geométrico. Para determinar la extensión 
de la gráfica de un lugar geométrico dado en coordenadas polares, 
primero se despeja r en función de 6 , de modo que tenemos 

' ( 1 ) 

Si r es finito para todos los valores de 6 , se trata de una curva cerra¬ 
da. Si, en cambio, r se vuelve infinita para ciertos valores de 6 la 
gráfica no puede ser una curva cerrada. Para valores de 0 que 
hacen a r compleja no hay curva; tales valores de 6 constituyen 
intervalos excluidos del lugar geométrico. Si la gráfica es una curva 
cerrada, es útil, frecuentemente , determinar los valores máximo y 
mínimo de r. 

4. Cálculo de las coordenadas de algunos puntos. Asignando un 
valor particular a 6 , podemos obtener el valor o valores reales corres¬ 
pondientes de r , cuando existen , de la ecuación (1) anterior. Para la 
mayoría de nuestros fines, será suficiente tomar valores de 6 a inter¬ 
valos de 30°. 

5. Construcción de la gráfica. Los puntos del lugar geométrico 
pueden trazarse directamente a partir de los valores de las coordenadas 
obtenidas en el paso 4. Una curva continua que pase por los puntos 
localizados será, por lo general, la gráfica buscada. Es importante 
ver si la gráfica concuerda con los resultados obtenidos en los pa¬ 
sos 1, 2 y 3. 

6. Transformación de la ecuación polar a su forma rectangular. 
Esta transformación puede efectuarse como se discutió en el Artícu¬ 
lo 81 . La forma rectangular se puede usar para comprobar la gráfica. 


Ejemplo X. Trazar la curva cuya ecuación es 

r = 2(1 — eos 9) . (2) 


Solución. 1. Intersecciones. De la ecuación (2) se deduce que para 
9=0°, es r = 0, y para 9 = n es r = 4. Ningunos valores nuevos de r se 
obtienen para 9 = — n, ± 2 a, etc. Por tanto, el polo está sobre la curva, y 
la otra intersección con el eje polar está dada por el punto (4, ji) . 


Para 9 = — es r = 2; para 
de r se obtienen para 9 = - 


--Í" 
- 4 - 


Jt, 


r = 2. Ningunos valores nuevos 
etc. Por tanto, las intersecciones 


con el eje a 90° son los puntos ^2, y ^2, — y ^. 

2. Simetría. Sí se sustituye 9 por — 9, la ecuación (2) no se altera, ya 
que eos (— 9) = eos 9. Por tanto, la curva dada por la ecuación (2) es simé¬ 
trica con respecto al eje polar. 

Aplicando las otras pruebas del teorema 2, el estudiante debe demostrar que 
el lugar geométrico no es simétrico ni con respecto al eje a 90° ni con respecto 
al polo. 
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3. Extensión. Como el valor absoluto de eos 9 no es nunca mayor que 1 
para cualquier valor de 9, la ecuación (2) muestra que r es finito para todos los 
valores de 6 y, por tanto, se trata de una cuva cerrada. El valor máximo de r 
se obtiene cuando 1 — eos 9 es un máximo, y esto ocurre cuando 9 n. Por 
tanto, el valor máximo de r es 4. Análogamente, se halla el valor mínimo de r, 
que resulta ser 0 para 9 = 0 o . 

4. Cálculo de las coordenadas de algunos puntos. Las coordenadas polares 
de algunos puntos de la curva pueden obtenerse, a partir de la ecuación (2), 
asignando valores a 9. Como la curva es simétrica con respecto al eje polar, no 
es necesario tomar valores de 9 mayores de 180°. En la tabla que damos a con¬ 
tinuación figuran algunos valores correspondientes de r y 9. La tabla del 
Apéndice IC, 5, es muy útil para estos cálculos. 


6 

eos 9 

1 — eos 9 

■ 

0 o 

1 

0 

0 

O 

O 

c*\ 

0,866 

0,134 

0,268 

60° 

0,5 

0,5 

1 

90° 

0 

1 

2 

120° 

-0,5 

1,5 

3 

150° 

- 0,866 

1,866 

3,732 

180° 

- 1 

2 

4 



5. Trazado de la curva. La curva que se busca es la representada en la 
figura 114, y se la conoce con el nombre de catdioide. 

6. Ecuación rectangular. Si multiplicamos la ecuación (2) por r, obte¬ 
nemos 

r 2 = 2r — 2r eos 9. 

la cual, por el teorema 1, Artículo 81, se convierte en 

x 2 + y 2 = 2r — 2x. 

Trasponiendo — 2x al primer miembro, y elevando al cuadrado, tenemos 
(x 2 + y 2 + 2x) 2 = 4r 3 , 

de donde 

(x 2 + y 2 + 2x) 2 =4(x 2 + y 2 ). 

que es la ecuación rectangular buscada. 

El lector puede observar las ventajas que a veces tienen las coordenadas pola¬ 
res, comparando el trabajo que requiere el trazado de la catdioide a partir de su 
ecuación polar y de su ecuación rectangular. 

Ejemplo 2. Trazar la curva cuya ecuación es 


r 7 = 4 eos 29. 


(3) 
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SoluclOn. 1. Intersecciones. Las intersecciones con el eje polar son los 

dos puntos (=*= 2, 0) y (±2, re) . Para 8 = ~ n, en donde n es un número 

impar cualquiera, r es complejo, y, aparentemente, no hay intersecciones con 

el eje a 90°. Pero, para 8 = —, r = 0, de manera que el polo está sobre la 

4 


curva. 


2. Simetría. La ecuación (3) satisface todas las pruebas de simetría del 
teorema 2. Por tanto, la curva es simétrica con respecto al eje polar, al eje a 90° 
y el polo. 

3. Extensión. El valor máximo de eos 2 8 es 1. Por tanto, de la ecua¬ 
ción (3) , el valor máximo de r es 2, lo que nos dice que se trata de una curva 


cerrada. Cuando el ángulo 28 está comprendido entre -í- y eos 28 es ne¬ 
gativo y los valores de r son complejos. Luego, no hay curva entre las rectas 



4. Cálculo de coordenadas. Las coordenadas de varios puntos pueden ob¬ 
tenerse, directamente, de la ecuación (3). Teniendo en cuenta la simetría del 
lugar geométrico y el intervalo de variación de los valores excluidos de 8, 
basta asignar a 8 solamente valores de 0 o a 45°. Las coordenadas de algunos 
puntos figuran en la tabla siguiente. 



8 

eos 28 

r = ± 2 V eos 20 

0 o 

1 

± 2 

15° 

0.866 

± 1,86 

30° 

0,5 

± 1,41 

45° 

0 

_ 

0 


5. Construcción de la cuma. La curva buscada, trazada en la figura 115, 
es conocida con el nombre de lemniscata de Bernoulli. El lector debe notar que, 
aunque en la ecuación (3) , aparece el ángulo 28, se trazan siempre los valores 
del ángulo sencillo 8 y los valores correspondientes de r. 

6. Ecuación rectangular. Como las ecuaciones de transformación del teo¬ 
rema 1, Articulo 81, contienen funciones de un ángulo sencillo, escribimos la 
ecuación (3) en la forma (Apéndice IC, 7) 

r 2 = 4 (eos 2 0 — sen 2 8) . 

Multiplicando ambos miembros por r 2 , obtenemos 

r* = 4 (r 2 eos 2 8 — r 2 sen 2 8) , 
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de donde, por medio de las ecuaciones de transformación, obtenemos la ecuación 
rectangular buscada 

(x 2 + <, 2 ) 2 = 4(* 2 -y 2 ). 

EJERCICIOS. Grupo 38 

Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Demostrar las pruebas (a) y ( b ) del teorema 2, Art. 82, para la simetría 
con respecto al eje a 90°. 

2. Demostrar las pruebas (a) y ( b ) del teorema 2, Art. 82, para establecer 
la simetría de la curva con respecto al polo. 

En cada uno de los ejercicios 3-30, trazar la curva cuya ecuación se da. Las 
cantidades a y b son constantes diferentes de cero a las que pueden asignárseles 
valores numéricos para la operación del trazado de la gráfica. Usese papel coor- 


denado polar. 




3. 

r = 2 

sec 8. 

12. 

r sen 8 tg 8 = 4a. 

4. 

c — a 

eos 8. 

13. 

r 2 sen 28 = 4. 

5. 

4r eos 8 — 3r sen 8 = 12. 

14. 

r 2 (4 + 5 sen 2 8) = 36. 

6. 

r — a 

sen 9 + b eos 8. 

15. 

r = a (1 + sen 8) (cardioide) 

7. 

r eos | 

(•-■i) ’ 2 ' 

16. 

r 2 = a 2 sen 28 (lemniscata) . 

8. 


2 

17. 

2 0 

r = a eos 2 —. 

2 

r ” r 

— eos 8 


9. 


4 

18. 

r J eos 8 8 = o 2 sen 8. 

r “ r 

— eos 8 

19. 

sen 3 8 — 4r eos 8 8 = 0. 

10. 

r = a 

i e 

sec 2 

2 

20. 

r = a sen 2 8 (rosa de 4 hojas) 

11. 

r *= a 

, 8 

CSC 2 —. 

2 

21. 

22. 

r = a eos 5 8. 

c = a sen 4 8. 


23. r = 2a tg 8 sen 8 (cisoide) . 

24. r8 ■= a (espiral hiperbólica o recíproca) . 

25. r 2 = a 3 8 (espiral parabólica) . 

26. log r = aO (espiral logarítmica o equiangular) . 

27. r 3 9 = a 2 (lituus) . 

28. r = a csc 8 ± b (concoide) . 

29. r >• a — b eos 8 (caracol) . 

30. r = a sen 8 y. 

83. Intersecciones de curras dadas en coordenadas polares. £1 
método para obtener los puntos de intersección de dos curvas en coor¬ 
denadas polares es semejante al empleado en coordenadas rectangula¬ 
res (Art. 21). Las soluciones del sistema formado por las ecuaciones 
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de los lugares geométricos, representan las coordenadas r y 6 de los 
puntos de intersección. Debemos hacer notar, sin embargo , que en 
coordenadas polares este problema puede presentar dificultades que no 
se presentan en coordenadas rectangulares, debido a que las coorde¬ 
nadas polares de un punto no son únicas. Por esta razón puede ocu¬ 
rrir que, para un punto particular P de intersección de dos curvas, 
las coordenadas polares de P que satisfacen la ecuación de una de las 
curvas no satisfagan la ecuación de la otra, pero satisfagan a una de 
sus ecuaciones equivalentes. Por esto, con el fin de evitar tales dificul¬ 
tades , es mejor, generalmente, dibujar ambos lugares geométricos con 
referencia al mismo polo y eje polar y considerar entonces cada punto 
de intersección individualmente, tal como indique la figura. 


Ejemplo. Hallar, analítica y gráficamente, los puntos de intersección de 
las curvas cuyas ecuaciones son 

r = a8, a 0, (1) 

S = T- (2) 

4 

Solución. La ecuación (1) representa la espiral de Arquímedes, y la ecua¬ 
ción (2) una recta que pasa por el polo, como se ha representado en la figu- 

La porción punteada de la 


90* 



ra 116. 

espiral corresponde a los valores ne¬ 
gativos de 8 en la ecuación (1) . 
Ambas líneas son ilimitadas y, evi¬ 
dentemente, tienen un número infi¬ 
nito de puntos de intersección. Aho¬ 
ra, si sustituimos el valor de 8 dado 
por la ecuación (2), en la ecuación 

—, es decir, ob- 
4 

tenemos las coordenadas 


(1) hallamos r - 


( ng _jt \ 
4' 4 / 


de solamente un punto de intersec¬ 
ción, el punto Pj. Pero la recta (2) 
puede estar representada también por 

su ecuación equivalente, 


- A, 

---, de 


la cual, junta con la ecuación (1) , 

obtenemos las coordenadas (^ del punto de intersección Pe- De ma- 

\ 4 4 / 


ñera semejante, 


otra ecuación equivalente de la recta (2) es 8 = — —, que 

4 


da 


p 3 ^_^í?, — Evidentemente, hay un número infinitamente grande de 

ecuaciones equivalentes de la recta ( 2 ) por medio de las cuales podemos obtener 
las coordenadas de cualquier número de puntos de intersección. El lector debe 
hallar las coordenadas del polo y de los puntos P 4 y Ps de la figura 116, todos 
los cuales son puntos de intersección. 
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84. Fórmula de la distancia entre dos puntos en coordenadas po¬ 
lares. Sean Pi{ri, di) y Pifo, di) (fig. 117) dos puntos dados 
cualesquiera. Se trata de hallar la distancia d entre Pi y P ¿, en 
donde d — \ P 1 P 2 |. Para ello emplearemos el par principal de coorde¬ 
nadas de Pi y de ft. 




Fig. 118 


Tracemos los radios vecto res de Pi_y_Pz, formando así el trián ¬ 
gulo OPi Pt en donde | OPi | = n , | OP 2 | = n , y el ángulo Pi OPi 
es igual a di—di. Entonces, por la ley de los cosenos (Apéndice IC, 11). 
tenemos 

d 2 = n* + Ti 2 — 2 n r 2 eos {di — dz), 

de donde 

(¡= V n’ + Ti 1 — 2 Ti Ti COS (01 — d 2 ) . 

Este resultado nos dice : 

Teorema 3. La distanciad entre dos -puntos cualesquiera 
Pifri, 0i) y P 2 (r 2 , di) en coordenadas polares está dada por la fór¬ 
mula _ 

d = V rp + r 2 2 — 2n r 2 eos (0i — 02 ). 

NOTA. Esta fórmula para d puede obtenerse también por transformación 
en coordenadas polares de la fórmula de la distancia entre dos puntos dada en 
el teorema 2, Artículo 6, para coordenadas rectangulares. 

Ejemplo. Demostrar que los puntos Pi 

son los vértices de un triángulo isósceles. 

Solución. El triángulo es el representado en la figura 118. Por el teorema 3. 
tenemos 

= V 58 - 21 y/1 

Y I PTPz | - ^3» + 7* - 2 . 3 . 7 eos (i - -í.) = V 58 - 21 Vi. 

Por tanto, como | PiP 2 | = | P3P2 |. el triángulo es isósceles. 


P.Pa 




32 + 72 _ 2 . 3 . 7 eos 


(’• f> P 'p f)'M 5 ’ t) 
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EJERCICIOS. Grupo 39 


En cada uno de los ejercicios 1-12, calcular, analítica y gráficamente, los 
puntos de intersección de las curvas dadas. 


1. 

r = 2 sen 9, 

- ó 7. 

r 2 = 9 eos 26, 


r = 1. 

. y o * 

r = 3 y/ 2 sen 6. 

2. 

r =■ 4 eos 9, 

8. 

r 2 = 4 sen 26, 


r = 2. 


r = 2V2 eos 6. 

3. 

t-JL. 

• 9. 

' \-r 

r « 1 + eos 6, 


4 

i 

r “ V 3 sen 6. 


r = 3. 

r _ _ 

3 



10. 

2 — eos 9 

4. 

r eos 9 = 4, 

, 1 O 1 * 


r sen 9 = 4. 

’■ ’ 

r eos 9 = 1. 

5. 

r eos 6 = 2, 

S -! y \ 

r = esc 2 L, 

2 


r = 3 eos 9. 


3r = 8 (1 + eos 9) 

6. 

r = sen 9, 

■ : o 12. 

r — 2r eos 9 = 1, 


r = eos 9. 

-Y 

i 

r = sen 9. 


13. 

Hallar 

la distancia entre 

los puntos P 

■h: 


s). 

14. 

Hallar 

la distancia entre 

los puntos P 

' ( 2 • i) 


> T> 

15. 

Hallar 

el perímetro del 

cuadrilátero 

cuyos 

vértices 

son (0, 19°) , 


( U *), (2, £) y (3. 0 o ) . 


16. Demostrar que los puntos Pi ('■ y)' p ’(y 3, £) y PsO. 0 o ) son 
los vértices de un triángulo equilátero. 


17. Demostrar que P 


extremos son 


(’■ í) 


f) 

(•■ t) 


es el punto medio del segmento cuyos 


18. Empleando las fórmulas de transformación de coordenadas rectangula¬ 
res a polares (teorema 1. Art. 81) , demuéstrese que la fórmula de la distancia 
polar del teorema 3 (Art. 84) puede obtenerse directamente a partir de la fór¬ 
mula de la distancia en coordenadas rectangulares dadas en el teorema 2, Ar¬ 
ticulo 6. 


19. Discutir la fórmula de la distancia dada en el teorema 3 (Art. 84) 
cuando los puntos P¡ y P 2 son colineales con el polo. Considerar los casos en 
que los puntos están del mismo lado y de lados opuestos del eje polar. 

20. Discutir la fórmula de la distancia dada en el teorema 3 (Art. 84) cuan¬ 
do los puntos P¡ y P 2 están ambos sobre el eje polar. Considerar los casos en 
que los puntos están del mismo lado y de lados opuestos al polo. 

21. Demostrar que la fórmula de la distancia dada en el teorema 3 (Art. 84) 
es verdadera cualesquiera que sean las posiciones de los puntos P t y P¡ en el 
plano coordenado polar. 
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Demostrar que el área K de un triángulo cuyos vértices son el polo y 
los puntos P i (ri. »i) y P a(r 2 , 9a) está dada por la fórmula 

K = H|tif 2 sen (9 1 •- 9a) |. 

23. Hallar el área del triángulo cuyos vértices son el polo y los puntos 

(’■ f) ' ('• T> 

24. Hallar el área del triángulo cuyos vértices son los puntos 

p '( 2 'T> f 'H) O 

25. Hallar el área de un triángulo de vértices dados, cuando el polo está 
dentro del triángulo. 

85. Ecuación de la recta en coordenadas polares. Si tma recta 
pasa por el polo , su ecuación polar es, evidentemente, de la forma 

6 = k, (1) 

en donde k es una constante que representa el ángulo polar de cual¬ 
quier punto de la recta. Para una recta particular, k puede tener un 
número infinito de valores. Por esto, convenimos en restringir k a 
valores no negativos menores de 180° . 

Consideremos ahora el caso en que la recta no pasa por el polo. 
Sea l (fig. 119) la recta. Desde el polo tracemos la normal ON a l, 
y sea (p, co) el par principal de 
coordenadas polares de N , de ma¬ 
nera que p sea positivo y que los 
valores de co estén dados por 

0°<co< 360° (2) 

Siguiendo el procedimiento usual 
de los problemas de lugares geomé¬ 
tricos, sea P(r, 6) un punto cual¬ 
quiera de la recta l. Entonces, del 
triángulo rectángulo OPN, tenemos 

r eos (6 — co) = p, (3) F ¡ 8- 119 

que es la ecuación polar de la recta l. Evidentemente, por el signifi¬ 
cado de las cantidades p y co y el intervalo de variación (2) para co , 
la ecuación (3) es la ecuación polar equivalente a la ecuación normal 
de la recta en coordenadas rectangulares, 



x eos co + y sen co — p = 0 , 


(4) 
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dada en el teorema 7 del Artículo 31. El lector debe verificar esto 
transformando la ecuación (4) en la ecuación (3). (Véase el ejerci¬ 
cio 20 del grupo 37, Art. 81.) 

La consideración de los casos en que la recta l pasa por el polo, es 
perpendicular al eje polar, o es paralela a dicho eje, conduce a formas 
especiales de la ecuación (3) que son frecuentemente útiles. Estos 
resultados, combinados con los anteriores, están expresados en el si¬ 
guiente 

Teorema 4. Si (p , oí) es el par principal de coordenadas polares 
del pie de la perpendicular trazada desde el polo a cualquier recta en el 
plano coordenado polar, la ecuación polar de la recta es 

r eos (8 — co) = p . 


Si la recta pasa por el polo, su ecuación es de la forma 

e = k, 

siendo k una constante que puede restringirse a valores no negativos me¬ 
nores de 180° 

Si la recta es perpendicular al eje polar y está a p unidades del polo , 
su ecuación es de la forma 

r eos 0 = ± p , p>0, 

debiendo tomar el signo positivo o negativo según que la recta esté a la 
derecha o ala izquierda del polo. 

Si la recta es paralela al eje polar y está a p unidades de él, su ecua¬ 
ción es de la forma 

r sen 6 = ± p , p>0, 


debiéndose tomar el signo positivo o el negativo según que la recta esté 
arriba o abajo del eje polar. 

86 . Ecuación de una circunferencia en coordenadas polares. Sea 
C(c, aj el centro de una circunferencia cualquiera de radio a (figu¬ 
ra 120). Sea P(r, 8 ) un punto cualquiera de la circunferencia. 
Tracemos el radio PC y los radios vectores de P y C, formando así 
el triángulo OPC. De este triángulo , por la ley de los cosenos (Apén¬ 
dice IC , 11), resulta : 


o sea, 


a 2 = r 2 + c 2 — 2cr eos (8 — a) 
r 2 — 2 cr eos (8 — a) + c 1 = a 1 


que es la ecuación polar de la circunferencia. 


(1) 
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Los casos especiales de la ecuación (1) son a veces útiles y están 
comprendidos en el teorema siguiente : 

Teorema 5 . La ecuación polar de una circunferencia de centro el 
punto (c , a), y radio igual a a es 

r J — 2cr eos (6 — a) + c 2 = a 2 . 

Si su centro está en el polo, la ecuación polar es 

r = a. 

Si la circunferencia pasa por el polo y su centro está sobre el eje polar , 
su ecuación es de la forma 

r = ± 2a eos 6 , 

debiéndose tomar el signo positivo o el negativo según que el centro esté a 
la derecha o la izquierda del polo . 



Si la circunferencia pasa por el polo y su centro está sobre el eje 
a 90° , su ecuación es de la forma 

r = ± 2a sen 6 , 

debiéndose tomar el signo positivo o negativo según que el centro esté 
arriba o abajo del polo. 

Ejemplo. Empleando solamente coordenadas polares, hallar el centro y el 
radio de la circunferencia 

r = 3 sen $ — 3 \ó 3 eos 6. (2) 

Solución. Pongamos la ecuación (2) en la forma gene/al de la ecuación de 
una circunferencia de centro (c, a) y radio a, 


r 3 — lcr eos (0 — a) + c 3 = 


a J . 


O) 
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Paca ello, multipliquemos ambos miembros de la ecuación (2) por r y tras¬ 
pongamos términos. Se obtiene: 

r 2 — r (— 3 y/ 3 eos 9 + 3 sen 9) = 0, 

que, teniendo en cuenta la ecuación (1), podemos escribir en la forma 


— 2cr ^ — 


3 \/3 3 

—-— eos 9 + r- sen 9 
2c 2c 


) 


= 0 . 


Hagamos ahora 


3V3 3 

7 — = eos a y r- = sen a. 
2c 2c 


(3) 


(4) 


La expresión dentro del paréntesis de la ecuación (3) se convierte en 
eos 0 eos a + sen 8 sen a = eos (8 — a) , 
r 2 — 2cr eos (9 — a) = 0, 


y la ecuación en 




que es de la forma (1). Evidentemente la circunferencia pasa por el polo, ya 
que c 3 =■= a 2 . Si elevamos al cuadrado ambos miembros de cada una de las ecua¬ 
ciones (4), y sumamos, obtenemos 

^ + A=,. 

4c 2 T 4c 2 

de donde c “ =*= 3. Para el par principal de coordenadas polares del centro, 

tomamos c = 3, valor para el cual las ecuaciones (4) dan a = —. Por tanto. 

6 

las coordenadas del centro de la circunferencia (2) son (’-v) . También, 
como c = a, el radio es 3. 

El estudiante debe dibujar la figura correspondiente a este ejemplo y compro¬ 
bar los resultados usando coordenadas rectangulares. 


87. Ecuación general de las cónicas en coordenadas polares. La 



Fig. 121 


ecuación polar de una cónica to¬ 
ma una forma particularmente 
sencilla y útil cuando uno de los 
focos (fig. 121) está en el polo 
y el eje focal coincide con el eje 
polar. Sea la recta l la directriz 
correspondiente del foco O ; esta 
recta es perpendicular al eje po¬ 
lar , y sea D el punto de inter¬ 
sección. Designemos la distancia 
\OD\, entre el foco y la direc¬ 
triz , por la cantidad positiva p. 
Sea P{r, 0) un punto cualquiera 
de la cónica Desde P tracemos 
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las perpendiculares PB y PC al eje polar y a la directriz, respecti¬ 
vamente . 

Para deducir la ecuación polar de la cónica, emplearemos la defini¬ 
ción general dada en el Artículo 75. Según ella el punto P debe 
satisfacer la condición geométrica 


en donde e es la excentricidad. Ahora bien , 

IpoI = r 


| PC | = | DB | = | DO | + | OB | = p + r eos 6». 
Sustituyendo estos valores en (1), obtenemos 


de donde, 


p + t eos 6 


1 — e eos 0 


Podemos demostrar, recíprocamente, que cualquier punto cuyas 
coordenadas satisfacen la ecuación (2) satisface la condición geomé¬ 
trica (1) y, por tanto , está sobre el lugar geométrico. Según esto , 
la ecuación (2) es la ecuación buscada de la cónica. 

La ecuación (2) se ha deducido en el supuesto de que la directriz 
está a la izquierda del polo. Si la directriz está a la derecha del polo 
ya p unidades de él, podemos demostrar, análogamente, que la 
ecuación de la cónica es 

^ITT^r (3) 


De manera semejante, si el eje focal coincide con el eje a 90° de 
manera que la directriz sea paralela al eje polar ya p unidades de él, 
podemos demostrar que la ecuación de la cónica es de la forma 

r = ep 

1 ± e sen 6 ’ 

debiéndose tomar el signo positivo o el negativo según que la directriz 
esté arriba o abajo del eje polar. 

Los resultados precedentes se resumen en el siguiente 

Lchiaana* — 17. 
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Teorema 6. Sea e la excentricidad de una cónica cuyo foco está 
en el polo ya p unidades de la directriz correspondiente. 

Si el eje focal coincide con el eje polar, la ecuación de la cónica es de 
la forma 

r =-§p- 

1 ± e eos 6 ’ 

en donde se debe tomar el signo positivo o el negativo según que la directriz 
esté a la derecha o ala izquierda del polo. 

Si el eje focal coincide con el eje a 90° , la ecuación de la cónica es de 
la forma 

r = -_ 

1 ± e sen 6 ’ 


en donde se debe tomar el signo positivo o el negativo según que la directriz 
esté arriba o abajo del eje polar . 


NOTA. Nos referiremos en adelantes las ecnaciones del teorema 6 como las 
ecuaciones potares ordinarias de tas cónicas. El estudiante debe notar, 6Ín em¬ 
bargo, que en cada caso en el polo está un foco y no el vértice de una parábola 
o el centro de una cónica central. Por esto, las ecuaciones rectangulares corres¬ 
pondientes no estarán en la forma canónica. 

Ejemplo. Identificar la cónica cuya ecuación polar es 


r 


4 

2 -+- eos e 


(4) 


Hallar las coordenadas polares del centro y vértices y las longitudes de los ejes y 
del lado recto. 

Solución. La ecuación ordinaria de una cónica tiene la unidad como primer 
término del denominador. Por tanto, si dividimos numerador y denominador 

del segundo miembro de la ecua- 
l ción (4) por 2, obtenemos la 



ción (4) por 2, 
forma ordinaria 


1 + Vi eos 9 


(5) 


Si comparamos la ecuación (5) 
con la ecuación ordinaria (3) , 
vemos que la excentricidad es 
e = Vi . Por tanto, el lugar 
geométrico de la ecuación (4) es 
una elipse cuya posición en el 
plano coordenado polar está re¬ 
presentada en la figura 122, en 
donde la recta l es la directriz correspondiente al foco que está en el polo O. 

De la ecuación (5) tenemos que para 9 = 0 es r = %, y para 9 = x es r = 4. 
Por tanto, las coordenadas de los vértices son V (fi, 0) y V' (4, n) . Como el 
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centro C está sobre el eje polar y en el panto medio de la recta que nne los vér¬ 
tices, sus coordenadas son n). La longitud del eje mayor es la distancia 
entre los vértices, o sea, 2 a — 


De la ecuación (5), tenemos que para 9 = _ es r = 2. Por tanto, la lon¬ 
gitud | OL | del semiiado recto es 2, y la longitud total de cada lado recto es 4. 

26» 


Como la longitud total de cada lado recto es también igual a 

-— =» — ■= 4, de manera que 6 
o ?a 


tenemos que 


% n/ 3 y la longitud del eje menor es 


26 


fVI. 


EJERCICIOS. Grupo 40 


Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. De la ecuación (3), Articulo 85, deducir las ecuaciones polares 

r eos 9 =« =t p y r sen 0 = =*= p 

de una linea recta , dadas en el teorema 4. 

2. Obtener los resultados del ejercicio 1 transformando las ecuaciones rec¬ 
tangulares de las rectas paralelas a los ejes coordenados ya p unidades de ellos. 

3. Demostrar que las ecuaciones polares de las rectas que son perpendicula¬ 
res y paralelas al eje polar pueden escribirse en las formas 

r = * p sec fi y r » ± p cae d, 

respectivamente, en donde p es la distancia del polo a la recta. 

4. Hallar la ecuación polar de la recta que pasa por el punto P ^4, —■ 
y es perpendicular al radio vector de P. 



En cada uno de los ejercicios 5-8, transformar la ecuación rectangular dada a 
la forma polar normal de la ecuación (3), Artículo 85. 


5. 3* - 4y-f 5 = 0. 7. 4x -¡- 3i/ - 10 - 0. 

6, 5x + I2y + 26 - 0. 8. 2x + y = 0. 


9. Hallar la ecuación polar de la recta que pasa por el punto 
es perpendicular al eje polar. 


6 . 



10 . 


Hallar la ecuación polar de la recta que pasa por el punto 




y es paralela al eje polar. 

11. Considerando las áreas de ciertos triángulos, demostrar que la ecuación 
polar de la recta que pasa por los dos puntos (n, 9¡) y (rj, 0j) puede escri¬ 
birse en la forma rir sen («i — 9) + rjr sen (9 — 6¡) “ rira sen (9 t — 9 a ) . 

12. Hallar la ecuación polar de la recta que pasa por los puntos 


( 4 -tM 2vT 
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13. Demostrar que la ecuación polar general de la circunferencia, ecua¬ 
ción (1) del Artículo 86, puede obtenerse por medio de la fórmula de la distan¬ 
cia entre dos puntos, dada en el teorema 3, Articulo 8L 

14. Hallar la ecuación polar de la circunfeiencia de centro el punto 

^6, -^-5^ y radio igual a 4. 

15. Hallar la ecuación polar de la circunferencia de centro el punto 
^3, y que pasa por el punto ^2, 

16. Demostrar los casos especiales de la ecuación (1), Artículo 86, dados 
en el teorema 5. 

17. Si el centro de una circunferencia que pasa por el polo es el punto 
(a, a) demuéstrese que su ecuación es r = 2a eos (8 — a) . 

18. Del resultado del ejercicio 17, demuéstrese que la ecuación polar de 
cualquier circunferencia que pasa por el polo puede escribirse en la forma 

r = fti eos 8 + kí sen 8, 
en donde k\ y h a son constantes. 

19. Transformando la ecuación polar del ejercicio 18 a su forma rectangu¬ 
lar, determinar el significado de las constantes ki y h. 2 - Demostrar, también, 
que si a es el radio de la circunferencia se verifica que k \ 2 + h. 2 2 = 4a*. 

En cada uno de los ejercicios 20-23, hallar el radio y las coordenadas polares 
del centro de la circunferencia a partir de su ecuación polar dada. Comprobar 
los resultados empleando coordenadas rectangulares. 

20. r = 4 eos 8. 

21. r = 2 eos # +2 V3 sen 8. 

22. r ! - 2 V 2 r eos S - 2 V 2 r sen 8 — 5 = 0. 

23. r 2 + r eos 8 — \/ 3 r sen 9 — 3=0. 

En cada uno de los ejercicios 24 y 25, transformar la ecuación rectangular 
dada de la circunferencia a la forma polar general representada por la ecuación 
(1) del Artículo 86, o uno de sus casos especiales. En cada caso, hallar el 
radio y las coordenadas polares del centro. 

24. a 2 + y 2 +2x = 0. 25. x 2 + y 2 - * - y = 0. 

26. Deducir la ecuación r = -—-del teorema 6, Artículo 87. 

1 + e eos 8 

27. Deducir las ecuaciones r =- — - del teorema 6, Artículo 87. 

1 ± e sen 8 

28. Demostrar que las ecuaciones (2) y (3) del Artículo 87 pueden redu- 

A O 0 

cirse a las formas r = y esc 2 — y r = -E- sec 2 respectivamente, en el caso 
de una parábola. 

29. Demostrar que en cada una de las cónicas del teorema 6, Artículo 87, la 
longitud de un lado recto es igual a 2 ep. 

En cada uno de los ejercicios 30-32, identificar la cónica cuya ecuación polar 
se da. Para una parábola, hállense las coordenadas polares del vértice y la lon¬ 
gitud del lado recto. Para una cónica central, hállense las coordenadas polares 
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del centro y los vértices, y las longitudes de los ejes y cada lado recto. Hallar 
también la ecuación rectangular de cada cónica. 

ot\ _ i oí _ _ 6 on - _ 1 


2 — 2 eos 


31. r = 


32. r = 


3 + sen 9 2 + 4 eos 9 

representa una parábola, hállense las coor- 


33. Si la cónica r =*=-—- representa una parábola, hállense las coor- 

1 - e eos 9 

denadas polares de su vértice y la ecuación polar de su directriz. 

34. Si la cónica r =■- -EE - representa una elipse, demuéstrese que la 

1+CCOS0 

__ J „_._ hp 


longitud de su eje menor es 


35. Si la cónica r =- — -repre 

1 — e sen 9 

la longitud de su eje transverso es \ ep . 

e* — 1 


Vi-r 1 ' 

1E - representa una hipérbola, demuéstrese que 


88. Problemas relativos a lugares geométricos en coordenadas po¬ 
lares. En coordenadas rectangulares vimos que la solución de un 
problema de lugar geométrico se facilitaba a veces colocando la figura 
en una posición apropiada con respecto a los ejes coordenados. Aná¬ 
logamente, en coordenadadas polares, la solución puede efectuarse 
muchas veces con mayor simplicidad si se eligen apropiadamente el 
polo y el eje polar. Ilustraremos el procedimiento con varios ejemplos. 


Ejemplo 1. Sean O y B los extremos de un diámetro fijo de una circunfe¬ 
rencia dada de radio a. Sea t la tangente en B. Desde O tracemos una secante 
cualquiera s que corte a la circunferencia y 

a r en los puntos C y D, respectivamente. £ 

Hallar la ecuación polar del lugar geomé¬ 
trico de un punto P sobre s tal que 
| OP | = | CD | para cada posición de s a 
medida que gira en torno de O. 

Solución. Sin que el razonamiento 
pierda generalidad, podemos tomar el pun¬ 
to O como polo y hacer que el diámetro 
fijo esté sobre el eje polar, tal como apare¬ 
ce en la figura 123. Como P es un punto 
cualquiera del lugar geométrico, le asigna¬ 
remos las coordenadas generales (r, 9) , de 
manera que | OP | = r y el ángulo POB — 9. 

Entonces, para toda posición de s. debe¬ 
mos tener 

r “ | OP | “ | CD | = | OD | — | OC |. (I) 

Del triángulo rectángulo ODB. tenemos 

___ , — . Ftg- 123 

I OD | ”| Oñ | sec 9 — 2 a sec 9. 

Tracemos el segmento CB. El ángulo OCB es un ángulo recto ya que está ins¬ 
crito en un semicírculo. Por tanto, 

| OC | — | OB j cosí — 2a eos 8. 
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Sustituyendo en (I) estos valores de | OD | y | OC |. obtenemos 

r «■ 2a (sec 9 — eos 9 ), 

la cual se reduce a 

r “ 2a tg 9 sen 9, 

que es la ecuación polar buscada. La curva se llama cisoide. 

Ejemplo 2. Desde un punto fijo O de una circunferencia dada, de radio a. 
se traza una cuerda cualquiera OB. Se prolonga la cuerda hasta el punto P de 
tal manera que la distancia | BP | sea siempre una constante igual a k. Hallar 
la ecuación polar del lugar geométrico descrito por P a medida que la cuerda 
prolongada gira en torno de O. 

Solución. Sin perder generalidad, podemos tomar el punto fijo O como 
polo y el diámetro OC prolongado como eje polar (fig. 124). Como P es un 



punto cualquiera del lugar geométrico le asignaremos las coordenadas generales 
(r, 9 ), de manera que | OP [ — r y el ángulo POC = 9. Según el problema, 
para toda posición del segmento OP debemos tener 

r -|0P|-|0S| + |BP|-|ÓB| + A. (2) 

La ecuación de la circunferencia dada de radio a es r*2a eos 9, según el 
teorema 5 del Articulo 86. Por tanto, para toda posición de OP. se verifica 

| OB | “ 2 a eos 9. 

Sustituyendo este valor en la ecuación (2), tenemos 

r = 2o eos 9 + h, (3) 


que es la ecuación polar buscada. La curva se llama caracol de Pascal. 
Hay tres casos por considerar, según que 

k < 2a. 
k — 2a, 

y k > 2a. 

El caso k < 2a está representado en la figura 124. 
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EJERCICIOS. Grupo 41 

En los siguientes ejercicios, después de obtener la ecuación polar del lugar 
geométrico, trácese la curva por los métodos explicados en el Articulo 82. 

1. Hallar la ecuación polar del lugar geométrico de un punto que se mueve 
de tal manera que su radio vector es siempre proporcional a su ángulo polar. 

2. Hallar la ecuación polar del lugar geométrico de un punto que se mueve 
de tal manera que su radio vector es siempre inversamente proporcional a su 
ángulo polar. 

3. Hallar la ecuación polar del lugar geométrico de un punto que se mueve 
de tal manera que el cuadrado de su radio vector es siempre proporcional a su 
ángulo polar. 

4. Hallar la ecuación polar del lugar geométrico de un punto que se mueve 
de tal manera que el logaritmo de su radio vector, es siempre proporcional a su 
ángulo polar. 

5. Hallar la ecuación polar del lugar geométrico de un punto que se mueve 
de tal manera que el cuadrado de su radio vector es siempre inversamente propor¬ 
cional a su ángulo polar. 

6. Empleando solamente coordenadas rectangulares, deducir la ecuación 
rectangular de ¡a cisoide definida en el ejemplo 1 del Articulo 88. Tómese como 
origen el punto O y el diámetro fijo a lo largo de la parte positiva del eje X. 

Los ejercicios 7-12 se refieren a la figura 123 del ejemplo 1 del Articulo 88. 

7. Hallar la ecuación polar del lugar geométrico del punto P de la recta s 
si | OP | = I PC | para toda posición de s. 

8. Hallar la ecuación polar del lugar geométrico del punto P de la recta s 
si | OP | — 2 | PC | para toda posición de s. 

9. Hallar la ecuación polar del lugar geométrico del punto P de la recta s 
si | OP | *» Vi I PC | para toda posición de s. 

10. Sea E el pie de la perpendicular trazada del punto C al eje polar. Ha¬ 
llar la ecuación polar del lugar geométrico del punto P de s si | OP | =» ¡ Cf| 
para toda posición de s. 

11. Con referencia a la figura del ejercicio 10. hallar la ecuación polar del 
lugar geométrico del punto P de la recta s si | OP | =■ ! OE | para toda posi¬ 
ción de s. 

12. Con referencia a la figura del ejercicio 10, hallar la ecuación polar del 
lugar geométrico del punto P de la recta s si | OP | = ¡ EB | para todas las po¬ 
siciones de s. 

13. Un punto P se mueve de tal manera que el producto de sus distancias a 
los dos puntos fijos F (a. 0°) y F'(a, rr) es siempre igual a la constante 6 2 . 
Demostrar que la ecuación polar del lugar geométrico de P es 

r 2 = a 2 eos 20 ± y/ b‘ — a* sen 2 20 . 

Los lugares geométricos se llaman óvalos de Cassini. 

14. Trazar la gráfica de la ecuación de los óvalos de Cassini (ejercicio 13) 
cuando b = a. Demostrar que en este caso el lugar geométrico es una lemnis- 
cata. (Véase el ejemplo 2 d<l Artículo 82.) 
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15. Trazar la gráfica del caracol representado por la ecuación (3) del ejem¬ 
plo 2 del Artículo 88, cuando k = 2a. Demostrar que en este caso el lugar geo¬ 
métrico es una cardioide. (Véase el ejemplo 1 del Art. 82.) 

16. Trazar la gráfica del caracol representada por la ecuación (3) del ejem¬ 
plo 2 del Artículo 88, cuando k > 2a. 

17. Hallar la ecuación polar del caracol del ejemplo 2 del Artículo 88, 


cuando la circunferencia dada tiene su centro en el punto 



la gráfica correspondiente. 


y construir 


Los ejercicios 18-20 se refieren a la figura 124 del ejemplo 2 del Artículo 88. 

18. Hallar la ecuación polar del lugar geométrico del punto P si | BP i = | BC | 
para todas las posiciones de OP. 

19. Sea D el pie de la perpendicular trazada desde el punto B al eje polar. 
Hallar la ecuación polar del lugar geométrico del punto P si | BP | = | BD | para 
todas las posiciones de OP. 

20. Con referencia a la figura del ejercicio 10, hallar la ecuación polar del 
lugar geométrico del punto P si | BP | = | OD | para cualquier posición de OP. 

21. Una circunferencia dada rueda, sin resbalar, sobre otra circunferencia 
del mismo radio pero de posición fija. Hallar e identificar la ecuación polar del 
lugar geométrico descrito por un punto de la primera circunferencia. 

22. Sea a la distancia de un punto fijo O a una recta fija l. Se traza por O 
una recta cualquiera l' que corta a / en el punto £. Sobre V se toman dos 
puntos P y P> a la derecha y a la izquierda de B, respectivamente, tales 
que | BP | = | P'B | = b, una constante, para cualquier posición de V. Si se 
toma el punto O como polo y la recta 1 perpendicular al eje polar y a la derecha 
de O, demuéstrese que la ecuación polar del lugar geométrico descrito por 
P y P' a medida que l' gira en torno de O, es r = a sec 9 ± b. Dicho lugar 
geométrico se llama concoide de Nicomedes. Trácese la curva para el caso en 
que b > a. 

23. Trazar la concoide del ejercicio 22 cuando b » a. 

21. Trazar la concoide del ejercicio 22 cuando b < a. 

25. En la construcción del ejercicio 22, supongamos que los puntos P y P' 
se toman sobre l' de tal manera que, para todas las posiciones de l', sea 

I BP | - \Fb j = z. 

siendo z la distancia de B al eje polar. Demostrar que la ecuación polar del 
lugar geométrico descrito por PyP'a medida que /' gira en torno de O es 

r == a (sec M tg 4) . 

La curva así obtenida se llama estrofoide. 



CAPITULO XI 


ECUACIONES PARAMETRICA S 


89. Introducción. En los capítulos anteriores hemos visto que si 
un lugar geométrico tiene una representación analítica, tal representa¬ 
ción puede expresarse usualmente por una única ecuación conteniendo 
a lo más dos variables. En este capítulo consideraremos la represen¬ 
tación analítica de una curva por medio de un par de ecuaciones en las 
cuales cada una de las dos variables está expresada en función de una 
tercera variable. Por ejemplo , la circunferencia 

+ (1) 

puede representarse también por las dos ecuaciones 

x = eos 6 , y = sen $ , (2) 

siendo 6 una variable independiente que puede tomar cualquier valor 
real. Es decir, si a 6 se le asigna un valor arbitrario, las ecua¬ 
ciones (2) determinan un par de valores de x y y que satisfacen a 
la ecuación (1). En efecto, elevando al cuadrado cada una de las 
ecuaciones (2) y sumando, obtenemos 

x 1 + y 2 = eos 2 6 + sen 2 0 , 

la cual, para todos los valores de $ , es idéntica a la ecuación (1). 

En general, si 

F(x,y) = 0 (3) 

es la ecuación rectangular de una curva plana C, y cada una de las 
variables x y y son función de una tercera variable l, de tal manera 
que podemos escribir 

x = f(D, V = 0(t), (4) 

entonces, si para cualquier valor permisible de la variable indepen¬ 
diente t, las ecuaciones (4) determinan un par de valores reales de 
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x y y que satisfacen la ecuación (3), las ecuaciones (4) se llaman 
ecuaciones paramélricas de la curva C, y la variable independiente t 
se llama parámetro. También nos referiremos a las ecuaciones (4) 
como una representación paramétrica de la curva C. Así, las ecuacio¬ 
nes (2) son ecuaciones paramétricas o representación paramétrica de 
la circunferencia (1), siendo 0 el parámetro. 

Las ecuaciones paramétticas de un lugar geométrico especifico no son únicas, 
ya que el lugar geométrico puede representarse por diferentes pares de ecuacio¬ 
nes. Por ejemplo, en el caso de la circunferencia (1), podemos tomar, arbitra¬ 
riamente, x = t como una ecuación paramétrica y sustituir este valor de x en la 
ecuación (1) ; la solu ción co rrespondiente para y es entonces la otra ecuación 
paramétrica y = ± y/ 1 — t 2 . Debe notarse que, para este par de ecuaciones, 
el parámetro t sólo puede tomar valores reales comprendidos dentro del inter¬ 
valo — 1 < t < 1, mientras que para el par de ecuaciones (2) el parámetro 8 
puede tomar todos los valores reales. No hay un método general para seleccionar 
un parámetro particular para un lugar geométrico y deducir entonces las ecua¬ 
ciones paramétricas correspondientes. Usualmente, se toma la representación 
paramétrica más sencilla o aquella que sea más útil y conveniente para nuestros 
propósitos. 

Como en nuestro estudio de un lugar geométrico por medio de su 
ecuación rectangular, hemos considerado solamente una ecuación y 
como máximo dos variables, el lector puede suponer, lógicamente, 
que el estudio de una curva será mucho más largo y complicado si 
hay que tratar con dos ecuaciones y tres variables. Veremos, sin 
embargo , que ciertas curvas se estudian mucho más convenientemente 
por medio de sus ecuaciones paramétricas; de manera semejante, las 
soluciones de muchos problemas de lugares geométricos se obtienen con 
mayor facilidad mediante la introducción de un parámetro. 

90. Obtención de la ecuación rectangular de una curva a partir de 
su representación paramétrica. La ecuación rectangular de una curva 
se obtiene a partir de su representación paramétrica eliminando el 
parámetro. No hay ningún método general para efectuar esta elimina¬ 
ción ; el procedimiento a seguir depende en cada caso de la forma de 
las ecuaciones paramétricas. Si éstas contienen funciones trigonomé¬ 
tricas , la ecuación rectangular puede obtenerse, a veces, por me¬ 
dio de una de las identidades trigonométricas fundamentales (Apén¬ 
dice IC , 2); vimos un ejemplo de esto , para la circunferencia, en el 
Artículo 89. Si ambas ecuaciones paramétricas son algebraicas, su 
forma sugerirá algunas veces una operación algebraica por medio de 
la cual se elimine al parámetro. Otras veces, si una ecuación paramé¬ 
trica es más complicada que la otra, la ecuación rectangular puede 
obtenerse, frecuentemente, despejando el parámetro de la ecuación 
más sencilla y sustituyendo su valor en la otra ecuación. 
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Ejemplo 1. 

paramétricas son 


Hallar la ecuación rectangular de la curva cuyas ecuaciones 
x = 2 -f- 3 tg tí, y = 1 + 4 sec 0. (1) 


Solución. La presencia de tg (t y sec # como términos aislados en las ecua¬ 
ciones paramétricas (1) sugiere el empleo de la identidad trigonométrica funda¬ 
mental 

1 + tg 1 9 = sec J H. (2) 

En efecto, si escribimos las ecuaciones (I) en la forma 

X ~ 2 = tg ti, y ~ 1 = sec 0, 

3 4 


elevamos después al cuadrado cada una de estas ecuaciones y sustituimos los 
resultados en la ecuación (2) , obtenemos 


1 + 


o sea. 


(x-2)* _ (u - 1) J 
9 16 

(</-!)* (jf — 2) * . 


16 


que es la ecuación rectangular equivalente a las ecuaciones dadas y que representa 
una hipérbola. 

Ejemplo 2. Hallar la ecuación rectangular de la curva cuyas ecuaciones 
paramétricas son 

x = tVo eos a. y = tvo sen a — Yi gt 3 . . (3) 


en donde t es el parámetro, y v o, ay g son constantes. 

Solución. Como la primera ecuación es la más sencilla, despejamos de ella 
el valor de í. Resulta: 

í = - - - 

v o eos a 


Si sustituimos este valor de t en la segunda ecuación, obtenemos la ecuación 
rectangular 


y 


x 


tg a - 


_ g x-J, 

2pq'' eos 1 a 


que representa una parábola. 


91. Gráfica de una curva a partir de su representación paramé¬ 
trica. Para trazar una curva a partir de su ecuación rectangular, 
basta obtener las coordenadas de algunos puntos, asignando distintos 
valores a una de las variables y calculando luego los valores corres¬ 
pondientes de la otra variable. Podemos trazar también directamente 
una curva a partir de sus ecuaciones paramétricas sin necesidad de 
pasar a su ecuación rectangular. En efecto, si asignamos un valor 
particular al parámetro, las ecuaciones paramétricas determinan valo¬ 
res correspondientes de x y y que, si son reales, representan las 
coordenadas de un punto de la curva. 



268 


GEOMETRIA ANALITICA PLANA 


Ejemplo. Haciendo variar el parámetro, 
paramétricas son 


x = 9 — sen 9, y = 


trazar la curva cuyas ecuaciones 
1 — eos 9. (1) 


Hallar también la ecuación rectangular de la curva. 

Solución. El parámetro 8, que aparece como un término aislado en la pri¬ 
mera ecuación, debe tomarse en radianes (Apéndice IC. 4) . Asi, si se le asigna 


a 9 el valor — tiene el valor 0,7854 y no 45°. Para calcular los valores de 
4 


x y y. será conveniente, por lo tanto, asignar valores a 8 en función de n, 
(ver la tabla del final de la página). Para valores de 8 mayores de 2n radia¬ 
nes, y para valores negativos de 8, 
la curva repite su forma a derecha e 
izquierda, respectivamente, del 
eje y. El lugar geométrico (fig. 125) 
se llama cicloide. La porción de cur¬ 
va comprendida entre dos cuales¬ 
quiera de sus intersecciones sucesivas 
con el eje X se llama orco de la 
cicloide. Por la importancia que 
tiene esta curva, deduciremos sus 
ecuaciones paramétricas y posteriormente (Art. 93) la discutiremos. 

Para obtener la ecuación rectangular de la cicloide, procedemos como sigue. 
A partir de la segunda, y más sencilla, de las ecuaciones paramétricas (1), 
tenemos 


Y 



de donde, 


eos 8 = 1 — y, 

9 - are eos (1 — y) , 


sen 8 = ± Vl-(l-y)'-± VZy - </*. 


Si sustituimos estos valores de 9 y sen 9 en la primera de las ecuaciones (1), 
obtenemos la ecuación rectangular buscada, 

x = are eos (1 - y) =f V 2 y — y 3 , (2) 


en donde se debe tomar el signo positivo 


9 

sen 9 

eos 9 

X 

y 

0 

0 

1 

0 

0 

ji/6 

0,5 

0,87 

0,02 

0,13 

jc/4 

0,71 

0,71 

0,08 

0,29 

«/3 

0,87 

0,5 

0,18 

0,5 

jt/2 

1 

0 

0,57 

1 

3jt/4 

0,71 

- 0,71 

1,65 

1.71 

Jí 

0 

- 1 

3,14 

2 " 

5*/4 

- 0,71 

- 0,71 

4,63 

1,71 

3*/2 

- 1 

0 

5,71 

l 

7n/4 

- 0,71 

0,71 

6,20 

0,29 

2 K 

0 

1 

6,28 

0 


o el negativo según que 8 sea menor o 
mayor que ;t radianes en el arco com¬ 
prendido entre 

9 = 0 y 9 = 2*. 

Si 9 = n, la segunda de las ecuacio¬ 
nes (1) muestra que y = 2, en cuyo 
caso el radical se anula. 

El estudiante debe trazar la ci¬ 
cloide a partir de su ecuación rectan¬ 
gular (2) y comparar el trabajo con 
el de obtener la gráfica partiendo de 
las ecuaciones paramétricas (1). 
Verá entonces las ventajas que, para 
esta curva, tiene la representación 
paramétrica sobre la rectangular. 
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EJERCICIOS. Grupo 42 

En cada uno de los siguientes ejercicios trazar la curva correspondiente par¬ 
tiendo de sus ecuaciones paramétricas dadas. Obténgase también la ecuación 
rectangular de la curva e identifiqúese si es posible. Las letras a, b, c. d y p 
representan constantes diferentes de cero. 


1. 

x = at, y = bt. 

13. 

x = pt J + 6, y = 2r + a. 

2. 

x = a sen 0, y = a eos 0. 

14. 

x = 3 eos 0+2, y = 2 sen 0—3. 

3. 

x = 5r, y = 2f + 2. 

15. 

jr =2 sec 0 — 1, y = tg0 + 2. 

4. 

x = pf 2 . y = 2pr. 

16. 

jc=2sen0-3, y = 4cos0 —4. 

5. 

x = a eos 0, y = b sen 0. 

17. 

x = a sen 4 0, y = a eos 4 0. 

6. 

x=7t*. y = l. 

18. 

x = a tg 3 0, y = tg 0. 


i 

19. 

jc = bt 2 , y = 6f 3 . 

7. 

x = a (1 — r) , y — bt. 





20. 

x = a sen 3 0, y = a eos 3 0. 

8. 

x = a sec 0, y = b tg 0. 



9. 

x = 2 tg 0, y = 3 ctg 0. 

21. 

2r 1 —f 3 

x = a -, y = a -. 

1 + f 2 1+r 2 

10. 

x=2r + 2, y=2r 3 + 4r. 

22. 

x = a tg 0, y = 6 sec 2 0. 

11. 

x = 2 (l+cos 0) , y — 2sen0. 

23. 

x = b esc 2 0, y “a ctg 0. 

12. 

x = 4 sen 0, y = 2 esc 0. 

24. 

je = eos 0, y = sen 0 —eos 0' 

25. 

x = 2 sen fl — 3 eos 0. y = 

4 sen 0 + 2 

eos 0. 

26. 

x = a sen 0 + 6 eos 0, y = 

c sen 0 + d 

eos 0; ad be. 

27. 

x = a sec 0 + 6 tg 0, y = c 

sec 0 + d tg 0; mí 6c. 

28. 

3af 3at 2 

X = ;-. y = --- 

34. 

na 0 

x = 2 eos 0 y = eos —. 


1 + f 3 1 + f 3 


* 2 



35. 

jc = tg 2r, y = tg r. 

29. 

x = a sen 0, y = 6 tg 0. 





36. 

jc = sen t, y = tg 2r. 

30. 

je = sen 20, y = eos 0. 





37. 

x = tg 4-, y = sen f. 

31. 

x = eos 2t, y = sen t. 



32. 

x = a eos f, y = 6 eos 2r. 

38. 

x = sen 0, y = sen 30. 


a 

39. 

x = eos 30, y = 2 eos 0. 

33. 

x = sen —, y = eos 0. 




2 

40. 

x = f + sen f , y — 1 —eos f. 

92. 

Representación paramétrica de las 

cónicas. Por simplicidad, 


supondremos que la posición de cada una de las cónicas con relación a 
los ejes coordenados sea tal que su ecuación rectangular esté en su 
forma canónica. 

Sea a el ángulo de inclinación de la tangente a la parábola y 1 = 4px 
en cualquier punto P(x, y), excepto el vértice, de la curva. Enton¬ 
ces , por el teorema 4 del Artículo 57 , tenemos 
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de donde, 


y = 2p ctg a. 


Como el valor de a depende de la posición del punto de contacto P, 
es una variable que podemos escoger como parámetro. Según esto, 
el valor de y obtenido puede tomarse como una de las ecuaciones 
paramétricas de la parábola. Si este valor de y es sustituido en la 
ecuación y 1 — 4 px , hallamos x = p ctg 2 a. Por tanto , un par de 
ecuaciones paramétricas de la parábola es 

x = p ctg 2 a , y = 2p ctg a , (1) 

en donde el parámetro a representa el ángulo de inclinación de las 
tangentes a la parábola y 2 = 4 px. 


Y 



En el ejemplo 2 del Artículo 90, se dió una representación para¬ 
métrica importante de la parábola, a saber, 

x = ivo eos a , y = tv o sen a — }4s^ , (2) 


en donde t es el parámetro , y para la cual se encontró que la ecuación 
rectangular es. 


y = x tg a 


2t<o 2 cos i- a 


x-. 


( 3 ) 


En Mecánica se demuestra que si la resistencia del aire es despreciada, 
las ecuaciones paramétricas (2) son las ecuaciones del movimiento de 
un proyectil lanzado desde el origen con una velocidad (constante) 
inicial ro a un ángulo constante a con el eje X, siendo g la acelera¬ 
ción constante debida a la gravedad (fig. 126). Este problema del 
movimiento de proyectiles es un ejemplo de las ventajas de la repre¬ 
sentación paramétrica sobre la rectangular en algunos problemas físi¬ 
cos . Se puede hacer un estudio completo del movimiento por medio 
de las ecuaciones paramétricas (2). Por ejemplo, por las ecuacio¬ 
nes (2), podemos determinar la posición del cuerpo en cualquier 
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instante t; esta información, en cambio, no puede obtenerse de la 
ecuación rectangular (3) la cual simplemente da la trayectoria del 
proyectil. 

Ahora obtendremos una representación paramétrica sencilla para 
una elipse. Tracemos dos circunferencias concéntricas (6g. 127) que 
tengan su centro común en el origen y de radios a y b , siendo a > b. 
A partir del origen O tracemos una recta cualquiera l que forme un 
ángulo 8 con la parte positiva del eje X, y sean A y B los puntos 
de intersección con las circunferencias de radios ay b, respectiva¬ 
mente. Bajemos las perpendiculares AC y BD al eje X, y por B 



tracemos una recta paralela al eje X y sea P su punto de intersección 
con AC. Vamos a obtener las ecuaciones paramétricas del lugar 
geométrico de P(x, y). Como P se mueve de acuerdo con la rotación 
de la recta l en torno de O, tomaremos como parámetro el ángulo 8 . 
De los triángulos rectángulos OAC y OBB, tenemos 

x = OC = O A eos 8 = a eos 8 
y y = CP = DB = OB sen 8 = b sen 6 


Por tanto , las ecuaciones paramétricas del lugar geométrico de P son 

x = a eos 8 , y = b sen 8 . (4) 

Es muy fácil eliminar el parámetro 8 de las ecuaciones (4) y obtener 
la ecuación rectangular 



(5) 


Por tanto, las ecuaciones (4) son una representación paramétrica de 
la elipse (5). El parámetro 6 se llama ángulo excéntrico del punto P, 
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y las circunferencias concéntricas de radios a y b se llaman , respec¬ 
tivamente , circulo principal y circulo menor de la elipse. 

Una representación paramétrica sencilla de la hipérbola puede obte¬ 
nerse como sigue. Tracemos dos circunferencias concéntricas que 
tengan su centro común en el origen y que sus radios sean OA — a y 
OB = b , en que a > b, como se ve en la figura 128. A partir de O 
tracemos una recta cualquiera l que forme un ángulo 6 con la parte 
positiva del eje X, y sea C el punto de intersección con la circunfe¬ 
rencia de radio a. En C tracemos la tangente a la circunferencia; 
designemos por D el punto en que esta tangente corta al eje X. 
En B tracemos una perpendicular al eje X y sea E su punto de in¬ 
tersección con l. Por D y E tracemos rectas paralelas a los ejes 
Y y X , respectivamente ; designemos por P el punto de intersección 
de estas rectas. Ahora vamos a obtenerlas ecuaciones paramétricas 
del lugar geométrico de P(x, y), usando 6 como parámetro. Délos 
triángulos rectángulos OCD y OBE , tenemos 

x = OI) = OC sec 6 = a sec 9 
y y = DP — BE = OB tg 6 — b tg d. 


Por tanto , las ecuaciones paramétricas del lugar geométrico de P son 
x = a sec 6 , y = b tg 6 , (6) 


y la ecuación rectangular puede hallarse fácilmente y es (véase el 
ejemplo 1 del Artículo 90) 


x- 



(7) 


Por tanto, las ecuaciones (6) son una representación paramétrica de 
la hipérbola (7). El parámetro 6 se llama ángulo excéntrico del 
punto P , y el círculo de radio a se llama circulo auxiliar de la 
hipérbola. 

93. La cicloide. Sea P un punto cuya posición sea fija con rela¬ 
ción a una curva C. Si la curva C rueda, sin resbalar, sobre una 
curva fija C", el lugar geométrico descrito por el punto P se llama 
ruleta . 

Un caso importante de ruleta es la curva llamada cicloide. Una 
cicloide es el lugar geométrico descrito por cualquier punto fijo de 
una circunferencia que rueda, sin resbalar, sobre una recta fija. 
Deduciremos las ecuaciones paramétricas de la cicloide tomando la 
recta fija como eje X y una de las posiciones del punto móvil sobre 
el eje X como origen. Sea P(x, y) un punto cualquiera del lugar 
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geométrico, a el radio y C el centro de la circunferencia que rueda, 
como se indica en la figura 129. Tomaremos como parámetro el ángu¬ 
lo 8 que gira la circunferencia al rodar partiendo de su posición inicial 
en el origen. Sean A y B , respectivamente, los pies de las perpen¬ 
diculares bajadas de P y C al eje X. Tracemos PD perpendicular 



a BC . Como la circunferencia rueda , sin resbalar, desde O hasta B , 
tenemos 

OB = arco PB. 

Si 8 se mide en radianes , tenemos (Apéndice IC , 4) 

arco PB = a8 , 


Por tanto , de la figura 129 , 

x = OÁ = OB — AB = afí — PD = aB — a sen 6 , 

y — AP = BD = BC — DC = a — a eos 6 , 

de manera que las ecuaciones paramétricas de la cicloide son 

x = a (8 — sen 8), y = a (1 — eos 8). (1) 

Por el método empleado en el ejemplo del Artículo 91, podemos 
demostrar que la ecuación rectangular de la cicloide (1) es 

x — a are eos —V 2 ay — y 2 , (2) 

en donde debe tomarse el signo positivo o el negativo según que 8 
sea menor o mayor que n radianes en el arco comprendido entre 
6 — 0 y 6 = 2k. 

El punto medio H de cualquier arco de la cicloide se llama vértice 
del arco. Aquella porción OE de la recta fija comprendida entre los 
puntos extremos de un arco se llama base del arco; su longitud es, 


LchmaoD* — 18- 
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evidentemente, igual a 2 na, que es la longitud de la circunferencia 
generatriz. Cada extremo de un arco, tal como O y E, se llama 
pico o cúspide. 

A la cicloide también se le da a veces el nombre de braquistocrona o curva 
del más rápido descenso, porque, si se invierte la curva de la figura 129, se 
puede demostrar que es el recorrido descrito por una partícula que cae desde un 
punto dado a otro en el intervalo de tiempo mínimo. Además, si se sueltan dos 
partículas simultáneamente desde dos puntos cualesquiera del arco invertido de 
una cicloide, llegarán ambas al punto más bajo (el vértice) al mismo tiempo. 

La cicloide es un caso especial de la ruleta conocida con el nombre de trocoide, 
que es el lugar geométrico descrito por un punto de un radio fijo de una circun¬ 
ferencia que rueda, sin resbalar, sobre una recta. Si el punto generador 
P (je, y) está a una distancia b del centro del círculo rodante de radio a, sí una 
posición del radio fijo es a lo largo del eje Y, y si la recta fija se toma como el 
eje X. puede demostrarse que las ecuaciones paramétricas de la trocoide son 

jc = a6 — b sen 6, y = a — b eos 6. (3) 

Se dice de la trocoide que es una cicloide acortada o alargada según que 

b < a o b > a. 

Para b = a, las ecuaciones (3) se reducen a las ecuaciones paramétricas (1) de la 
cicloide. 


94. Epicicloide e hipocicloide. Ahora consideremos dos tipos de 
ruletas que difieren de la cicloide en que la curva fija es una circunfe- 

Y 



rencia en vez de una recta. Estas curvas, llamadas epicicloide e 
hipocicloide, son importantes en el diseño de dientes de engranajes. 
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Una epicicloide es el lugar geométrico descrito por un punto fijo 
cualquiera de una circunferencia que rueda exteriormente, sin resbalar, 
sobre una circunferencia fija. Deduciremos las ecuaciones paramétri¬ 
cas de la epicicloide en el caso en que la circunferencia fija tenga su 
centro en el origen y una posición del punto que describe la curva está 
sobre la parte positiva del eje X y sobre la circunferencia fija. Sea 
P{x, y) un punto cualquiera del lugar geométrico ; sean a y b , res¬ 
pectivamente , los radios de las circunferencias fija y rodante, y sea 
C el centro de la circunferencia rodante o generatriz, como se ve en la 
figura 130. Tomaremos como parámetro el ángulo 0 que forma la recta 
de los centros OC con la parte positiva del eje X. Sea A el punto 
sobre el eje X que representa la posición inicial del punto P que des¬ 
cribe la curva, y sea B el punto de tangencia de las dos circunferen¬ 
cias. Desde C y P bajemos las perpendiculares CD y PE, respec¬ 
tivamente , al eje X , y tracemos PF perpendicular a CD. Llámenme 
al ángulo OCP y P al ángulo PCF. Consideraremos ambos ángu¬ 
los <t> y 0 medidos en radianes. 

Como la circunferencia generatriz rueda , sin resbalar, de A a B , 
tenemos 

arco AB = arco PB , 

o sea, 

a$ = 0<f>. 


Por tanto , </> = ~ 0 y 0 + <f> = 0+ í *0 = n ^ - 6 . Tenemos, 
o oo 

también , 


* + *-£• 


P = 4> — ángulo OCD = <t> — — 0 ^ = 

Por tanto, 

sen |3 = sen ^0 + </> — y ^ = — sen — [ 8 -f <t> 

“ — eos (0 + 4>) = — eos a T ~ 0 , 


eos p = eos ^ 0 + <f> — =« cos^y — [ 0 + 3 ^ 


sen (0 + <#>) = sen ° ~t~ - 0 , 
o 
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Para las coordenadas (x, y) del punto P , tenemos: 

x — OE = OD -j- DE = OD -|- FP = OC eos 6 + CP sen (3 

= (a + 6) eos 8 — b eos a 8 

b 

y = EP = DF = DC - FC = OC sen 8 - CP eos p 
= (a + b ) sen 8 — b sen a ^ 0 , 

de manera que las ecuaciones paramétricas de la epicicloide son 

x = (a + b) eos 8 — b eos — - 8 , ] 

a + b > (1) 

y = (a + b) sen 8 — b sen —^— 0 . j 

Cada punto de la epicicloide que está sobre la circunferencia fija , 
tales como A y G, es un pico; la porción de curva comprendida entre 
dos picos sucesivos se llama arco. El número de picos y arcos depende 
de las magnitudes relativas de los radios a y b. Sea r la razón de 
a a 6, de manera que a — rb. Si r es un número entero, la epici¬ 
cloide será , evidentemente , una curva cerrada que tiene exactamente 
r picos y r arcos ; se dice entonces que la curva es una epicicloide de r 
picos. Si r no es un número entero pero es racional, el punto traza¬ 
dor P dará la vuelta en torno de la circunferencia fija dos o más veces 
antes de regresar al punto de partida A ; en este caso, los arcos de la 
curva de diferentes circuitos se cortarán. Si r es irracional, el punto 
trazador no regresa exactamente al punto de partida. 

Cuando a = b , de manera que r = 1, tenemos la epicicloide de un 

pico o cardioide (véase el ejemplo 1 del Artículo 82 y el ejercicio 21 

del grupo 41, Artículo 88). De las ecuaciones (1) se deducen las 
siguientes ecuaciones paramétricas de la cardioide : 

x = 2a eos 8 — a eos 28 , y = 2a sen 8 — a sen 2 8 . (2) 

Una hipocicloide es el lugar geométrico de un punto fijo cualquiera 
de una circunferencia que rueda interiormente, sin resbalar, sobre otra 
circunferencia fija. Por un procedimiento semejante al empleado para 
la epicicloide, podemos demostrar que las ecuaciones paramétricas de la 
hipocicloide son 

x = (a — b) eos 8 + b eos 0 , 

y = (a — b) sen 6 — b sen 8 , 
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en donde a y b son, respectivamente, los radios de las circunferen¬ 
cias fija y rodante , y el parámetro 0 es el ángulo que la recta de los 
centros OC forma con la parte positiva del eje X, tal como puede 
verse en la figura 131. El lector debe observar que las ecuaciones 
paramétricas (3) de la hipocicloide pueden obtenerse reemplazando 
b por — 6 en las ecuaciones paramétricas (1) de la epicicloide. 


y 



Sea r la razón de a a b, de modo que a = rb. Si r es un número 
entero , tenemos una hipocicloide de r picos. La hipocicloide de cuatro 
picos está representada en la figura 131; esta curva se llama también 
astroide. Las ecuaciones paramétricas de la astroide pueden simplifi¬ 
carse de manera que tomen una forma muy simple. Así, para b = ~ , 
las ecuaciones paramétricas (3) se convierten en 

3a „ , a o/i 
x — — eos 6 + —r eos 3 O , 

4 4 

3a a _ 

y = — sen 8 — -j- sen 30 . 

Si en estas ecuaciones sustituimos los valores de eos 3 O y sen 3 6 dados 
por las identidades trigonométricas 

eos 30 = 4 eos 3 0—3 eos 0 , 

sen 30 = 3 sen 0 — 4 sen 3 0 , 
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obtenemos la forma simplificada de las ecuaciones paramétricas de la 
astroide, 

x = a eos 3 8 , y = a sen 3 8 . (4) 

Si tomamos la potencia dos tercios de ambos miembros de cada una de 
las ecuaciones (4) y sumamos, obtenemos como ecuación rectangular 
de la hipocicloide de cuatro picos 

x y -\- = a y *. ( 5 ) 

EJERCICIOS. Grupo 43 


Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. De las ecuaciones paramétricas (2) del Artículo 92, demostrar que el 
tiempo en el cual alcanza el proyectil su altura máxima está dado por 

t = üa sen tt 

9 

2. Si se conocen los ejes mayor y menor de una elipse, hallar un método 
para construir cualquier punto P de la elipse conociendo su ángulo excéntrico. 

3. Dados el centro y el eje mayor de una elipse, hallar un procedimiento 
para construir el ángulo excéntrico de cualquier punto dado P de la elipse. 

4. Sean P i y P j puntos extremos de dos diámetros conjugados de una 
elipse (véase el ejercicio 25 del grupo 29, Art. 63) . Demostrar que los ángulos 
excéntricos de Pi y P¡ difieren en 90° ó 270°. 

5. Obtener las ecuaciones paramétricas (6) del Artículo 92 para una hipér¬ 
bola, empleando una construcción en que b > a. 

6. Sea l una recta dirigida hacia arriba, y sean a y p, respectivamente, 
los ángulos formados por l y las partes positivas de los ejes X y Y (ver el ejer¬ 
cicio 19 del grupo 14, Art. 37) . Si 1 no es paralela a ninguno de los ejes coor¬ 
denados y contiene al punto fijo P i(xi. yi) . puede demostrarse que (ver el 
ejercicio 21 del grupo 14, Art. 37) la ecuación de l puede escribirse en la forma 

x — x\ _ y — y i 
eos a eos f) 

De aquí, demostrar que una representación paramétrica de la recta l está 
dada por 

x = xi + t eos a, y = yi + t eos f), 

en donde el parámetro f representa la distancia variable del punto fijo 
Plixi, yi ) a cualquier punto P (.v, y) sobre l. 

7. Discutir la recta cuyas ecuaciones paramétrícas son 

* = 3 + yf. y = 4 + i-1, 

en donde el parámetro t tiene el significado establecido en el ejercicio 6. 
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8. Una recta cuya pendiente es 


~ pasa por el punto (2, — 1) . Hallar 


sus ecuaciones paramétricas en la forma dada en el ejercicio 6. 

9. Demostrar la ecuación rectangular (2) de la cicloide dada en el Ar¬ 
tículo 93. 

10. Si los ejes coordenados son trasladados de tal manera que el nuevo ori¬ 
gen sea el vértice H de la cicloide de la figura 129 del Artículo 93, demuéstrese 
que las ecuaciones paramétricas de la cicloide con respecto a los nuevos ejes están 
dadas por 

x = a(9 — Jt — se ni), y = — a (1 + eos 9). 


11. Trazar la cicloide del ejercicio 10 cuando a = 2. 

12. Deducir las ecuaciones paramétricas (3) de la trocoide dadas en el Ar¬ 
tículo 93. 

13. Obtener la ecuación rectangular de la trocoide a partir de las ecuaciones 
paramétricas (3) del Artículo 93. 

14. Trazar la trocoide del ejercicio 12 cuando a = 2 y 6 = 3. 

15. Trazar la epicicloide a partir de sus ecuaciones paramétricas (1) del 
Artículo 94 cuando a — 36. 

16. Deducir las ecuaciones paramétricas (2) de la cardioide, dadas en el 
Artículo 94, directamente a partir de una figura. 

17. Deducir las ecuaciones paramétricas (3) de la hipocícloide, directamente 
de la figura 131. 

18. Trazar la hipocícloide a partir de sus ecuaciones paramétricas (3) del 
Artículo 94 cuando a = 36. 

19. Demostrar, analíticamente, que cuando a = 26 la hipocicloide (3) del 
Artículo 94 representa un diámetro de la circunferencia fija. 

20. Si un hilo enrollado alrededor de una circunferencia fija se desenrolla 
manteniéndolo tirante en el plano de la circunferencia, cualquier punto fijo del 
hilo traza una curva llamada evolvente de la circunferencia. Hallar las ecuacio¬ 
nes paramétricas de la evolvente de la circunferencia x 2 + y 2 = a 2 bajo las si¬ 
guientes condiciones; Si P es un punto cualquiera del lugar geométrico, sea el 
punto A (a. 0) su posición inicial, y para cualquiera otra posición, sea T 
el punto de contacto de la tangente PT a la circunferencia. Tómese el ángulo 
AOT = 9 como parámetro. 


95. Resolución de problemas de lugares geométricos por el método 
paramétrico. Para ciertos lugares geométricos del tipo de curvas lla¬ 
madas ruletas , hallamos que su representación paramétrica es preferi¬ 
ble a su representación rectangular. Para muchas curvas, sin embargo , 
la ecuación rectangular es más deseable, pero esta ecuación puede deter ¬ 
minarse a veces más convenientemente obteniendo primero las ecuacio¬ 
nes paramétricas a partir de las condiciones que el lugar geométrico debe 
satisfacer. Esto requiere la introducción de un parámetro , o posible¬ 
mente de dos o más parámetros , que deben eliminarse posteriormente. 
A este respecto, los parámetros son incidentales en la determinación de 
la ecuación rectangular y por esto se llaman a veces variables auxiliares. 
El lector debe notar que si se introducen n parámetros, es necesario 
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tener n + 1 ecuaciones para efectuar su eliminación y obtener la ecua¬ 
ción rectangular buscada. Si la ecuación rectangular de un lugar geo¬ 
métrico se obtiene mediante la introducción de uno o más parámetros, 
se suele decir que la resolución se ha efectuado por el método paramétrico. 

Ejemplo 1. Hallar la ecuación del lugar geométrico del punto de intersec¬ 
ción de dos rectas perpendiculares cualesquiera tangentes ambas a la elipse 

b 2 x 2 + a 2 y 3 = a 2 b 2 . 

Solución. Supongamos que el punto P(x, y) (fig. 132) representa un 
punto cualquiera del lugar geométrico. Como las rectas son perpendiculares 

y 



entre sí, podemos representar sus pendientes por m y — 


siendo la variable m 


m 

el parámetro. Por el teorema 5 del Artículo 63 las ecuaciones de las tangentes son 


y 


y = mx ± y/ a 2 m 2 + b 2 


y = 



m 



Para obtener la ecuación rectangular requerida del lugar geométrico de P, debe¬ 
mos eliminar el parámetro m entre estas dos ecuaciones. Para esto, las escribi¬ 
remos en las formas 

y — mx = ±V a 2 m 2 + b 2 , 
my + x — ± y/ a 2 + b 2 m 2 . 


Elevando al cuadrado ambos miembros de cada una de estas ecuaciones, y su¬ 
mando, obtenemos 

y 3 + m 2 x 2 + m 2 y 3 + x 2 = a 2 m 2 + í> 3 + a 2 + h 2 m 2 , 

de donde 

(m 2 + 1) (x 2 + y 3 ) = (m 2 + 1) (a 2 + b 2 ) . 
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Como m J +1^0, podemos dividir por este factor. Esto nos da la ecuación 
tectangular del lugar geométrico. 


+ y 2 = a» + b\ 


llamado círculo director de la elipse. 




En este ejemplo se ha obtenido la solución introduciendo un solo 
parámetro. El ejemplo siguiente muestra un problema de lugar geo¬ 
métrico en el cual se introducen varios parámetros. 


Ejemplo 2. Una recta / pasa por el punto fijo Pi ( — 1, — 3) y corta a la 
recta li : 3x + 2y — 6 = 0, en el punto A, y a la recta ¡2 ■ y — 3 = 0, en el 
punto B. Hallar la ecuación del lugar geométrico del punto medio del segmento 
de recta AB a medida que la recta / gira en torno del punto P¡. 

Solución. Sea P(x, y) (fig. 133) un punto cualquiera del lugar geomé¬ 
trico, y sean ( xy') y (je", 3) las coordenadas de los puntos A y B, respec¬ 
tivamente. Hemos introducido así tres parámetros, x' , y'yac"; su eliminación 
requiere, por lo tanto, cuatro relacio¬ 
nes. Dos de estas relaciones pueden cb- y 

tenerse partiendo del hecho de que P es 1 l 

el punto medio del segmento AS; es- \ T / 


_ x 1 + x ji 


_ y' + 3 


fB (x",3). 


/P(x,y) 
(AWV) 


Como el punto A está sobre la recta h, 
tenemos una tercera relación escribiendo 
que sus coordenadas verifican la ecua¬ 
ción de la recta: 

3x' + 2y' - 6 = 0. (3) 


Pj(- 1,-Sh 


Fig. 133 


Como los puntos A, B y P\ son colíneales, tenemos, escribiendo que las pen¬ 
dientes de APi y BP¡ son iguales, la cuarta relación: 


De la ecuación (2), 


j ¿±J__ 6 

x' + 1 x" + 1 

y' = 2y - 3. 


Sustituyendo este valor de y' en la ecuación (3) , tenemos 

, = 6 — 2y ; 6 - 4y + 6 _ 12 - 4y 

3 3 3 


Sustituyendo este valor de x' en la ecuación (1) , resulta 

x » = 2x - x' = lx- 12 T ^ - 6 * ± 4 V - n . 

3 3 
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Si sustituimos estos valores de x’. y' y x" en la ecuación (4) , obtenemos 

7y = fe 

15 — 4y bx + 4y — 9 
3 3 

la cual, después de simplificarla, nos da la ecuación buscada 
bxy + 4y 2 -f 3y — 45 = 0, 

que representa una hipérbola. El estudiante debe trazar la gráfica correspon 
diente de este lugar geométrico. 


Un tipo interesante de curvas, cuya ecuación se obtiene más fácil¬ 
mente mediante el método paramétvico , son las llamadas podarías o 
curvas pedales, definidas de la siguiente manera : si desde un punto 
fijo Q se trazan perpendiculares a las tangentes a una curva C, el 
lugar geométrico de los pies de las perpendiculares es otra curva lla¬ 
mada podaría de la curva C con respecto al punto Q. 


Ejemplo 3. Hallar la ecuación de la podaría de una parábola con respecto 
al vértice. 

Solución. El problema no pierde generalidad si tomamos la forma canónica 
de la ecuación de la parábola, y 2 = 4p^. Sea P( x, y) (fig. 134) un punto 

cualquiera del lugar geométrico. Por el 
Y teorema 5 del Artículo 57, la ecuación de 



la tangente de pendiente m a la parábola 
y 2 = 4px es 

y = mx + —, m yí 0. (5) 

m 

Por ser OP perpendicular a la tangente (5), 
su ecuación es 

y = - —x. (6) 

m 

La ecuación rectangular de la podaría se 
obtiene eliminando el parámetro m entre 
las ecuaciones (5) y (6) . Para ello, de la 

ecuación (6) se obtiene m — — —, valor 

y 

que sustituido en la ecuación (5) nos da: 

= -íl-py 
y x' 


Despejando y 2 obtenemos la ecuación rectangular buscada 


que representa una cisoide con asíntota x = — p. (Véase el ejemplo 1 del Ar 
tículo 19 y el ejercicio 6 del grupo 41, Art. 88.) 
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EJERCICIOS. Grupo 44 

Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Hallar la ecuación del lugar geométrico formado por los puntos de 
intersección de dos tangentes perpendiculares cualesquiera a la circunferencia 
x 2 -f y 2 = a 2 . 

2. Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos de intersección de 
dos tangentes perpendiculares cualesquiera a la parábola y 2 = 4px. 

3. Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos de intersección de 
dos tangentes perpendiculares cualesquiera a la hipérbola 

b 2 x 2 — a 2 y 7 - = a 2 b ? , a > b. 

4. Por el punto fijo A(— a, 0) de la circunferencia x 2 + y 2 = a 2 se 
traza una cuerda cualquiera AB. Hallar la ecuación del lugar geométrico del 
punto medio de AB. 

5. Por el punto fijo A (— a, 0) de la elipse b 2 x 2 + a 2 y 2 = a 2 b 2 , se 
traza una cuerda cualquiera AB. Hallar la ecuación del lugar geométrico del 
punto medio de AB. 

6. Una recta l pasa por el origen y corta a las rectas 

x + 1 = 0 y x — y + 1 = 0 

en los puntos A y ñ, respectivamente. Hallar la ecuación del lugar geométrico 
descrito por el punto medio del segmento AB a medida que la recta l gira en 
torno del origen. 

7. Un segmento AB de longitud constante l se mueve de tal manera que 
su extremo A permanece siempre sobre el eje X y su extremo B siempre sobre 
el eje Y. Hallar la ecuación del lugar geométrico descrito por un punto fijo P 
sobre AB tal que la razón AP '. BP es igual a k. 

8. Hallar la ecuación de la podaría de la parábola y 2 = 4pjc con respecto 
al foco. 

9. Hallar la ecuación de la podaría de la elipse b 2 x 7 + a 2 y 2 = a 2 b 2 con 
respecto a su centro. 

10. Demostrar, analíticamente, que una circunferencia es su propia curva 
podaria con respecto al centro. 

11. Hallar la ecuación de la podaria de la hipérbola b 2 x 2 — a 2 y 2 = a 2 b 2 
con respecto a su centro. 

12. Demostrar que si en el ejercicio 11 la hipérbola es equilátera, la podaria 
es una lemníscata. (Véase el ejemplo 2 del Art. 82.) 

13. Desde uno de los focos de una elipse, se traza una recta 1 1 perpendicu¬ 
lar a cualquiera de sus tangentes, y por el centro se traza una recta l¡ que pase 
por el punto de contacto. Demostrar, analíticamente, que el lugar geométrico 
de la intersección de íi y es la directriz correspondiente. 

14. Establecer y demostrar el teorema correspondiente al del ejercicio 13 
para la hipérbola. 

15. Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos de intersección de 
dos tangentes cualesquiera a la parábola y 2 = 4px, tales que el producto de sus 
pendientes sea igual a una constante k. 

16. Resolver el ejercicio 15 para la elipse b 2 x 2 + a 2 y 2 = a 2 b 2 . 
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17. Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos de intersección de 
dos tangentes cualesquiera a la parábola y 2 = 4 px tales que formen un ángulo 
de 45 grados. 

18. Hallar la ecuación de la podaria de la elipse b 2 x 2 + a 2 y 2 = a 2 b 2 con 
respecto a un foco. 

19. Hallar la ecuación de la podaria de la hipérbola b 2 x 2 — a 2 y 2 = a 2 b 2 
con respecto a un foco. 

20. Demostrar que la podaria de la circunferencia x 2 + y 2 + 4 jc = 0 con 
respecto al origen es una cardioide. (Véase el ejemplo 1 del Art. 82.) 



CAPITULO XII 

CURVAS PLANAS DE GRADO SUPERIOR 

96. Clasificación de funciones. Si en el curso de un discusión par¬ 
ticular empleamos un símbolo, digamos x , al que se le pueden asignar 
valores diferentes, decimos que este símbolo es una variable , y a la 
totalidad de los valores que puede tomar le llamamos intervalo de 
variación de la variable. Así, la ecuación de la circunferencia 

x* + y 2 = 1 (1) 

contiene las dos variables x y y , a cada una de las cuales se le pueden 
asignar todos los valores reales desde — 1 hasta + 1 inclusive. El 
intervalo de variación de la variable x , por ejemplo, se expresa en¬ 
tonces por la relación 

- í<x<í. 


Según vimos, una ecuación en dos variables representa una corres¬ 
pondencia definida de valores entre esas dos variables (Arts. 14 , 23). 
Nos referimos a tal correspondencia como a una relación funcional. 
Para mayor precisión , establezcamos la siguiente 

Definición. Si dos variables, x y y, están relacionadas de tal 
manera que para cada valor asignado a la x dentro de su intervalo, 
quedan determinados uno o más valores correspondientes de y , se dice 
que y es una función de x. 

Las funciones se clasifican de muchas maneras de acuerdo con sus 
diversas propiedades y características. Para nuestros fines inmediatos, 
sin embargo, será suficiente dividir todas las funciones en dos clases 
generales : funciones algebraicas y trascendentes. Para comprender 
esta clasificación necesitamos agregar algunas definiciones. 

Una función racional entera de x es una función de la forma 

ao x n + ai z” -1 + d 2 x n ~ 2 + ... + dn_l x + d„ , 
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en donde n es un entero positivo, o cero, y ao, ai, ... , a n son 
constantes cualesquiera. Ordinariamente nos referimos a una función 
de tal naturaleza como un polinomio en i. En particular, si ao 0, 
se dice que la función o polinomio es de grado n. 

Una función racional de x es el cociente de una función racional 
entera de x por otra que sea diferente de cero. Así, si /i(x) y fi{x) 
son ambas funciones racionales enteras, si fi{x) es diferente de 
cero, y 


R(x) 


fijx) 
Mx) • 


jntonces R(x) es una función racional de x. 
Consideremos ahora la ecuación 


y m + B, (x)y m ~' + R 2 (x)y m -‘ 2 + . . . + B»-i ( x)y+R m (x) = 0, (2) 

en donde m es un entero positivo y Ri(x ), Rz(x) , ... , R m (x) son 
funciones racionales de i. Si la relación entre dos variables x y y e s 
de la forma dada por la ecuación (2), o puede hacerse que tome tal 
forma, entonces se dice que y es una función algebraica de x. Así, 
cada una de las ecuaciones 

i 2 + y 2 = 1, y 2 = O* 2 + y 2 ) 2 - 4(* 2 - y 1 ) y x' A + y' A = 1, 

definen a y como una función algebraica de x. 

Todas las funciones que no son algebraicas se llaman funciones tras¬ 
cendentes . Las funciones trigonométricas, logarítmicas y exponencia¬ 
les son ejemplos de tales funciones. Así, cada una de las ecuaciones 
y = sen x , y — log x y ye 12 = 1 definen a y como una función tras¬ 
cendente de x. 

97. Clasificación de las curvas planas. Cuando una eurva plana 
está representada analíticamente por una ecuación con dos variables, 
esa ecuación , como acabamos de ver, expresa una relación funcional 
entre las dos variables. Decimos que una curva plana es algebraica o 
trascendente según que la relación funcional expresada por su ecuación 
sea algebraica o trascendente. 

Se acostumbra hacer una posterior clasificación de las curvas 
planas. La ecuación de una recta , 

Ax + By + C = 0 , (1) 


es de primer grado en x y y , y la ecuación de una cónica , 
Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx +Ey + F = 0, 


(2) 
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es de segundo grado en i y y. Si la ecuación de un lugar geométrico 
no puede escribirse en ninguna de las formas (1) y (2), la curva 
correspondiente se dice que es una curva plana de grado superior. 

Se sigue, de esto, que las curvas planas de grado superior in¬ 
cluyen todas las curvas trascendentes y todas las curvas algebraicas 
de grado superior a dos. No incluiremos, sin embargo, entre las 
curvas planas superiores, a aquellas cuyas ecuaciones, escritas en la 
forma de un polinomio igualado a cero, son tales que el primer miem¬ 
bro se pueda descomponer en dos o más factores entre las variables, 
de las formas dadas por las ecuaciones (1) y (2) anteriores (véase el 
Art. 20). Así, la ecuación 

y 4 + x i y i — 4z 3 — 4 xy i — y 1 + 4x = 0 


es de cuarto grado en las variables x y y , pero la curva que representa 
no será considerada como una curva plana superior porque la ecuación 
puede escribirse en la forma equivalente 

(x 2 4 -y* — 1) Gr — 4*) = 0. 

Como el número de curvas planas superiores es ilimitado , se hace 
necesario hacer una selección de las que van a estudiarse. Hay varias 
razones para hacer un estudio particular de una curva plana superior. 
Las principales entre estas razones se refieren a la importancia que 
tenga en Matemáticas superiores, a su carácter histórico y a sus 
aplicaciones prácticas. Tales consideraciones fueron las que sirvieron 
para hacer la selección de las curvas planas superiores estudiadas en 
este capítulo. 

98 Algunas curvas planas superiores algebraicas. En este ar¬ 
tículo , vamos a estudiar varios tipos de curvas planas algebraicas 
de grado superior. 

a) Curvas polinomias. Si en la ecuación 

y = a<> x n + ai x n_1 + . . . + a„-i x + a„ , (1) 

el segundo miembro f (x) es una función racional entera de x con 
coeficientes reales, el lugar geométrico que representa se llama una 
curva polinomia. Para n — 1, el lugar geométrico es una recta ; para 
n = 2, el lugar geométrico es una parábola. Aquí consideraremos 
solamente eurvas polinomias aquellas para las cuales n > 3 ; los lugares 
geométricos correspondientes son entonces curvas planas superiores. 

Las curvas polinomias se trazan convenientemente determinando 
primero aquellos valores de x para los cuales y es igual a cero. Cada 
valor de x de esta clase se llama un cero del polinomio f (x) represen- 
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tado por el segundo miembro de la ecuación (1); también se le conoce 
con el nombre de raíz de la ecuación /(x) = 0. Gráficamente, cada 
raíz real diferente, digamos a , representa la abscisa de un punto de 
intersección de la curva con el eje X. Se demuestra en Análisis mate¬ 
mático que la función polinomia / (x) es continua ; gráficamente, esto 
significa que el lugar geométrico es una curva continua. 

Ejemplo. Trazar la curva polinomia cuya ecuación es 

y = x* - 4x 3 - 3* 2 + 14* - 8. (2) 

Solución. Por los métodos de la teoría de ecuaciones del Algebra, se baila 
que los ceros del segundo miembro de la ecuación (2) son —2, I, 1, 4. Por 
tanto, podemos escribir la ecuación (2) en la forma 

y = (* +2) (* - 1)2 (* -4). (3) 

Las intersecciones de la curva con el eje X son los puntos de abscisas — 2, 1 
y 4. Como un ejemplo del método a seguir para obtener el signo de y para 
valores de * comprendidos entre las intersecciones, lo determinaremos para valo¬ 
res de * comprendidos entre — 2 y 1. Sea * = — 1, un valor comprendido 
entre —2 y 1. Para este valor de *, los signos de los factores del segundo 
miembro de la ecuación (3) son -f, + y —, respectivamente; por tanto, su 
producto y es negativo, lo que índica que la curva está abajo del eje X para 
valores de * comprendidos entre —2 y 1. Análogamente, podemos demostrar 
que entre las intersecciones 1 y 4 la curva también está abajo del eje X. El 


- 3 

- 1 
0 
2 
3 
5 


I 12 
-20 
- 8 
- 8 
-20 
112 



mismo procedimiento se sigue para valores no comprendidos entre los intervalos 
pero incluidos por las intersecciones. Así, para x < - 2, y para x > 4, la 
ecuación (3) muestra que y es positiva; luego, en estas regiones, la curva está 
sobre el eje X. 

Después de hacer esta investigación preliminar, conviene, generalmente, 
obtener las coordenadas de algunos puntos de la curva, con el fin de obtener una 
gráfica adecuada. Esto puede hacerse convenientemente utilizando los métodos 
estudiados en Algebra para hallar el valor numérico de un polinomio. La grá¬ 
fica de la ecuación (2) aparece en la figura 135. 

NOTA. Como los coeficientes de la ecuación (1) son reales, cualesquiera 
raíces complejas de f (*) = 0 deben ocurrir en pares conjugados; entonces no hay 
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intersecciones correspondientes con el eje X. Pero para cada raíz real diferente, 
y para cada grupo de un número impar de raíces reales repetidas, el lugar geo¬ 
métrico corta al eje X. También para cada grupo de un número par de taíces 
reales iguales, cada una igual a, digamos a, la cutva no corta al eje X, pero es 
tangente a él en el punto (a, 0) ; esto está ilustrado en la curva de la figura 135. 

b) Curvas potenciales. La ecuación 

y = ax n , a 0, (4) 

en donde n es una constante arbitraria o parámetro, representa una 
familia de curvas llamadas curvas potenciales. En particular, si n es 
positivo, se dice que las curvas de la familia (4) son del tipo parabó- 



Fig. 136 

lico; y si n es negativo, se dice que son del tipo hiperbólico. Así, 
si n= 2, la ecuación (4) representa una parábola, y sin = —1, 
representa una hipérbola equilátera. 

Hemos considerado ya algunos casos especiales de la familia (4). 
Así, para n = 0 y 1, tenemos líneas rectas; para n = 2, una pará¬ 
bola ; para n = 34 > una rama de una parábola; para n — 3, la pa¬ 
rábola cúbica ; para n = %, una parábola semicúbica , y para n =• %, 
una rama de una parábola semicúbica. Algunas de estas curvas del 
tipo parabólico se han trazado en la figura 136 (a), en donde a se tomi 
igual a la unidad. Otras, del tipo hiperbólico, aparecen en la figu¬ 
ra 136(6), en donde a se toma también igual a la unidad. 

Las curvas potenciales tienen origen diverso. Por ejemplo, en la 
teoría de los gases, tenemos las curvas representadas por la ecuación 

pv n = k, 


Lohmanni — 19. 
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en donde p es la presión y v es el volumen de un gas, y n y k son 
constantes. En particular , si n = 1, tenemos la relación conocida 
como ley de Boyle. 

c) Curva de Agnesi. Entre las curvas algebraicas de interés his¬ 
tórico está la curva de Agnesi o la bruja. Esta curva es el lugar 
geométrico de un punto P obtenido como sigue. Sea O A (fig. 137) 
un diámetro de un círculo y í su tangente en A. Desde O tracemos 
una recta cualquiera l y sean B y C sus puntos de intersección con 
la circunferencia y la recta t. Por B tracemos una recta perpendicular 
a OA y por C tracemos otra recta paralela a O A ; sea P el punto de 



intersección de estas dos rectas. La curva de Agnesi es el lugar geomé¬ 
trico que describe el punto P a medida que l gira en tomo de O. 

Para obtener la ecuación de la curva de Agnesi, tomemos el punto 
O como origen y el diámetro O A a lo largo del eje Y. La construc¬ 
ción del punto P(x, y) es como aparece en la figura 137 . Sean D y E 
los pies de las perpendiculares trazadas de B a OA y de C al eje X, 
respectivamente. Sea 6 el ángulo que l forma con la parte positiva 
del eje X. Como 6 varía a medida que l gira alrededor de O, lo 
emplearemos como parámetro. Tracemos la recta AB. Se verifica : 
ángulo DBO = ángulo DAB = 6. Sea o el radio del círculo. Las 
coordenadas del punto P(x, y), serán: 

x = OE «=* AC = OA ctg 0 = 2a ctg 0 , 

y = EP = OD = OB sen 0 = OA sen 1 0 =* 2a sen 2 0. 

El estudiante debe demostrar que la ecuación rectangular de la curva 
de Agnesi , obtenida a partir de estas ecuaciones paramétricas, es 

8a s 
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La ecuación (5) nos dice que la curva es simétrica con respecto al 
eje Y y asintótica al eje X. El estudio completo de la curva se deja 
como ejercicio al estudiante. 

99. Tres famosos problemas de la antigüedad. Tres problemas 
geométricos se hicieron famosos por los vanos esfuerzos que hicieron los 
antiguos matemáticos griegos para resolverlos utilizando solamente la 
regla y el compás. Estos problemas son 

a) La duplicación del cubo. 

b) La trisección de un ángulo arbitrario. 

c) La cuadratura del circulo. 

Modernamente se ha demostrado que la solución de cualquiera de 
estos problemas es imposible por medio de la regla y el compás sola¬ 
mente . Dedicaremos este artículo a un breve estudio de cada uno de 
estos célebres problemas, ligados a curvas también famosas. 

a) Duplicación del cubo. Este 
problema significa la obtención de la 
arista-de un cubo cuyo volumen sea 
igual al doble del volumen de un cubo 
dado. Demostraremos en seguida que 
este problema puede resolverse por 
medio de la curva llamada cisoide de 
Diocles. 

Sea C el centro y O A — 2a (figu¬ 
ra 138) el diámetro fijo del círculo 
generador de la cisoide. Con estos 
datos y los ejes indicados en la figura 
la ecuación rectangular de la curva es 



_ Fig. 138 

Tracemos CD = 2a perpendicular al 

eje X, y sea E el punto de intersección de DA con la cisoide. Tra¬ 
cemos FE , la ordenada de E. De los triángulos semejantes DCA y 
EFA , tenemos 

FA = CJ = _o_ 

FE CD 2a ’ 



o sea, 


FA = UFE. 


(2) 
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Por ser el punto E de la cisoide , tenemos, según la ecuación (1), 


w?-m, 

FA 

y sustituyendo el valor de FA dado en la ecuación (2), resulta 


FE 

de doDde, ÉJ? - 20F 3 . (3) 

Sea b la arista de un cubo dado cualquiera. Construyamos un 
segmento de longitud c tal que 

JL ~ FE 
b OF ' 

Entonces, de la ecuación (3) tenemos 

c 3 FE 3 

b 3 = 


OF 


l 


de donde , c 3 = 2b 3 . 

Es decir, c es la arista de un cubo cuyo volumen es el doble del 
volumen del cubo dado de arista b. 

b) Trisección de un ángulo arbitrario. Si bien es posible, por 

medio de la regla y el compás sola¬ 
mente , trisecar unos cuantos ángulos 
particulares, por ejemplo, un ángu¬ 
lo recto, no es posible hacerlo si se 
trata de un ángulo cualquiera. La 
trisección de cualquier ángulo puede 
efectuarse, sin embargo, por medio 
de la concoide de Nicomedes, como 
demostraremos ahora. 

Sea AOC (fig. 139) el ángulo que 
va a trisecarse. Por D , un punto 
cualquiera sobre el lado OC, tracemos 
la recta l perpendicular al lado O A y 
sea E su punto de intersección. So¬ 
bre OA tomemos el punto F tal que 
EF = 2 OD. 

Sea 0 el punto fijo y l la recta fija de una concoide construida 
como sigue (véase el ejercicio 22 del grupo 41, Art. 88). Por O 
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tracemos ana recta cualquiera V y sea B el punto en que corta a l. 
Sean P y P 1 dos puntos sobre V a derecha e izquierda de B, res¬ 
pectivamente , y tales que | BP \ — | BP' | = b , una constante, para 
cualquier posición de P, Se llama concoide el lugar geométrico des- 
crito por P y P' , Por este método, construyamos la concoide para 
la cual b = \ EP\. Por D tracemos una recta paralela a O A y sea 
G su punto de intersección con la concoide. Tracemos OG y sea H 
su intersección con l. Entonces 

Angulo AOG = V¿ ángulo AOC. 

La demostración de esta construcción es la siguiente : Tracemos DM 
siendo M el punto medio de HG. De la construcción de la concoide, 

JTfí = E~F = 20D. 

Como M es el punto medio de la hipotenusa del triángulo rectán¬ 
gulo GHD es equidistante de los tres vértices, y 

DM = MG = Y 2 HG = OD. 


Por tanto , tenemos dos triángulos isósceles, ODM y DMG , tales que 
ángulo MOD = ángulo OMD , 


y 


ángulo MDG = ángulo MGD. 

Llamemos <t> y 6 , respectivamente, a estos ángulos. El ángulo 4> 
es un ángulo exterior del triángulo DMG ; por tanto , 


<*> = 2 6 . 


Como DG es paralela a O A , tenemos 

ángulo AOG = ángulo MGD = 6. 

Por tanto , finalmente , 

ángulo AOC = 0 + 0 = 30=3 ángulo AOG , 

y la construcción está demostrada. 

c) Cuadratura del círculo. Este problema consiste en la cons¬ 
trucción de un cuadrado cuya área sea igual a la de un círculo dado. 
Se le conoce también como el problema de 11 cuadrar el círculo ’'. El 
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lector comprenderá que la solución de este problema requiere la deter¬ 
minación de :t, la razón de la circunferencia a su diámetro. En 
Matemáticas superiores se demuestra que no solamente es imposible 
resolver este problema por medio de la regla y el compás, sino que la 
solución no puede efectuarse por medio de ninguna curva algebraica 
cuya ecuación tenga coeficientes racionales. 


EJERCICIOS. Grupo 45 


En cada uno de los ejercicios 1-3 construir la curva correspondiente a la 
ecuación que se da. 

1. y - x* - 2x 2 - x + 2. 

2. y = 2x* - 11* : < + 20* 2 - 12*. 

3. y “ x l — 5x i — bx- 1 -(- 38** — 43* + 15. 


4. Si la función polinomia general f (x) , igualada a cero, tiene por raíces 
los números complejos conjugados c + bi ya — bi, en que a y b son reales. 


b 0. y i = y/ — 1 demuéstrese que / (*) tiene un factor cuadrático posi¬ 
tivo para todos los valores reales de * y, por tanto, que no hay ningún punto 
de intersección de la curva y = f (x) con el eje X. 

5. Si la función polinomia general f (*) , igualada a cero, tiene raices 
reales de orden impar, iguales cada una a a, demuéstrese que la curva y = f (*) 
corta al eje X en el punto (a, 0) . 

6. Si la función polinomia general f (*) , igualada a cero, tiene raíces 
reales de orden par, iguales cada una a a, demuéstrese que la curva y = f (*) es 
tangente al eje X en el punto (a, 0) . 

7. Para las curvas potenciales (/ = *“, demuéstrese: a) que todas las cur¬ 
vas del tipo parabólico pasan por el punto (1, 1) y el origen; b) que todas 
las curvas del tipo hiperbólico son asintóticas a los ejes coordenados. 

8. Dibújese la figura 136(a) del Artículo 98 a una escala más grande y 


agregúense las curvas correspondientes para n **—, 


4, 5. Com- 


1112 
4’ 3' 3’ 2 

párense los lugares geométricos obtenidos haciendo variar el valor de n. 

9. Dibújese la figura 136(5) del Artículo 98 a una escala más grande y 


agregúense las curvas correspondientes para n 


= -1, -1,-3, -4. Com- 
4 3 


párense los lugares geométricos obtenidos haciendo variar el valor de n, 

10. Dibújense varias de las curvas potenciales representadas por la ecuación 
* ■= ay n , y compárense con las curvas correspondientes de la familia y — ax n . 


En cada uno de los ejercicios 11-17, construir las curvas potenciales cuyas 
ecuaciones se dan. 


11. 


Sugestión. 

Trasládese el eje V. 

12. 

y -(x + l)*. 


15. 

y + 1 -(* — l)tf 

13. 

y - * 4 4- 1. 


16. 

V- 1 -(* + 1)%. 

14. 

y -2 -(*-3) 

4^ 

17. 

y - 3 - (x + 2) 
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18. A partir de sus ecuaciones paramétricas, obténgase la ecuación rectangu¬ 
lar de la curva de Agnesi dada por la ecuación (5) del Artículo 98. Efectuar una 
discusión completa de la curva. 


A 2 

19. Trazar la curva de Agnesi coya ecnación es y 3 = — 0 — . 

2a — x 

20. Empleando la construcción para la duplicación del cubo dada en el Ar¬ 


tículo 99, demuéstrese que sí en la figura 138 tomamos CD = na, podemos ob¬ 
tener la arista de un cubo cuyo volumen sea n veces el del cubo dado. 

21. Las parábolas y 2 = 2<nr y x 2 ” ay se cortan en el origen y en otro 
punto P. Considerando la abscisa del punto P, demostrar cómo el problema de 
la duplicación del cubo puede resolverse para un cubo dado de arista a. 

22. Trácese la curva cuya ecuación es x 3 + xy 3 — 3ax 2 + ay 3 *» 0. Esta 
curva se llama trisectriz de Maclaurin. Como su nombre lo indica puede usarse 
para trisecar un ángulo cualquiera. 

23. Trazar la curva cuya ecuación es x* + y* = a*. Esta curva se conoce 
con el nombre de cania de cuarto grado de Lame. 

24. En el mismo sistema de ejes coordenados dibujar las porciones de curvas 
de la familia de curvas x n + y n » 1, correspondientes al primer cuadrante cuan- 


1 2 

do a n se le asignan sucesivamente los valores y, 1, 2 y 4. Identificar 

cada lugar geométrico, y observar el efecto obtenido haciendo variar el va¬ 
lor de n. 


25. Trazar el lugar geométrico de x 3 + y 3 — 3axy — 0. Esta curva se llama 
hoja de Descartes. 

26. Trazar el lugar geométrico de (j- 2 + y 3 ) 3 — ax 1 y = 0. Esta curva se 
llama bifoliada. 

27. Trazar la cuva cuya ecuación es x 3 + xy 2 + ax 3 — ay 2 = 0. Su lugar 
geométrico es la estrofoide. 

28. Trazar el lugar geométrico de y‘ — lay 3 + a 3 x 3 = 0. 

29. Trazar el lugar geométrico de x’y 3 = a 3 (x 3 + y 2 ) . Esta curva se llama 
cruciforme. El lector debe notar que aunque el origen pertenece al lugar geomé¬ 
trico, ningún otro punto de la vecindad del origen está sobre la curva. Un pun¬ 
to, tal como el origen, se llama entonces un panto aislado. 

30. Trazar el lugar geométrico de x 3 y — a 3 x + b 2 y = 0. Esta curva se 
llama serpentina. 


100. La sinusoide. El lector ya está familiarizado con la función 
sen x desde su estudio de Trigonometría. Las propiedades de esta 
función pueden estudiarse convenientemente por medio de la ecuación 

y = sen x . (1) 

El lugar geométrico de la ecuación (1) se llama sinusoide. 

Las intersecciones de la curva (1) con el eje X son 0, ± tí , 
± 2n, y, en general, nn, en que n es un entero cualquiera. El único 
punto de intersección con el eje F es el origen. Como 

sen (— x) - — sen x = — y, 
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la curva es simétrica con respecto al origen. A la variable x pueden 
asignársele todos los valores reales ; la variable y puede tomar valores 
reales cualesquiera en el intervalo — 1 £ y £ 1. Por tanto , el lugar 
geométrico se extiende indefinidamente hacia la derecha y hacia la 
izquierda del eje Y entre las rectas y= ±1. La curva no tiene 
asíntotas. Las coordenadas de un número suficiente de puntos pueden 
obtenerse de la tabla del Apéndice IC, 5, junta con las fórmulas de 
reducción dadas en el Apéndice IC, 3. Una parte del lugar geomé¬ 
trico aparece en la figura 140. El estudiante debe notar que las absci¬ 
sas son números que representan la medida en radianes del ángulo. 

y 



Observamos que el lugar geométrico se repite idéntico para cada 
cambio de 2 ji radianes en el valor de x ; se dice que tal curva es 
periódica. Más generalmente , si una función f(x) tiene la propiedad 
de que 

/(*) “/(* + P), (2) 

en que p es una constante diferente de cero, entonces se dice que / (x) 
es una función periódica , y al valor mínimo positivo de p tal que la 
relación (2) se verifique aún, se le llama período de/(x). Eviden¬ 
temente, como sen x = sen (x + 2n), la sinusoide (1) es periódica 
con período 2jz. Cualquier porción de la curva que corresponde a 
un cambio en x igual al período se llama ciclo de la curva. Así, en 
la figura 140, un ciclo es aquella porción de la curva comprendida 
entre el origen y el punto (2 jt , 0). También , la porción incluida entre 
dos intersecciones cualesquiera con el eje X se lama arco. El máximo 
de los valores absolutos de las ordenadas de una sinusoide se llama su 
amplitud; para la curva (1), la amplitud es la unidad. 

Veamos ahora cómo se obtiene el período y la amplitud de una 
sinusoide partiendo de la ecuación general 


y = a sen (kx + a), 


(3) 
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en donde a, k y a son constantes. La amplitud de la curva (3) es 
igual a | a |; por esto , la cantidad a se llama factor de amplitud. Un 
ciclo completo del lugar geométrico de la ecuación (3) se obtiene 
cuando el ángulo kx + a varía en 2 jt radianes. Como k ya son 
constantes, esta variación puede efectuarse solamente alterando el 
valor de x. Evidentemente, lo que tiene que variar x , digamos p , 
es el período de la curva (3). Para calcular el valor de p escribimos 


de donde, 

y 


k (x + p) + a — (kx + a) = 2jt, 

kp = 2jt, 



Vemos, por lo tanto, comparando los períodos de las curvas (1) y (3), 
que, mientras la curva (1) tiene un ciclo en el intervalo de 0 a 2jt, 
la curva (3) tiene k ciclos en el mismo intervalo. Por esto, a la 
constante k se le llama factor de periodicidad. 

El ángulo a en la ecuación (3) no afecta ni la amplitud ni el 
período de la sinusoide, pero afecta la posición de la curva con relación 
a los ejes coordenados. Esto puede verse escribiendo la ecuación (3) 
en la forma 


y 


= a sen k 



(4) 


y comparando su gráfica con la ecuación 

y = a sen kx. (5) 


Los lugares geométricos de las ecuaciones (4) y (5) son idénticos en 
forma, pero si se trazan en el mismo sistema de ejes coordenados 
aparecen como curvas separadas para las cuales los puntos correspon¬ 
dientes tienen las mismas ordenadas pero sus abscisas difieren en una 

cantidad igual a Se dice entonces que la dos curvas están fuera 

de fase o defasadas, y al ángulo se le da por esto el nombre de 
ángulo de fase. 

Ejemplo. Trazar la sinusoide cuya ecuación es 

y -2 sen OÁ x + 1) . (6) 

y determinar su amplitud, período y ángulo de fase. 
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Solución. La amplitud es igual, evidentemente, a 2. Como el factor de 

periodicidad es ¡4 , el período es igual a = 4rc, y el á n g u 1 o de fase es 

72 

igual a -1—, o sea, 2 radianes. El estudiante debe notar, en especial, que el 

Yi 

número 1 que aparece en el ángulo de la ecuación (6) representa un radián y no 
un grado. 

Para trazar el lugar geométrico de la ecuación (6) , es conveniente trasladar 
primero el eje V. Para ello escribiremos la ecuación (6) en la forma 

y = 2 sen J4 (x + 2) , 

y haremos 

x + 2 = x'. 

De esta manera la ecuación transformada es 

y = 2 sen Vi x' . (7) 

Como x = x' — 2, el nuevo origen O' es el punto (— 2, 0), La gráfica de la 
ecuación (7) puede trazarse entonces con relación a los ejes X y Y' como 


Y’ Y 



se explicó para la gráfica (fig. 140) de la ecuación (1). Una parte de la curva 
resultante se ha representado en la figura 141 ; por supuesto, que esta gráfica es 
también el lugar geométrico de la ecuación (6) con relación a los ejes X y Y. 
La escala señalada encima del eje X es con relación al eje Y' y se emplea al tra¬ 
zar la gráfica de la ecuación (7) ; la escala inferior es con relación al eje Y y se 
emplea para leer las coordenadas de los puntos que están sobre la gráfica de la 
ecuación (6) . Se puede obtener una comprobación parcial de la exactitud de 
la gráfica de la ecuación (6) determinando sus intersecciones con los ejes coor¬ 
denados. 

101. Otras curvas trigonométricas. Las cinco restantes funciones 
trigonométricas pueden estudiarse por medio de sus gráficas , cada una 
de las cuales recibe un nombre en relación con la función trigonométrica 
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correspondiente. Así, la función trigonométrica eos x se estudia por 
medio de la ecuación 

y = eos x , (1) 

cuya gráfica se llama la cosinusoide . Como eos x = sen (f+- 
la cosinusoide puede trazarse por medio de la sinusoide 

y ~ sen ^x + ~ 

La curva de la figura 142, difiere de la correspondiente a y = sen x 





Fig. 142 


de la figura 140 solamente por tener al eje Y desplazado unidades 

A' 

hacia la derecha. Como eos (—x) = eos x, la curva es simétrica con 
respecto al eje Y. La amplitud es la unidad, y como eos x = eos (x + 2a) 
el período es igual a 2a. El resto de la discusión de la curva se deja 
como ejercicio al estudiante. 

La gráfica de la ecuación 

y = tgx (2) 

se llama tangentoide. Como tg x = tg (x + a), la curva es periódica 
y su período es igual a a. La gráfica [fig. 143 (a) J se compone de 
un número infinito de ramas diferentes que tienen por asíntotas las 



(o) (b) 


Fig. 143 
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rectas x = — n , en donde n es un entero impar. El resto de la dis- 

¿i 

cusión de la tangentoide se deja como ejercicio al estudiante. También 
debe desarrollar una discusión completa de la cotangentoide , 

y = ctg x, (3) 

cuya gráfica está construida en la figura 143 ( b ). 

La gráfica de la secantoide, 

y = sec x, (4) 

está trazada en la figura 144 (a). La gráfica de la cosecar.toide, 

y >= esc x , (5) 

se ha construido en la figura 144(6). Ambas curvas, la secantoide y 


— 3Jr 


w 


2 

n 


-i !? ^ 

m 


u 

2 


(a) 


Y 



Fig. 144 


la cosecantoide son periódicas, siendo el período de cada una igual 
a 2jt. La discusión de estas curvas se deja como ejercicio al estu¬ 
diante . 

102. Gráficas de las funciones trigonométricas inversas. La fun ¬ 
ción are sen x puede estudiarse por medio de la ecuación 

y = are sen x, (1) 

la cual significa que y es el arco cuyo seno es i. La ecuación (11 se 
escribe frecuentemente en la forma 

y — sen ~ 1 x, 


pero nosotros emplearemos la notación de la ecuación (1). La relación 
expresada por la ecuación (1) puede obtenerse a partir de la ecuación 

(2) 


x = sen y 
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despejando y en función de x. Por tanto , la relación (1) es inversa 
de la relación (2); consecuentemente, la función are sen x se lla¬ 
ma función inversa del seno, y la gráfica de la ecuación (1) se llama 
curva seno inversa. 

Como la ecuación (1) se deduce de la ecuación (2), la gráfica de 
la ecuación (1) puede obtenerse partiendo de la ecuación (2) por el 
método estudiado en el Artículo 100. Parte de la gráfica se ha trazado 
en la figura 145(a). La discusión completa de la curva se deja como 
ejercicio al estudiante, pero llamaremos la atención sobre un hecho 



importante : En el caso de la sinusoide , y = sen x, para cada valor 
asignado a x, se obtiene uno y solamente un valor de y. Decimos 
entonces que y es una función uniforme de x. En cambio, en el caso 
de la curva seno inversa (1), para cada valor que se le asigna a x, 
se obtiene un número infinito de valores para y. Así> si se le asigna 
a x el valor x /¿ , y puede tener uno cualquiera de los valores 

+ 2nn ó ^ + 2nn , 

6 b 

siendo n un número en tero cualquiera. De acuerdo con esto , se dice 
entonces que y es una función multiforme de x. Para ciertos estudios 
se hace necesario restringir los valores de y a un cierto intervalo con 
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el fin de convertir a esta función en uniforme. Para la función 
are sen x , este intervalo es 

— Y £arc sen x < ~ , (3) 

y estos valores se llaman los valores principales del are sen x. El 
estudiante debe observar que , dentro del intervalo (3), la variable x 
puede tomar todos los valores desde — 1 a + 1, inclusive. Aquella 
porción de la curva seno inversa (1) incluida en el intervalo (3) se 
llama rama principal de la curva; esta curva es la trazada con una 
línea más gruesa en la figura 145 ( a). 

Para la curva coseno inversa cuya ecuación es 

y = are eos x, (4) 

la variación de los valores principales está dada por el intervalo 

0 < are eos x <x. (5) 

La rama principal de esta curva es la trazada en línea gruesa en la 
figura 145(6). 

Para la curva tangente inversa cuya ecuación es 

y = are tg x, 

la variación de los valores principales es 

— — < are tg x < —. 

La rama principal de esta curva aparece en línea gruesa en la figu¬ 
ra 145( c ). 

Para la curva cotangente inversa , y = are ctg x, la curva secante 
inversa, y — are sec x, y la curva cosecante inversa, y *« are esc x, 
los valores principales están dados por los intervalos 

0 < are ctg x < -x , 

— Jt £ are sec x < — —, 

0 £ are sec x < , 

— x < are esc x^. —^ > 

0 < are esc x < ~. 
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EJERCICIOS. Grupo 46 

1. Mostrar gráficamente la amplitud de una sinusoide trazando en el mis¬ 
mo sistema de ejes coordenados, las curvas 

y = sen x, y = 3 sen x y y — Vi sen x. 

2. Mostrar el efecto del período en ana sinusoide trazando, en el mismo 
sistema de ejes coordenados, las curvas 

y = sen x, y = sen 2x y y = sen í-, 

3. Mostrar el efecto del ángulo de fase en la sinusoide trazando, en el mis¬ 
mo sistema de ejes coordenados, las curvas 



y = sen 2x, y = sen (2.x + 60°) 

y 

y = sen (2x — 60°) . 

En cada uno de los ejercicios 4-15, trácese 

la curva cuya ecuación se 

Determinense también su amplitud, periodc 

i y ; 

ángulo de fase. 

4. 

y = 2 sen 3x. 

10. 

y + 1 = sen (x — 1) . 

5. 

y = sen ií*. 

11. 

y ~ 3 = Vi sen (x + 2). 


2 

12. 

x = sen 2y. 

6. 

y — 4 sen 2nx. 





13. 

x = - 2 sen i. 

7. 

y = Vi sen (x + 2). 


2 

8. 

y - 4 sen + 1^. 

14. 


9. 

y = — 2 sen (2* + n) . 

15. 

x + 3 = 3 sen (2 y + 4) . 

16. Dar una discusión completa de la curva 

y = eos x . 


17. Dar una discusión completa de las curvas y = tg x y y = ctg x. 

18. Dar una discusión completa de las curvas y = sec x y y - esc x. 

19. Dar una discusión completa de la curva y = a eos (hx + a) , en que 

a. k y a son constantes. 

20. Construir la gráfica de la ecuación y = ctg x a partir de la gráfica de 

</ = tg(f-*). 

En cada uno de los ejercicios 21-28, trácese la curva cuya ecuación se da. 


21. 

y = 

cos|. 

25. 

y 

= C“f 

22. 

y = 

tg 2x. 

26. 

X 

= 2 eos 3y. 

23. 

y = 

“g f 

27. 

X 

kH 

w 

rs 

II 

24. 

y = 

sec 3x. 

28. 

y 

✓- V 

c* 

1 

* 

V3 

O 

o 

<*"» 

U 

1 


29. Dar una discusión completa de la curva seno inversa y — are sen x y de 
la curva coseno inversa y = are eos x. 

30. Dar una discusión completa de la curva tangente inversa y = are tg x 
y de la curva cotangente inversa y = are ctg x. 
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31. Dar una discusión completa de la curva secante inversa y = are sec x y 
de la curva cosecante inversa y = are esc x. 

En cada uno de los ejercicios 32-35, trácese la cuva cuya ecuación se da. 

32. y = are sen (jc — 1) . 34. y = 3 are tg A-. 

33. y — 2 are eos 2x. 35. x = 2 are eos (2 — y) . 

103. Curva logarítmica. La función logarítmica puede estudiarse 
por medio de la ecuación 

y = loga x, a > 0, a 1, (1) 

cuya gráfica se llama curva logarítmica . El número positivo a es una 
constante llamada base y cuyos valores se discutirán más tarde. Por la 
definición de logaritmo (Apéndice IB , 4), la ecuación (1) puede 
escribirse en la forma equivalente, 

x = a v . (2) 

La expresión a v , llamada función exponencial , es , evidentemente, la 
inversa de la función logarítmica. La función exponencial y su gráfica , 
la curva exponencial, se estudiarán en el artículo siguiente. 

Trazaremos primero la curva logarítmica (1). Para x — 1, y — 0 ; 
para x = 0, log Q x , o sea y , no está definido. Por tanto , la única 
intersección con los ejes coordenados está dada por el punto (1,0). 
Evidentemente no hay simetría con respecto a ninguno de los ejes 
coordenados o al origen. Como los logaritmos de los números negati¬ 
vos son complejos, no se le pueden asignar a la variable x valores 
negativos; según esto, no hay curva a la izquierda del eje Y. Si la 
base a es mayor que la unidad, de la ecuación (2) se sigue que y 
aumenta de valor a medida que x lo hace; también, para x > 1, 
y es positiva, de manera que la curva se extiende indefinidamente 
hacia la derecha y hacia arriba del eje X. Para valores de z com¬ 
prendidos en el intervalo 0 < * < 1, y es negativa. A medida que 
x tiende a cero, y aumenta numéricamente sin límite en la dirección 
negativa ; por tanto , la parte negativa del eje Y es una asíntota de la 
curva. 

La discusión precedente da la localización general de la curva en el 
plano coordenado , para a > 1. La determinación de las coordenadas 
de los puntos de la curva depende, sin embargo , del valor asignado a 
la base a . Hay dos bases de uso corriente, la base común 10 , para 
los cálculos numéricos ordinarios, y la base neperiana e, igual a 
2,71828 , aproximadamente , empleada casi exclusivamente en Mate¬ 
máticas avanzadas. Para la base 10, las coordenadas de los puntos 
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de la curva (1) pueden obtenerse en una tabla de logaritmos comu¬ 
nes , tal como la Tabla A del Apéndice II; la gráfica correspondiente 
es la trazada en la figura 146. Las tablas de logaritmos de base e , 
llamados logaritmos naturales o neperianos , también pueden usarse. 
La relación entre los logaritmos comunes y los logaritmos naturales 
puede obtenerse por medio de la fórmula dada en el Apéndice IB, 4, 
según la cual 


log f x 


loglO X 
logio e 


logiox 
0 ,43429 


= 2,3026 logio x. 


Por tanto, la gráfica de la ecuación (1) cuando a = e puede obte¬ 
nerse a partir de la gráfica para a = 10 multiplicando todas las orde¬ 
nadas de la curva de la figura 146 por 2,3026. 


Y 



Fig. 146 



Ejemplo. Tra 2 ar la curva logarítmica cuya ecuación es 

y = 2 logio 2 V x — 1 . (3) 

Solución. Por supuesto que se puede trazar la gráfica directamente partien¬ 
do de la ecuación ( 3 ) . Pero podemos simplificar el procedimiento usando los 
teoremas sobre logaritmos dados en el Apéndice IB, 4, y escribiendo entonces la 
ecuación en la forma 

y - logio 4 + logioíx - 1) . 

Si pasamos logio 4 al primer miembro, y hacemos 

x' = x — l. y' = y — logio 4, 
la ecuación toma la forma 

y' = logio x'. (4) 

La gráfica de la ecuación (4) puede trazarse ahora tal como se trazó la de la 
ecuación (1) anterior. La curva (fig. 147) se traza partiendo de la ecuación (4) 
:on referencia a los nuevos ejes X' y Y' obtenidos trasladando los ejes origí¬ 
nales al nuevo origen 0'(1, logio4). 


F.’.hmunM* — 20. 
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104. Curva exponencial. La función exponencial puede estudiarse 
por medio de la ecuación 

y = a*, a > 0, a i , (1) 

cuya gráfica se llama curva exponencial. Se hizo notar en el artículo 
precedente que las funciones exponencial y logarítmica son inversas 
entre sí, ya que la ecuación (1) puede escribirse en la forma equiva¬ 
lente 

x = log a y. (2) 

Es evidente, por la ecuación (2), que la curva exponencial (1) 
puede trazarse tai como se trazó la curva logarítmica 

y = loga x , n>0, o^l. (3) 

En suma, para el mismo valor de a, las dos curvas (1) y (3) son 
idénticas en su forma ; difieren solamente en sus posiciones con relación 

a los ejes coordenados. En la figu¬ 
ra 148 se han trazado varias curvas 
exponenciales para diversos valores 
de a, incluyendo el caso importante 
en que a = e, la, base de los logarit¬ 
mos neperianos. Todas estas curvas 
pasan por el punto (0,1) y son 
asintóticas al eje X. 

La función exponencial es de una 
gran importancia en las Matemáticas 
avanzadas y sus aplicaciones. Se pre¬ 
senta en las expresiones matemáticas 
de una gran variedad de fenómenos 
físicos. Aparece frecuentemente en la 
forma 

Fig. 148 y = ce kx , (4) 

en que c y k son constantes diferentes de cero y e es la base neperiana. 
Para tener una idea de lo mucho que se presenta la función exponencial 
en la práctica , basta considerar que aparece en la representación ana¬ 
lítica de tan variados fenómenos como son el crecimiento de las bacte¬ 
rias, la descomposición del radio y la ley de Newton del enfriamiento. 
Se presenta también en la fórmula empleada para la determinación del 
interés continuo , y por esta razón se le menciona a veces como la ley 
del interés compuesto. En los ejercicios 22-28 del grupo 47 aparecen 
varias aplicaciones de la función exponencial; además se dan algunas 
ilustraciones más en el siguiente artículo. 
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La función exponencial aparece también en la ecuación 

2/ = ~e' w * s , (5) 

V Jl 

en donde h es una constante arbitraria. La gráfica de esta ecuación 
se llama curva de probabilidad o curva de error . Es de importancia 
fundamental en la teoría de la probabilidad y sus aplicaciones. En el 
ejemplo siguiente se considera un tipo sencillo de curva de probabi¬ 
lidad ; sirve para que se vea la forma general de tales curvas. 

Como la función exponencial e x ocurre tan frecuentemente en las 
aplicaciones, se han construido tablas de valores de e* y e~ x para 
facilitar los cálculos numéricos. Una pequeña tabla de tales valores es 
la Tabla C en el Apéndice II. 

Ejemplo. Trazar la curva de probabilidad cuya ecuación es 

y = e _lí . (6) 

Solución. Como y es diferente de cero para todos los valores de x, no hay 
intersección alguna con el eje X. Para x = 0. y = 1; por tanto, la intersección 
con el eje Y está dada por el punto (0, 1). La curva es pues, evidentemente. 


Y 



simétrica con respecto al eje Y. Como x puede tomar todos los valores reales, 
la curva se extiende indefinidamente hacia la derecha e izquierda del eje y. 
También, como y es positiva para todos los valores de x. la curva está en sn 
totalidad arriba del eje X. Si escribimos la ecuación (6) en la forma 


y = 


1 

e x3 


(7) 


vemos, por ser e > 1, que, a medida que x aumenta de valor sin límite en la 
dirección positiva o en la negativa, y tiende a cero. Por tanto, el eje X es una 
asíntota. La ecuación (7) nos dice también que y alcanza su valor máximo 
cuando el valor de e*’ es mínimo, y esto ocurre cuando x — 0. Por tanto, el 
valor máximo de y es 1, y (0, 1) es un punto máximo de la curva. Las coor¬ 
denadas de algunos puntos del lugat geométrico pueden obtenerse por medio de 
la Tabla C del Apéndice II. La gráfica es la representada en la figura 149. 
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EJERCICIOS. Grupo 47 


En cada uno de los ejercicios 1-12, construir la curva logarítmica cuya ecua- 

= logioV x. 


ción se 

da. 



1 . 

y = 

log e x. 

7. 

2. 

y = 

logio(jr — 2) . 

8. 

3. 

y - 

- logio X. 

9. 

4 . 

y - 

l°gio(— x) . 

10. 

6. 

y “ 

3 ¡og,(x+ 1). 

11. 

©. 

v - 

logio X 2 . 

12. 

13. 

Discutir la curva logarítmica 

y - loga x 


y = loge V x + 1 . 
x - loga (¡/ + 4) . 
y — 2 = 2 loge \/ x 
y = loge sen x. 
y - logr eos x. 


gida a tomar valores comprendidos dentro del intervalo 0 < a < 1. 

14. En el mismo sistema de ejes coordenados, trazar las curvas y — loga x 

cuando se le asignan a la base a los valores -i-, -i-, i, 2, 3 y 4. Compárense 


las curvas obtenidas haciendo variar el valor de a. 

15. Explicar por qué en las ecuaciones de las curvas exponencial y logarít¬ 
mica la constante a está restringida a tomar valores positivos diferentes de la 
unidad. 


En cada uno de los ejercicios 16-21, trazar la curva exponencial cuya ecua 


ción se da. 



16. 

y - 2(H)*. 

19. 

'i 

y - 3e " . 

17. 

y ™ 4e I_l . 

20. 

y+ 1 - 2 X+1 . 

18. 

x - 3«. 

21. 

y - 2 - 3e r ~ 2 . 

22. 

Al final de n años, 

el monto C producid 

o por un capital c al r por 


ciento de interés compuesto anual está dada por la fórmula 

C - c<1 + O". 

Trazar la gráfica de esta ecuación cuando c “ 100 y r = 0,04, siendo C y n 
las variables. 

23 v . La presión P de la atmósfera a una altura h está dada, aproximada¬ 
mente, por la fórmula 

P - Poe~ kh , 

en la que P<¡ es la presión al nivel del mar y k es una constante. Trazar la grá¬ 
fica de esta ecuación cuando Po — 76 y k = 0,13, siendo P y h las variables, 
24. Si To es el exceso inicial de la temperatura de un cuerpo sobre la tempe¬ 
ratura de los cuerpos que le rodean, entonces el exceso de temperatura T después 
de un lapso de tiempo t está dado, aproximadamente, para valores pequeños 
de T, por la fórmula conocida como ley de Newton del enfiiamiento: 

T = Toe~ H , 

en la que k es una constante. Trazar la gráfica de esta ecuación cuando To = 100 
y h = 0,4 siendo T y f las variables. 
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25. Si Ao es la cantidad original de radio qne contiene una muestra, la 
cantidad A no descompuesta después de un lapso de tiempo t está dada por 
la fórmula 

A = A 0 e~ kt , 

siendo k una constante. Trazar la gráfica de esta ecuación cu.ndo Ao = 1 y 
k = 0.0004, siendo A y f las variables. 

26. Si lo es la intensidad inicial de una corriente telefónica, entonces su 
intensidad / después de un lapso de tiempo t está dada, bajo ciertas condiciones, 
por la fórmula 

/ = Ioe~ kt , 

en que h es una constante. Trazar la gráfica de esta ecuación cuando / 0 “ 0,2 
y k = 0.01. siendo I y t las variables. 

27. Si T y T 0 representan las fuerzas de tensión que actúan sobre los 
lados útil y libre, respectivamente, de una banda transmisora de energía, 
entonces 

T = T 0 e w , 


en donde k es una constante. Trazar la gráfica de esta ecuación cuando T o 3 100 
y h = 0,5 siendo T y 9 las variables. 

28. Si la carga inicial de un condensador es Qo, la carga Q después de un 
lapso de tiempo t está dada, bajo ciertas condiciones, por la fórmula 

Q - Q 0 e~ tí , 

en donde k es una constante. Trazar la gráfica de esta ecuación cuando Qo - 10 
y k = 0,01 siendo Q y t las variables. 

En cada uno de los ejercicios 29 y 30, trácense las gráficas de las curvas dadas 
por sus ecuaciones paramétricas. 

29. x “ sen í, y = e l . 30. x " 2 + r, y = logio t. 

105. Curvas compuestas. Si la ecuación de una curva es tal que 
puede considerarse como una combinación de las ecuaciones de dos o 
más curvas simples , diremos que su gráfica es una curva compuesta . 
Por ejemplo , la gráfica de la ecuación 

y = x — eos x 

es una curva compuesta, ya que puede obtenerse como una combina¬ 
ción de la recta y = x y de la cosinusoide y = eos *. Ilustraremos el 
procedimiento a seguir para la construcción de la curva en el siguiente 
ejemplo. El método se conoce con el nombre de adición de ordenadas. 

Ejemplo 1. Trazar la curva compuesta cuya ecuación es 


y = x — eos x. 


( 1 ) 
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Solución. Podemos, por supuesto, trazar la curva calculando directamente 
las coordenadas de varios puntos a partir de la ecuación (1). Pero podemos 
también considerar la recta 

y - x (2) 

y la curva 

y = — eos x. (3) 

Por métodos estudiados anteriormente, las gráficas de las ecuaciones (2) y (3) 
pueden trazarse rápida y fácilmente. Son las líneas punteadas de la figura 1 50- 
Para un valor particular de x, digamos x\, sean yi y y t , respectivamente, las 
ordenadas correspondientes sobre las curvas ( 2 ) y (3). Entonces la ordenada 



Fig. 150 


de la curva (1) correspondiente a este valor x = xi puede obtenerse tomando la 
suma algebraica de las ordenadas yi y yi. Por este método, se pueden deter¬ 
minar gráficamente puntos del lugar geométrico de la ecuación (1) a partir de las 
gráficas de las ecuaciones (2) y (3) como se hizo para el punto P i. La curva 
resultante, correspondiente a la ecuación (1), aparece en la figura 150 en línea 
gruesa. 

Las gráficas de las funciones hiperbólicas son ejemplos de curvas 
compuestas. El seno hiperbólico de x, que se escribe senh x, se define 

por la fórmula 

, e x — e~ x 
senh x =---, 


y el coseno hiperbólico de x por 


cosh x — 


? + e~ x 


2 
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Las restantes funciones hiperbólicas, tangente, cotangente, secante 
y cosecante hiperbólicas de x, se definen de la misma manera que las 
funciones trigonométricas correspondientes. Esto nos da 


tgh x = 
sech x = 


senh x _ e? — e~ x 
cosh x e x + e~ x ’ 

1 _ 2 
cosh x e* + e~ x ’ 


ctgh x = 
csch x = 


1 _ e x + e~ x 

tgh x e* — e ~ x ’ 

1 _ 2 

senh x e 1 — e~ x 


En el siguiente ejemplo se ilustra una aplicación importante del cosh x. 

Ejemplo 2. Trazar la curva cuya ecuación es 

y - ±(e“ + e~*). a > 0. (4) 

Solución. La curva corta al eje Y solamente en el punto (0. o) . La curva 
es simétrica con respecto al eje Y■ Como e 1 es positiva para todos los valores 
de x, y es positiva para todos los valo¬ 
res de x. A medida que x tiende a infinito 
tomando valores positivos o negativos, 
y tiende a infinito positivamente. El va¬ 
lor mínimo de y es a. La curva se extiende 
indefinidamente a la derecha e izquierda 
del eje Y y hacia arriba de la recta y = a. 

No tiene asíntotas verticales ni horizonta¬ 
les. Para trazar la gráfica podemos tomar 
a igual a la unidad y usar entonces los va¬ 
lores de e x y e~ x dados en la tabla C del 
Apéndice II. La gráfica puede también ob¬ 
tenerse partiendo de las curvas exponencia- 

X z_ 

les y=~e a y y=Y e ° P°r méto¬ 
do de adición de ordenadas. La gráfica 
aparece en línea gruesa en la figura 151; las curvas exponenciales están indicadas 
por líneas punteadas. 

Por la definición de cosh x dada arriba, la ecuación (4) puede escribirse en 
la forma 

y = a cosh —. 

a 

La curva se llama catenaria. Es la forma que toma un cable uniforme y flexible 
suspendido de dos puntos y colgando bajo su propio peso. 


Y 



Consideremos ahora una curva de importancia fundamental en la 
teoría de las vibraciones. Se llama curva de las vibraciones decrecientes, 
y su ecuación general es de la forma 

y = ae~ c2x sen (kx + a), 


(5) 
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siendo a, c, k y a constantes. Esta ecuación describe el movimien¬ 
to , bajo condiciones apropiadas, de un cuerpo vibratorio que está 
sujeto a una fuerza resistente. La variable y mide el desplazamiento 
del cuerpo desde su posición de equilibrio a cualquier tiempo medido 
por la variable x. Si no estuviera el factor e~'' 21 la ecuación (5) 
tomaría la forma 

y = a sen (kx + a), (6) 

que es la sinusoide estudiada en el Artículo 100, ecuación (3). La 
amplitud de la curva (6) es constante e igual a | a \. En la ecua¬ 
ción (5), en cambio, el factor e~ clx tiene el efecto de disminuir la 


Y 



amplitud o el desplazamiento del cuerpo desde su posición de equilibrio , 
a medida que x crece. Por esto e~ ri * se llama factor de crecimiento. 
La forma general de la gráfica de la ecuación (5) se ilustra para un 
caso sencillo en el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 3. Trazar la curva cuya ecuación es 

je 

y = le 5 sen x. (7) 

Solución. El trazado de esta curva es relativamente sencillo, pues el valor 
absoluto de sen jc nunca excede a la unidad. Por tanto, el valor de y no puede 

_£ X_ 

exceder nunca a 2e 5 ni ser menor que — 2e 5; en consecuencia, la curva 
(7) está en su totalidad dentro de las curvas 

X_ X 

y = 2e 5 y y =■ — le 5 , (8) 

que por esto han sido llamadas curcas circundantes de la curva representada por 
la ecuación (7). Empezaremos, por tanto, trazando primero las curvas circun¬ 
dantes (S) que son las líneas de trazos de la figura 152. La gráfica de la 
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ecuación (7) , trazada con línea gruesa en la figura 152, puede obtenerse ahora 
fácilmente considerando las variaciones de los valores de sen ar. Para valores 
de x = 0, it, 2 jt, ..., la curva (7) corta al eje X; para valores de 

n 5jt 9x 

x Y' l - ' 2. 

x 

corta a la curva circundante le 5. y para valores de 

3ji 7n 11ji 

' V “ 2 ’ 2 ’ 2. 

X 

corta a la otra curva circundante y = — 2e 5. 

Se pueden usar ventajosamente curvas circundantes para trazar 
gráficas cuyas ecuaciones sean de la forma 

y - / (x)-g(x), 

en que una de las funciones f (x) y g(x) sea una función seno o co¬ 
seno. Unos ejemplos de tales ecuaciones son y=x sen x y cosa;. 


EJERCICIOS. Grupo 48 

En cada uno de los ejercicios 1-10 construir la curva cuya ecuación se da. 


1. y = 2 jc — sen x. 


6. 

y = x* + sen x. 

2. y = 3ar + eos 7x. 


7. 

y = 3x + log 10 2x. 

3. y — 1 = x — sen 2jr. 


8. 

y = x 2 + logio x. 

4. x = y + eos 2y. 


9. 

y = loge x — sen x. 

5. x + I = 2y — 2 sen y. 


10. 

y = sen x + e*. 

En cada uno de los ejercicios 11-14, construir 
ción dada, por el método de adición de ordenadas, 
por medio de las relaciones trigonométricas dadas 

la curva, a partir de su ecua- 
Compruébense los resultados 
en el Apéndice IC, 9. 

11. y = 3 sen x + 4 eos x. 


13. 

y = 4 sen 3¿c — 3 eos 3*. 

12. y = sen 2x + eos 2x. 


14. 

y = 2 sen y+ 3 eos y. 

En cada uno de los ejercicios 
y determinar su periodo. 

15-18, 

construir 

la curva cuya ecuación se da. 

15. y = sen x + eos 2x. 


17. 

y = sen 2x + eos 3x. 

16. y = sen x + sen 2x. 


18. 

y = sen x + sen 2x + sen 3x. 


. . e T — e~ x 

19. Trazar la curva seno hiperbólico y — ---. 

20. Trazar la curva tangente hiperbólica y = --- 

e* + e~ x 
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21. En el mismo sistema de ejes coordenados, trácense las gráficas de la 

curva de Agnesi, y = -!-, la curva de probabilidad, y = e~ x2 , y la curva 

x a -p 1 
2 

secante hiperbólica, y =-Obsérvese la gran semejanza que tienen es- 

e x + e~ 1 

tas curvas entre si. 

22. Trazar la gráfica de la ecuación y — cosh x + senb x. Hallar la ecua¬ 
ción de la curva exponencial representada por esta ecuación. 

23. Trazar la curva seno hiperbólico inverso y = senb -1 x. 


En cada uno de los ejercicios 24- 

24. y = x sen x. 

25. y = x 2 eos x. 

26. y= Stnx . 

x 

27. y = 2e~ x sen 2 jc. 

28. y = 2e~ x eos —. 

2 

29. y — 1 = 2e~ x sen (2x + 4) . 


construir la curva cuya ecuación se da, 

30. y = sen 3 x. 

31. y = x sen 2 x. 

32. y = log i o 

x 

33. y = xe x . 

34. y = e x loge x. 

35. x — e~ v sen 2y. 
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CAPITULO XIII 


EL PUNTO EN EL ESPACIO 


106. Introducción. En la Geometría analítica plana solamente se 
consideran los puntos situados en un solo plano, el plano coordenado. 
Esta limitación no permite la investigación de las figuras generales en 
el espacio. Por esto , y con el fin de extender el método analítico al 
estudio de las figuras de tres dimensiones , quitamos la restricción im¬ 
puesta y consideramos que el punto puede ocupar cualquier posición en 
el espacio. 

Cuando un punto P está en un plano coordenado, su posición se 
fija con respecto a los elementos de referencia del plano. Si considera¬ 
mos ahora que el punto P puede ser un punto cualquiera del espacio , 
su posición puede determinarse por su distancia perpendicular, llamé¬ 
mosla z, al plano coordenado. Vemos, entonces, que para localizar 
la posición de un punto en el espacio se requiere otra dimensión z 
además de las dos dimensiones del sistema coordenado plano. En 
consecuencia , desde este punto de vista , un sistema coordenado en el 
espacio es un sistema tridimensional obtenido como una extensión del 
sistema bidimensional. También vemos que, cuando a z se le asigna 
el valor particular cero, el sistema tridimensional se reduce al bidi¬ 
mensional , por tanto, un sistema de coordenadas en el plano puede 
considerarse como un caso especial de un sistema de coordenadas en el 
espacio. Desde este último punto de vista, es importante notar que 
una relación en el espacio se reduce a la relación correspondiente en el 
plano cuando se da a la tercera dimensión el valor cero. En adelante 
tendremos ocasión muy frecuentemente de observar esta analogía entre 
los sistemas bi y tridimensional. 

En Geometría analítica plana las relaciones y las propiedades geo¬ 
métricas se expresan por medio de ecuaciones que contienen , en gene¬ 
ral, dos variables. En Geometría analítica del espacio, en cambio, 
tales ecuaciones contienen , en general, tres variables, y, es evidente, 
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que la presencia de esta variable adicional traerá una mayor complica¬ 
ción analítica que las relaciones con el plano. Además, el estudiante 
comprenderá perfectamente que la tercera dimensión de la Geometría 
analítica del espacio exigirá más trabajo de su poder de visualización 
de figuras en el espacio que el que requirió para figuras en el plano. 

107. Sistema de coordenadas rectangulares en el espacio. En 
Geometría analítica del espacio se emplean varios sistemas de coorde¬ 
nadas. El más usado es el rectangular que describiremos y discutiremos 
en este artículo. 

Consideremos tres planos mutuamente perpendiculares que se cortan 
en el punto común O, tal como se indica en la figura 153. Como el 

Z 



punto en el espacio va a localizarse con referencia a estos elementos, 
los planos se llaman planos coordenados , las rectas de intersección de 
estos planos ejes coordenados y el punto O origen del sistema de coor¬ 
denadas rectangulares . Teniendo lo anterior estamos en libertad de 
designar los ejes coordenados como queramos. Un convenio es el indi¬ 
cado en la figura 153 ; se dice entonces que el sistema de coordenadas 
es un sistema de mano derecha. Otro convenio, también muy usado, es 
el mismo que aparece en la figura 153 con excepción de que los ejes 
XX ' y YY' están intercambiados ; en este caso se dice que el sistema 
coordenado es un sistema de mano izquierda . En este libro empleare¬ 
mos , en general, el primer sistema. 

Los ejes coordenados XX', YY', ZZ' se llaman, respectivamente, 
el eje X , el Y y el Z. Estos ejes son rectas dirigidas, cuya dirección 
positiva está indicada en cada uno por una flecha. Cada plano 
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coordenado se designa por los dos ejes coordenados que contiene. Así, 
el plano coordenado que contiene al eje X y al eje Y se llama pla¬ 
no XY; análogamente, tenemos los planos XZ y YZ. Los tres 
planos coordenados dividen el espacio en ocho regiones llamadas ocian¬ 
tes. El ociante determinado por las partes positivas de los ejes coor¬ 
denados se llama primer octante; no se acostumbra asignar ningún 
número a los siete octantes restantes. El estudiante puede concebir 
fácilmente el primer octante considerando una de las esquinas de una 
habitación rectangular en donde dos paredes adyacentes y el piso 
representan a los planos coordenados. 

En seguida veremos cómo puede localizarse un punto en el espacio 
por medio del sistema de coordenadas rectangulares. En la práctica, 
no es necesario representar el siste¬ 
ma de coordenadas trazando los 
planos coordenados como aparecen 
en la figura 153; será suficiente 
para nuestros fines trazar solamen¬ 
te los ejes coordenados como se 
indica en la figura 154. Sea P un 
punto cualquiera del espacio. Su 
posición puede determinarse hacien¬ 
do pasar por P planos paralelos a 
los tres planos coordenados y con¬ 
siderando los puntos A , B y C 
en que cortan a los ejes X, Y y Z , 
respectivamente. Estos planos, 
juntos con los coordenados forman un paralelepípedo recto rectan¬ 
gular . Evidentemente, la posición de P con relación al sistema de 
coordenadas está determinada por sus distancias a los planos coorde¬ 
nados . Estas distancias están dadas por las longitudes de los segmen¬ 
tos dirigidos O A , OB y OC , llamados x, y , z, respectivamente. 
Entonces los tres números reales x , y y z constituyen la coordenada x, 
la coordenada y y la coordenada z de P. Cada coordenada se mide a 
partir del origen O sobre el eje coordenado correspondiente, y es posi¬ 
tiva o negativa según que su dirección sea la misma o la opuesta a la 
de la dirección positiva del eje. Para el punto P (fig. 154) todas las 
coordenadas son positivas, y el punto está en el primer octante. Las 
coordenadas x , y , z de cualquier punto P se escriben en ese orden , 
se encierran en un paréntesis y el punto se representa por P(x , y, z). 

Un punto P en el espacio tiene una y solamente una terna de 
coordenadas (x, y, z) relativa a un sistema coordenado rectangular 
especificado. Recíprocamente, una tema de coordenadas (x, y, z) 
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determina uno y solamente un punto P en el espacio con respecto a 
un sistema coordenado fijo. 

Es importante escribir las coordenadas (x , y, z ) de un punto P 
del espacio en su propio orden , ya que la posición de una coordenada 
en el conjunto indica a lo largo de qué oje se mide la coordenada par¬ 
ticular. Por esto, las coordenadas de un punto en el espacio forman 
una terna ordenada de números reales. Por tanto, en vista de nuestra 
discusión previa, podemos decir que un sistema de coordenadas rectan¬ 
gulares en el espacio establece una correspondencia biunívoca entre cada 
punto del espacio y una terna ordenada de números reoles. 

Como en Geometría analítica plana, la construcción de figuras 
apropiadas constituye una parte importante del trabajo desarrollado en 

la Geometría analítica del espacio. 
En este libro haremos uso de un mé¬ 
todo muy común llamado de proyec¬ 
ciones paralelas. Como se ve en la 
figura 154 , los ejes X y Z §e trazan . 
en este sistema de proyección , per¬ 
pendiculares entre sí, pero el eje X 
se traza de tal manera que el ángulo 
XOY sea mayor de 90° y, usual¬ 
mente , se toma igual a 135°. En¬ 
tonces 1 a s distancias medidas a lo 
largo de , o paralelas a , los ejes Y y Z 
se trazan a escala completa, y las 
distancias medidas a lo largo de, o 
paralelas a, el eje X se acortan una 
cierta cantidad, generalmente hasta alrededor de siete décimos 


Z 




de la escala completa. 


En la figura 155, los puntos 


Pi(3, 4, — 2) y Pi(— 3, —5,3) están trazados de acuerdo con 
estos convenios. 


EJERCICIOS. Grupo 49 
Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Trazar los puntos cuyas coordenadas son (2, 0, — 1), (4. — 3, 7), 

(- 5, - 9, 2) y (3, - 2, 4) . 

2. Escribir las coordenadas de los puntos O. A, B, C y D de la figura 154 
del Artículo 107. 

3. Escribir los signos de las coordenadas de los puntos situados en cada uno 
de los ocho octantes. 
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4. Construir el triángulo cuyos vértices son (2, — 1, 3), (— 1, 1, 2) y 

(1. 5,-2). 

5. Desde el punto P(x, y, z) se trazan perpendiculares a los tres ejes 
coordenados. Hallar las coordenadas de los pies de estas perpendiculares. 

6. Construir el tetraedro cuyos vértices son (0, 0, 0,), (2, 0, 0) , 
(0, 2, 0) y (0, 0, 2) . 

7. El punto P (2, 3, 3) es un vértice del paralelepípedo recto rectangular 
formado por los planos coordenados y los planos que pasando por P son para¬ 
lelos a ellos. Hallar las coordenadas de los otros siete vértices. 

8. Hallar el volumen del paralelepípedo recto rectangular del ejercicio 7 y 
la longitud de su diagonal. 

9. Empleando la figura 154 del Articulo 107, hallar la distancia del punto 
P (x. y, z) a cada uno de los ejes coordenados. 

10. Empleando la figura 154 del Artículo 107, hallar la distancia del origen 
al punto P (x, y, z) . 

11. Se ha trazado una recta del origen al punto (1, 2, 1). Hallar el ángulo 
que forma dicha recta con la parte positiva del eje y. 

12. Establecer una propiedad común de las coordenadas de todos los puntos 
que están: a) en el plano XY; b ) en el plano XZ; c ) en el plano YZ. 

13. Establecer propiedades comunes de las coordenadas de todos los puntos 
que están: a) sobre el eje X: b) sobre el eje Y; c ) sobre el eje Z. 

14. ¿Cuál es el lugar geométrico de los puntos cuya coordenada z es igual 
a — 5 f 

15. ¿Cuál es el lugar geométrico de un punto que se mueve de tal manera 
que su coordenada x es siempre igual a 4? 

16. ¿Cuál es el lugar geométrico de un punto que se mueve de tal manera 
que su coordenada y es siempre igual a 2 y su coordenada z siempre igual a 3? 

17. Demostrar que los puntos Pi(jc, y, z) y Pa(x, — y, — z) son simé¬ 
tricos con respecto al eje X. 

18. Establecer y demostrar teoremas análogos al del ejercicio 17 para la 
simetría de dos puntos con respecto al eje Y y al eje Z. 

19. Se ha formado un paralelepipedo recto rectangular haciendo pasar pla¬ 
nos paralelos a los planos coordenados por cada uno de los puntos Pi(l. 2, 2) 
y P 2 (3, 6, 7) . Hallar las coordenadas de los otros seis vértices y las longitudes 
de las aristas. 

20. Hallar la longitud de la diagonal P¡P¡ del paralelepípedo recto rectan¬ 
gular del ejercicio 19. 

108. Distancia entre dos puntos dados en el espacio. En éste y 
los artículos siguientes, tendremos ocasión de emplear el concepto de 
proyección ortogonal de un punto sobre un plano y sobre una recta en 
el espacio. La proyección ortogonal de un punto P sobre un plano 
es el pie de la perpendicular trazada de P al plano. La proyección 
ortogonal de un punto P sobre una recta l es el punto de intersección 
de l y el plano que pasando por P es perpendicular a l. La proyec¬ 
ción de un segmento rectilíneo sobre un plano (o una recta) se deduce 
inmediatamente de estas definiciones. Así, si P'i y P't son las pro¬ 
yecciones ortogonales respectivas sobre un plano (o una recta) de los 
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extremos Pi y P 2 de un segmento , entonces la proyección Pi P 2 sobre 
ese plano (o recta) es el segmento Pi'Pi'. 

Consideremos (fig. 156) dos puntos dados cualesquiera en el espa¬ 
cio Pi(a:i, yi, z\) y Pi(xí, y<¡, zs). Vamos a determinar la distancia 
d = | Pi P 2 1. Por cada uno de los puntos Pi y P 2 hagamos pasar 
planos paralelos a los tres planos coordenados. Estos planos forman 
un paralelepípedo recto rectangular que tiene a Pi P 2 por diagonal y 
a P1V1, P 1 V 2 y P1V3 por aristas. Estos planos dan también las 
proyecciones ortogonales de Pi y P 2 sobre los planos y ejes coorde¬ 
nados . Así, P' 1 y P '2 son las proyecciones ortogonales respectivas 

Z 



Fig. 156 

de P 1 y Pi sobre el plano XY, y P'iP '2 es la proyección P 1 P 2 sobre 
el plano XY. También Ai , Bi y C 1 son las proyecciones ortogona¬ 
les respectivas de P 1 sobre los ejes X, Y y Z , y A *, Bi , Ci son 
las proyecciones respectivas de P 2 sobre los ejes X, Y y Z. Para 
simplificar la figura , algunas de las proyecciones y líneas proyectantes 
se han omitido. 

Es muy sencillo demostrar, mediante una doble aplicación del 
teorema de Pitágoras, que el cuadrado de la longitud de la diagonal 
de un paralelepípedo recto rectangular es igual a la suma de los cua¬ 
drados de las longitudes de sus aristas. Por tanto , podemos escribir 

d i =P7P?= KVi+PxVi+PTv?. (1) 

Evidentemente , por la definición de las coordenadas de un punto 
en el espacio, las coordenadas de Ai y Ai son (xi, 0, 0) y 
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( Xi , 0, 0), respectivamente. Por tanto, por el teorema 1 del Ar¬ 
tículo 3, tenemos 

P¡ Vi = Ai Ai =■ X 2 — x\. 

Análogamente, tenemos 

Pi Vs — Bi — yi, 

y _ _ 

Pi V s = C 1 C 2 = zi - ti. 


Sustituyendo estos valores en la ecuación (1), tenemos 
d 2 = (xi — xi) 2 + (jfs — yi) 2 +(z 2 — zi) 2 , 

de donde, 

d = V(xí — xi) 2 + 1 2/2 — yif + (zí — zi) 1 

De aquí el siguiente 

Teorema 1. La distancia d entre los dos puntos Pi (xi, yi, zi) y 
Pa (X 2 , y 2 , Z 2 ) está dada por la fórmula 

d = V( x 2 — xi) 2 -+- (y 2 — yi)* + (zj — zi ) 2 . 

Notas. 1. Si los puntos P 1 y P 2 están sobre el plano XY, las coordena¬ 
das zi y z 2 son ambas cero, y la fórmula dada en el teorema 1 se reduce a la 
fórmula dada en Geometría analítica plana, en el teorema 2 del Artículo 6 . 

2. Por medio del teorema 1 y las definiciones de las coordenadas de un pun¬ 
to, podemos determinar fácilmente la distancia de cualquier punto del espacio a 
cada uno de los planos y ejes coordenados, y al origen. Así, (fig. 136) las 
coordenadas del punto Bi son (0. y t , 0). Por tanto, para la distancia de P-¡ 
al eje y, tenemos 

I Pi B i I = V (0 — jci) 1 -f- (,yi — yi) a -l-(0 — zi) a = a/ jci 3 + zi* . 

Ejemplo. Demostrar que el punto P i(2, 2, 3) equidista de los puntos 
P a(l. 4,-2) y P 3 (.3. 7, 5). 

Solución. Según el teorema 1 anterior, tenemos 

| PfP* I = v'(l-2) I + (4-2) 1 +(-2-3) ! = V30 

y ___ 

I PiPsI = v\3 - 2 ) 3 + (7 - 2) 3 + (3 - 3j 3 = VlO. 

Por tanto, [ PiP 2 | = I P 1 P 3 |. El estudiante debe trazar la figura correspon¬ 
diente al ejemplo. 


109. División de un segmento en el espacio en una razón dada. 

Ahora consideraremos la división de un segmento dado en el espa¬ 
cio en una razón dada. Esto es, simplemente, una ampliación del 
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problema análogo en el plano , que se ha estudiado en el teorema 3 del 
Artículo 7. 


Teorema 2. Si Pi(xi, yi, zi) y P 2 (x 2 , yi, zi) son los extremos 
de un segmento dirigido Pj P 2 , las coordenadas (x, y, z) de un punto 
P que divide a este segmento en la razón r = Pi P : PP 2 son 


xi + r x 2 yi 4- ry? 

1+r ’ y_ 1 + r ’ 


z 


zi + rz 2 
1 + r ’ 


(r — 1). 


Demostración. Sean P'i, P' y P> 2 (fig. 157) las proyecciones 
respectivas de los puntos P\ , P y P 2 sobre el plano XY, y Ai, A 
y A2 sobre el eje X. Las rectas proyectantes P1P1', PP' y PíP'í 



Fig. 157 


son paralelas y están todas en el mismo plano; por tanto, por Geo¬ 
metría elemental, estas rectas interceptan segmentos proporcionales 
sobre las dos transversales PiPi y P'iP'¡ , y tenemos 

,_JE_Í5E. (1) 

PP2 P'P't 

Análogamente, considerando las rectas paralelas AiP'i , AP' y AiP'i , 
tenemos 

P'iP' _ Ai A _ x — xi 
P'P't TTt 


De las relaciones (1) y (2), resulta 



( 2 ) 
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de donde , 

xi + rxi 

X = -:-. 

1 + r 

Por un procedimiento semejante obtenemos los valores de las coor¬ 
denadas y y z. 

NOTA. A este teorema se aplican las mismas observaciones hechas para el 
teorema análogo en el plano (teorema 3, Art. 7) . 

Para el caso particular en que P es el punto medio del segmento 
de recta dirigido P 1 P 2 , r = 1, y tenemos : 

Corolario . Las coordenadas del punto medio del segmento dirigido 
cuyos extremos son los puntos (xi, yi, zi) y (xs, y 2 , zs) son 

xi + x 2 yi + ys zi + z 2 

- -—, y = --2 - 

Ejemplo. Hallar las coordenadas de los puntos de trisección y el punto 
medio del segmento Pi (1, — 3, 5) y Ps(— 3, 3, —4). 

Z 



Solución. Sean Ai y As (fig. 158) los puntos de trisección y M el punto 

pTaT _ 1 
a7p¡ 2 


medio de PiP». Para Ai tenemos r> 


y para A* tenemos 


r ” _ 2 . Por tanto, para el punto Ai, por el teorema 2 anterior, 

Aj P» 

£i_±_r£, l + HC-3) . 1 - 3 + K(3) _ , 

l +r ~ 1 + H 3 ' “ 1 + M 

* - 1 + X(-V _ 2 . 

l + 'A 
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Análogamente, para el punto Aa. tenemos 


I± 2f-2) 
1 +2 


3 


y = 


3 + 2(3) 
1+2 


= 1 . 


z 


Las coordenadas del punto medio M, son 


5 + 2(— 4) = _ 
1+2 


x 



-3+3 

2 


0 y z 


5 - 4 
2 


_ 1 _ 

2 


EJERCICIOS. Grupo 50 
Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Hallar la distancia entre los puntos Pi (-1. —2, 2) yP a (2, 4, —1). 

2. Demostrar que los puntos Pi(— 2, 4, —3), P 2 (4, -3,-2) y 
Pa(— 3, — 2, 4) son los vértices de un triángulo equilátero. 

3. Hallar el perímetro del triángulo cuyos vértices son A (— 2, —3, —2), 
B(- 3, 1. 4) y C (2, 3, - 1). 

4. Calculando ciertas distancias, demostrar que los tres puntos 
(2, 0, — 1), (3, 2, — 2) y (5, 6, —4) son colineales. 

6. Determinar la forma que toma la fórmula de la distancia entre dos pun¬ 
tos (teorema 1, Art. 108) cuando P, y P 2 están en un plano paralelo al pla¬ 
no XY y a k unidades de él. 

6. Determinar la distancia desde un punto cualquiera P (x. y, z) a cada 
uno de los planos y ejes coordenados, y al origen (véase la nota 2 del teorema 1, 
Art. 108) . Ordénense los resultados en una tabla y obsérvese la simetría en las 
letras x. y y z. 

7. Hallar la distancia del punto (— 2, 6, 3) a cada uno de los planos 
coordenados y al origen. 

8. Hallar la distancia del punto (3, — 4, 2) a cada uno de los ejes coor¬ 
denados. 

9. Demostrar que el cuadrado de la distancia de cualquier punto al origen 
es igual a la suma de los cuadtados de sus distancias a los planos coordenados. 

10. Los puntos extremos de un segmento son Pi(—4, 1, 3) y 

Pa(5, —2, 1). Hallar las longitudes de sus proyecciones sobre los ejes coor¬ 
denados. 

11. Hallar las longitudes de las proyecciones del segmento del ejercicio 10 
sobre los planos coordenados. 

12. Las longitudes de las proyecciones de un segmento sobre los ejes coor¬ 
denados son 2, 2 y — 1, respectivamente. Hallar la longitud del segmento. 

13. Los puntos extremos de un segmento son Pi(x¡, yi, z¡) y 
P a (xa, ya, za) . Demostrar que la longitud de su proyección sobre el plano XY 
es igual a y/ (xz — jci) 2 + (ya — y i) 2 . Sugestión. Usese la figura 156 del 
Artículo 108. 

14. Uno de los extremos de un segmento de longitud 3 es el punto 
(3. 2, 1). Si las coordenadas x y y del otro extremo son 5 y 3, respectiva¬ 
mente, hállese la coordenada z. (Dos soluciones.) 

15. Hallar la ecuación algebraica que expresa el hecho de que la distancia 
del punto (x, y. z) al punto (2, 1, 4) es igual a 5. ¿Qué representa esta 
ecuación? 



EL PUNTO EN EL ESPACIO 


327 


16. Determinar la ecuación algebraica que expresa el hecho de que el punto 
(x, y, z) equidista de los dos puntos (3, 0,-1) y (-2, 2. 1) ¿Qué 
representa esta ecuación!’ 

17. Deducir las fórmulas para calcular los valores de y y z, y dibujar las 
figuras correspondientes, relativas al teorema 2 del Articulo 109. 

18. Los puntos extremos de un segmento son Pi(— 2, 1, 4) y 
Pa (3, 2, — 1) . Hallar las coordenadas del punto P que divide a este segmento 
en la razón PjP : PP 2 = 3. 

19. Hallar las coordenadas de los puntos de trisección y el punto medio del 
segmento cuyos puntos extremos son (5, — 1, 7) y (—3, 3, 1). 

20. Los extremos de un segmento son Pi(3, 2, 6) y P 2 (8, 3, 8). Hallar 
las coordenadas del punto P que divide a este segmento en la razón 

PÍP : PPl-2. 

21. Los extremos de un segmento son Pi(í. 1, 2) y P*(I, 9, 6). Hallar 
tarazón P,P : PP 2 en la cual el punto P( 2, 7. í) divide a este segmento. 

22. El punto P está sobre el segmento cuyos extremos son (7, 2, 1) y 
(10, 5, 7) . Si la coordenada y de P es 4, hállense sus coordenadas x y z. 

23. Los vértices de un triángulo son los puntos (8, 0, 1), (2, 3, 6) y 
(— 1, —3, 2). Hallar las coordenadas de su centro de gravedad. (Véase el 
ejercicio 19 del grupo 2, Art. 7.) 

24. Los vértices de un triángulo son los puntos (xi, t/i, Z|) . (xa, ya, zs) 
Y (x 3 . y 3 . z s ) . Demostrar que las coordenadas de su centro de gravedad Bon 
(K [x¡ + x 2 + * 3 ]. Jítyi + tfs + 1 / 3 ]. Ktzi + zs + za]) • Usese este resul¬ 
tado para comprobar el ejercicio 23. (Véase el ejercicio 20 del grupo 2, Ar¬ 
ticulo 7.) 

25. Demostrar que los tres segmentos que unen los puntos medios de las 
aristas opuestas de cualquier tetraedro pasan todos por un punto P que los 
biseca. El punto P se llama centroide o centro de gravedad del tetraedro. 

110. Cosenos directores de una recta en el espacio. Vimos en 
Geometría analítica plana que la dirección de una recta en el plano se 
determina por medio de su ángulo de inclinación o de su pendiente 
(Art. 8). En este artículo veremos cómo se determina la dirección de 
una recta en el espacio. 

Si dos rectas están en el mismo plano se dice que son coplanarias. 
Tales rectas pueden cortarse o no; si no se cortan, se dice que son 
parálelas. Por tanto, para que dos rectas cualesquiera en el espacio 
se corten o sean paralelas , es necesario que sean coplanarias. Conse¬ 
cuentemente , dos rectas cualesquiera en el espacio que no sean copla¬ 
narias no pueden ni cortarse ni ser paralelas; se llaman entonces rectas 
que se cruzan. Hasta aquí se ha definido el ángulo entre dos rectas 
dirigidas sobre el supuesto de que las dos rectas o se cortan o son 
paralelas (Art. 8). Es evidente, entonces, que debemos definir lo 
que entendemos por ángulo formado por dos rectas que se cruzan. Se 
llama ángulo de dos rectas que se cruzan al formado por dos rectas cua- 
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lesquiera que se cortan y son paralelas, respectivamente, a las rectas dadas 
y tienen el mismo sentido. 

La dirección de una recta cualquiera en el espacio se determina por 
los ángulos que forma con los ejes coordenados. Sea l (fig. 159) cual¬ 
quier recta dirigida en el espacio. Si l no pasa por el origen O, sea l' 
la recta que pasando por O es paralela a i y del mismo sentido. 
Entonces los ángulos a, (i y y formados por las partes positivas de 
los ejes X, Y y Z y la recta l' se llaman ángulos directores de la 

recta dirigida l. Un ángulo director 
puede tener cualquier valor desde 0 o 
hasta 180° inclusive. Evidentemente, 
si la recta l es de sentido opuesto , sus 
ángulos directores son los ángulos 
suplementarios respectivos. 

En la resolución de nuestros pro¬ 
blemas , veremos que generalmente es 
más conveniente usar los cosenos de 
los ángulos directores en lugar de los 
ángulos mismos. Estos cosenos, 
eos a , eos P , eos y , se llaman cose¬ 
nos directores de la recta dirigida l. 
Como eos (jt — 6 ) = — eos 0 , se si¬ 
gue que si l es de sentido opuesto sus cosenos directores son — eos a , 
— eos p y -- eos y . Por tanto , cualquier recta del espacio , no diri¬ 
gida, tiene dos sistemas de cosenos directores, iguales en valor abso¬ 
luto , pero opuestos en signo. 

Vamos a determinar los cosenos directores de una recta cuya posi¬ 
ción en el espacio está dada por dos de sus puntos. Sea l [fig. 160 (a) ] 
una recta que pasa por los puntos Pi(xi, yi , zi) y Pt{xi, j /2 , 22 ). 
Primero consideraremos el caso en que l tiene el sentido indicado en la 
figura. Por cada uno de los puntos Pi y P 2 , haga mos pasar planos 
paralelos a los coordenados, formando así un paralelepípedo recto 
rectangular cuya diagonal es P 1 P 2 , y cuyas aristas paralelas a los ejes 
X, Y y Z son, respectivamente, P\Vi, PiV^yPiVs. Si cada aris¬ 
ta tiene el mismo sentido que el eje a que es paralela, los ángulos 
directores son 

a = ángulo P 2 Pi Vi, P = ángulo P¡ Pi V 2 , 

Y = ángulo Pi P 1 Vj. 

Ahora consideremos [figs. 160(6), (c) y (d) ] los tres triángulos 
rectángulos formados por los dos puntos Pi, Pt y eada uno de los 
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vértices V ¡ , V 2 y V a. Para cada uno de estos triángulos sea 
d = | P\ P 2 1, en que d se determina como en el teorema 1 del Ar¬ 
tículo IOS. También , como se vió en el Artículo 108 , 

Pi Vi = x 2 — Xl , Pi V 2 = 2/2 — 2/1 , Pl Vi = 22 — 21 . 


Por tanto, de los tres triángulos, tenemos, para los cosenos direc¬ 
tores , 


eos a = 


Xi — Xl 

d ’ 


eos |3 = 



eos 



( 1 ) 


Z 




Si la recta l se considera dirigida en el sentido de P 2 a Pi, entonces 
los tres cosenos directores son 


Xl — X2 n 2/i — 2/2 2l — 22 

eos a = -^-, eos p = - j — , eos y = — . \¿) 

Los resultados precedentes conducen al siguiente 

Teorema 3 . Los cosenos directores de la recta determinada por los 
dos puntos Pi(xi, yi, zi) y P 2 (x 2 , y 2 , z 2 ) y dirigida en el sentido 
de Pi a P 2 , son 


eos a = 


d ■’ C04 ' P= d 


eos y = 


siendo d la distancia entre Pi y P 2 . 


NOTA. El estudiante debe observar particularmente que i es un número 
positivo y que el signo de cada coseno director se determina por el signo del 
numerador que es la longitud dt un segmento de recta dirigido (la proyección 
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deP,Pj sobre el eje coordenado correspondiente). Este numerador se obtiene 
siempre restando la coordenada del origen de la coordenada correspondiente del 
extremo del segmento. (Véase el teorema 1, Art. 3.) 


Si elevamos al cuadrado ambos miembros de cada una de las ecua¬ 
ciones (1) y (2), y sumamos, obtenemos 


eos 2 a + eos 2 (3 + eos* y 


(X 2 - X\ ) 2 + ( yi — y\Y + ( Z 2 — Zi) 2 

d 2 


Pero, por el teorema 1, Artículo 108, 

d 2 = (x 2 — xi) s + ( y z — ja) 2 + (Z 2 — zi) 2 . 

Por tanto, tenemos el siguiente importante resultado, 

eos 2 a + eos 2 fi + eos 2 y = 1, ( 3) 

que dice: 

Teorema 4 . La suma de los cuadrados de los cosenos directores de 
cualquier recta es igual a la unidad. 


Nota. Por la ecuación (3) se ve que los ángulos directores de una recta no 
son todos independientes. En efecto, fijados dos de ellos, el tercero y su suple¬ 
mento quedan determinados. 


Por la ecuación (3) vemos también que no todos los cosenos direc¬ 
tores de una recta pueden ser nulos. Como tendremos ocasión de refe¬ 
rirnos a este hecho , lo anotaremos como un corolario al teorema 4. 

Corolario . De los cosenos directores de una recta uno, cuando 
menos , es diferente de cero. 


Ejemplo. Hallar los cosenos directores de la recta l (fig. 161) que pasa por 
los puntos P¡ (2, 1, —2) y Pil — l, 3, 3) y está dirigida de Pí a Pi. 

Solución. La distancia entre 
P\ y P a es 

d = V(2 + 2) 2 + (l —3) = + ( — 2— 3)2 

= 3 Vi. 

Entonces, como l está dirigida de Pa a 
Pi, tenemos 



eos a = 


2 — ( — 2) 


4 4 /T 

= = T?V 


3 Vi 15 
? 

ll 


„ 1 ~ 3 2 

”‘ p "Tvt* “ rí ' / ' 
- -ívt. 

3 a/5 } 


Fig. 161 


eos y 
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111. Números directores de una recta en el espacio. En lugar de 
los cosenos directores de una recta l conviene , a veces, emplear tres 
números reales, llamados números directores de l, que sean propor¬ 
cionales a sus cosenos directores. Así, a, b y c son los números 
directores de una recta l, siempre que 


a _ b _ c__ 

eos a eos P eos y ’ 


( 1 ) 


en donde eos a, eos P y eos y son los cosenos directores de l. Evi¬ 
dentemente , si r 0 , cualquier grupo de tres números, ra, rb y re , 
puede servir como sistema de números directores. Del número infinito 
de sistemas de números directores de cualquier recta, elegimos gene¬ 
ralmente , por simplicidad , el compuesto por enteros de valor numé¬ 
rico mínimo. 

Como tendremos que usar frecuentemente los números directores 
de una recta , es conveniente introducir una notación especial para 
ellos. Si tres números reales cualesquiera , a , b y c , representan los 
números directores de una recta , indicaremos esto encerrándolos entre 
paréntesis rectangulares, así: [ a , b , c ]. Los paréntesis rectangula¬ 
res sirven para distinguir los números directores de una recta de las 
coordenadas de un punto que se encierran en paréntesis ordinarios. 

Los cosenos directores de una recta pueden determinarse fácilmente 
a partir de sus números directores. En efecto , igualemos cada una de 
las razones de (1) a algún número k diferente de cero , de modo que 

a = k eos a , b = k eos P, c = k eos y . (2) 

Si elevamos al cuadrado ambos miembros de las ecuaciones (2), y 
sumamos, obtenemos 

a 2 + b 2 + c 2 = A: 2 (eos 2 a + eos 2 P + eos 2 y), 


la cual, por el teorema 4 , Art. 110 , se reduce a 

o 2 + 6 2 + c 2 = k 2 , 


de manera que k = ± V a 2 + f> 2 + c' ¿ . 

Por tanto , de las ecuaciones (2), tenemos el 

Teorema 5. Si [a, b, c] son los números directores de una recta, 
sus cosenos directores son 


eos a = 


Va 2 + b 2 + c 2 
eos y = ± 


, eos P = 


Va 2 + b 2 + c 2 ’ 


Va 2 4- b 2 + c 2 ’ 
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en donde se escoge el signo superior o el inferior según que la recta esté 
dirigida en un sentido o en el sentido opuesto. 

Por el corolario al teorema 4, Artículo 110, y por las ecuacio¬ 
nes (2) anteriores, tenemos el siguiente 

Corolario 1. De los números directores de una recta uno, cuando 
menos , es diferente de cero. 

Por el teorema 3 , Artículo 110 , tenemos : 

Corolario 2. Un sistema de números directores para la recta que 
pasa por los puntos Pi (xi, yi, zi) y P 2 (x 2 , y 2 , z 2 ) está dado por 

[ x 2 — xi, y 2 — yi, z 2 — zi ]. 

Ejemplo. Los números directores de una recta l son [2, —2, — 1]. Ha¬ 
llar los cosenos directores de t si la recta está dirigida de tal manera que el 
ángulo |3 es agudo. 

Solución. Por el teorema 5 anterior, los cosenos directores de l, cuando la 
recta no está dirigida, son 

eos a = ± — *= ± y¡, eos p = y 3 , eos y = =f 

V 2*+( — 2)*+(— 1) * 

Como l está dirigida de tal manera que |3 es agudo, eos 3 es positivo. Por 
tanto, tomando los signos inferiores para los cosenos directores, tendremos 

eos a = — y 3 , eos 3 “ %■ eos y = 

EJERCICIOS. Grupo 51 

Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Hallar los cosenos directores de la recta que pesa por los puntos 
Pi (2, 5, — 1). P 2 (3, — 2, 4) y que está dirigida de 1\ a P a. 

2. Hallar los cosenos directores de la recta que pasa por los puntos 
Pi( — 9, 2. 1), Pj(—7, 0, 2) y que está dirigida de P 2 a Pi. 

3. Dos de los cosenos directores de una recta son y¡ y — Hallar el 

tercer coseno director. 

4. Hallar los cosenos directores de una recta si los ángulos directores a y 3 
son 60° y 30°, respectivamente. 

5. Hallar los cosenos directores de una recta si a — 45°. y * 60° y 3 es 
agudo. 

6 . Hallar los cosenos directores de una recta si 3 “ 45° y a = y. 

7. Hallar los cosenos directores de una recta que forma ángulos iguales con 
los ejes coordenados. 

8 . Hallar el valor común de los ángulos directores de la recta del ejercicio7. 
(Dos soluciones.) 

9. Por medio de los cosenos directores, demostrar que los tres puntos 
(4, 3, 1). (— l, 2, — 3) y (— II, 0, — II) son colincales. 
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10. Si dos de los ángulos directores de una recta son cada uno de 60°, hállese 
el tercer ángulo director. 

11. Hallar los ángulos directores de la bisectriz del ángulo formado por 
las partes positivas de los ejes X y Y, y después determinar sus cosenos 
directores. 

12. Demostrar que si una recta está en el plano XY. la relación del teore¬ 
ma 4 (Art. 110) se reduce a eos 5 a + eos 2 (5 = 1. (Véase el ejercicio 19 del gru¬ 
po 14, Art. 37.) 

13. Determinar a qué se reduce la relación del teorema 4 (Art. 110) para 
una recta que está: a) en el plano XZ; 6) en el plano YZ. 

14. El segmento dirigido P i Pj tiene por cosenos directores — 2 /¡, Yt y — )á. 
Si la distancia de Pi a P 2 es 3 y las coordenadas de Pi son (7, 4, 1) , hallar 
las coordenadas de P 2 . 

15. El segmento dirigido P, P 2 tiene por cosenos directores — 34 y H- 
Si la distancia de Pi a P 2 es 7 y las coordenadas de P 2 son (8. — 2, 12) , 
calcular las coordenadas de P,. 

16. Hallar los cosenos directores de una recta cuyos números directores 
son [2, 4, — 1 ] . 

17. Los números directores de una recta son [— 1, — 1, 3]. Hallar los 
cosenos directores de la recta si está dirigida de tal manera que el ángulo a es 
agudo. 

18. Los números directores de una recta son [í, — 1. 2]. Hallar los 
ángulos directores de dicha recta si está dirigida de tal manera que el ángulo y 
es agudo. 

19. Sea P un punto cualquiera distinto del origen, contenido en una recta 1 
que pasa por el origen. Demostrar que un sistema de números directores para l 
está dado por las coordenadas de P. 

20. Construir la recta que pasa por el origen y tiene por números directo¬ 
res [1, — 5, 4]. 

21. Una recta l pasa por los puntos P, y P 2 . Demostrar que un sistema 
de números directores de l está dado por las longitudes de las proyecciones del 
segmento P, P 2 sobre los ejes coordenados. 

22. Obtener el íesultado del ejercicio 19 como un caso particular del ejer¬ 
cicio 21. 

23. Construir la recta que pasa por el punto (6, — 9, 2) y que tiene por 
números directores [4, 2. — 1], 

24. Hallar un sistema de números directores para la recta del ejercicio 7. 

25. Por medio de números directores demostrar que los tres puntos 
(2, 1. 4), (4, 4. — 1) y (6, 7, — 6) son colineales. 


112. Angulo formado por dos rectas dirigidas en el espacio. 
Vamos a determinar el ángulo 6 formado por dos rectas cualesquiera 
dirigidas, U y h, en el espacio. Sean l'i y i' 2 (fig. 162) dos rectas 
trazadas por el origen y paralelas, y del mismo sentido, a 1 1 y 1 2 , 
respectivamente. Por definición (Art. 110), el ángulo formado por 
las rectas dirigidas li y k es el ángulo 8. Sea Pi(xt, y \, zi) un 
punto cualquiera, distinto del origen, sobre V 1 , y Pi{xi , y 2 , z 2 ) 
otro punto cualquiera, distinto del origen sobre l f 2 . También, sea 
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| OPi | = di, | OP 2 1 = dt y | Pi Pi | = d . Por la ley de los cosenos 
(Apéndice IC , 11), tenemos, para el triángulo OP¡ P 2 , 


eos 6 = 


di 2 + d 2 2 -d 2 
2 di di 


( 1 ) 


Por el teorema 1 del Artículo 108, tenemos 

di 2 = X1 2 -f- yi 2 + Z1 2 , di 2 = X2 2 + j/ 2 2 + z 2 2 , 

d 2 = (x 2 - Xi ) 2 + (j/2 — y\Y + (zs - zi) 2 . 



Fig. 162 


Si sustituimos estos valores en el numerador del segundo miembro de 
la ecuación ( 1 ), y simplificamos , obtenemos 


eos 8 = 


x¡ 4 - yi yt 4 - zi z 2 
did 2 


( 2 ) 


Sean ai, (3i, yi los ángulos directores de li y, por tanto, de l'i , 
y a 2 , P 2 , y 2 los ángulos directores de h y, por tanto, de P 2 . Por 
el teorema 3 del Artículo 110 , tenemos' 


y 


xi a yi 

eos ai = - 7 -, eos pi = -y , eos yi 
a 1 ai 


lL 

di 


eos a 2 = 


X 2 

d 2 


« V 2 

eos p 2 = j , 
Ü2 


eos y 2 = 


Zl 

d 2 


Sustituyendo estos valores en la ecuación é 2), obtenérnosla relación 
buscada 

eos 8 = eos ai eos a 2 + eos (3i eos p 2 4- eos yi eos y 2 . (3) 
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Esta igualdad nos dice : 

Teorema 6. El ángulo 0 formado por dos rectas dirigidas cua¬ 
lesquiera en el espacio, cuyos ángulos directores son ai, |3i, yi y 
a 2 , |? 2 , y 2 , respectivamente, se determina por la relación 

eos 0 = eos ai eos a 2 + eos (3 1 eos |3 2 + eos yi eos y 2 . 


Del teorema 6 se deducen los dos siguientes corolarios : 

Corolario 1. Para que dos rectas sean paralelas y del mismo sen¬ 
tido es condición necesaria y suficiente que sus ángulos directores corres¬ 
pondientes sean iguales; para que sean paralelas y de sentidos opuestos 
es necesario y suficiente que sus ángulos directores correspondientes sean 
suplementarios. 

Corolario 2 . Para que dos rectas dirigidas sean perpendiculares 
es necesario y suficiente que la suma de los productos de sus cosenos 
directores correspondientes sea igual a cero. 


Ahora vamos a obtener los resultados del teorema 6 y sus dos 
corolarios en función de los números directores de las dos rectas. 

Sean [di, 61 , ci ] y [ 02 , 62 , C 2 ] los números directores de las dos 
rectas h y h, respectivamente. Por el teorema 5 del Artículo 111, 
tenemos 


eos ai 


_ai_ 

V oi J 4- bi 2 + ci 2 ’ 


eos |3i = 


bi 

V ai 2 4- bi 2 + ci 2 ’ 


eos ai = 


eos yi = 


a 2 


Cl 


V a 2 2 4- bz 2 + C 2 2 
eos y 2 = 


V ai 2 + bi 2 + ci 2 
, eos p 2 = ± 


b 2 


V a 2 2 + 6 2 2 + C 2 2 ’ 


c 2 


V a 2 2 + b¡ 2 + c 2 2 


Sustituyendo estos valores en la relación del teorema 6, obtenemos: 

Teorema 7. El ángulo 6 formado por dos rectas dirigidas cua¬ 
lesquiera en el espacio, cuyos números directores son [ ai, bi, ci ] y 
[ a 2 , b 2 , c 2 ], respectivamente, está determinado por la relación 

. ai a 2 + bi b 2 + ci c 2 

eos 0 = ± - — - . 

V ai 2 + bi 2 + ci 2 V a¡> 2 -f b 2 2 4- c 2 2 

Nota. El doble signo indica que hay dos valores de 9. suplementarios 
entre sí. Un valor específico de 0 puede obtenerse siempre considerando los dos 
sentidos de las rectas. Esto se ¡lustra en el ejemplo que damos a continuación. 
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Del teorema 7 se deducen los dos corolarios siguientes : 

Corolario 1. Para que dos recias dirigidas sean paralelas es nece¬ 
sario y suficiente que sus números directores correspondientes sean pro¬ 
porcionales . 

Corolario 2. Para que dos rectas dirigidas sean perpendiculares 
es necesario y suficiente que la suma de los productos de sus números 
directores correspondientes sea igual a cero. 

Ejemplo. Hallar el área del triángulo cuyos vértices son los puntos 
Pi(l. -1,2), P 2 (4, 5, - 7) y P 3 (- 1, 2 , 1 ). 

Solución. El triángulo es el de la 
figura 163. Sea el ángulo Pa Pi P 3 = 9, 

I Pi Pa | — di y I Pi Pa | = di. El área del 
triángulo es (Apéndice IC, 12) 

K = Vi di d 2 sen 9. (4) 

El sentido de los lados del ángulo 9 
correspondiente al vértice Pi es el indicado 
en la figura. Para obtener los signos co¬ 
rrectos de los cosenos directores de estos 
lados, restamos las coordenadas de P t de las 
coordenadas correspondientes de Pa y P 3 
(nota, teorema 3, Art. 110). Por tanto, 
por el corolario 2 del teorema 5, Art. 111, 
los números directores de 

P,Pa son [4 - 1, 5 + 1, - 7 - 2], 
o sea, [3, 6 . —9] ó [1, 2, —3], 

y los de Pi P 3 son [-1 — 1, 2 + 1, 1—2], o sea, [ — 2, 3, — 1 ]. 

Por tanto, por el teorema 7 ó por el teorema 6 , tenemos 

1 (_ 2)+ 2 . 3+(- 3) (- 1) -2 + 6 + 3 1 

eos e = — — - ... : — _ = — = t • 

Vi 3 + 2 2 + (-3)> V(-2) 2 +3 2 + (-l) 2 v 14 14 

Como 9 es agudo, sen 9 = y/ 1 — coa 2 9 = . 

2 

Por el teorema 1 del Artículo 108, 

di = V 3 2 + 6 2 + (- 9) 2 = V126 = 3 s/14 
y 

da - V(— 2 ) 2 + 3 2 + (- l ) 2 = Vl4. 

Sustituyendo estos valores en la relación (4), tenemos, para el área buscada, 


Z 
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113. Números directores de una recta perpendicular a dos dadas. 

En este artículo vamos a considerar un artificio para obtener los 
números directores de una recta perpendicular a dos rectas dadas 
que nos va a ser muy útil al trabajar con planos y rectas en el es¬ 
pacio . 

Sean [ ai, bi , ci ] y [ a ¡, 62 , ci ] los números directores dados de 
dos rectas no paralelas, 1 1 y 1 2 , respectivamente. Queremos deter¬ 
minar los números directores [ a , b , c ] de una recta cualquiera l 
perpendicular a ambas h y ¿ 2 . Tal recta existe. En efecto , si h y h 
se cortan, l puede representar una cualquiera de las rectas paralelas 
perpendiculares al plano determinado por 1 1 y 1 2 . Si 1 1 y 1 2 se cru¬ 
zan , entonces l puede representar una cualquiera de las rectas per¬ 
pendiculares al plano determinado por dos rectas que se cortan y son 
paralelas respectivamente a 1 1 y 1 2 . 

Como l es perpendicular a 1 1 y 1 2 , tenemos, por el corolario 2 
del teorema 7 , Artículo 112, las dos relaciones siguientes 

ai a + 616 + cic = 0 , \ , . 


El sistema (1) consta de dos ecuaciones con tres incógnitas, 
a, b y c. Podemos resolver este sistema para dos cualesquiera de 
estas incógnitas en función de la tercera por la regla de Cramer 
(Apéndice IB, 6) siempre que el determinante del sistema sea dife¬ 
rente de cero Este determinante puede ser uno cualquiera de los tres 
determinantes 


Oí b 1 


ai ci 


b 1 ci 

02 


02 C2 


i>2 C2 


Uno, por lo menos, de estos determinantes es diferente de cero. 
En efecto , si fueran todos nulos, tendríamos, respectivamente , 

ai 62 = 02 61 , o 1 C 2 — 02 ci, bid = 62 ci, 

de donde, 

ai ' fei Ci 

02 62 C 2 ’ 

y por el corolario 1 del teorema 7, Artículo 112, esta última rela¬ 
ción implica que 1 1 y 1 2 sean paralelas, lo que contradice la hipótesis. 
Por tanto , podemos suponer que el primero de los determinantes (2) 
es diferente de cero, y resolver el sistema ( 1 ) para a y b en térmi¬ 
nos de c. 


Lehmann. — 22» 
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Esto nos da 


— CiC 

bi 


bi 

Cl 


ai 

— CiC 


Cl 

ai 

— C 2 C 

h 


b 2 

c 2 

. r h _ 

a 2 

— c 2 c 


C2 

a 2 

ai 

bi 


a\ 

bi 

C , ü — 

ai 

bi 


a i 

bi 

a 2 

b 2 


a 2 

b 2 


a 2 

b 2 


a 2 

b 2 


Ahora bien , c no puede ser cero. Porque , si c = 0, las últimas rela¬ 
ciones indican que a y b son ambas iguales a cero, lo que está en 
contradicción con el corolario 1 del teorema 5, Artículo 111. Como 
los números directores de una recta no son únicos, podemos, por 
simplicidad, escoger el sistema en que c = 1. Entonces los números 
directores de l son 


bi 

Cl 


Cl 

ai 

b 2 

c 2 

h = - 

c 2 

a 2 

ai 

bi 

> 0 

ai 

bi 

a 2 

&2 


a 2 

b 2 


Para mayor simplicidad , multipliquemos este sistema por el denomi¬ 
nador que es diferente de cero. Esto nos da , finalmente, el sistema 
de números directores 



6i 

Cl 


Cl 

ai 


ai 

bi 

a = 

b 2 

c 2 

, b - 

Cl 

a 2 

, C == 

a 2 

bí 


Este resultado nos dice : 

Teorema 8 . Si [ ai, bi , ci ] y [ & 2 , bj, C 2 ] son los números direc¬ 
tores dados de dos rectas no paralelas, li y la, respectivamente, los 
números directores [a, b, c ] de cualquier recta 1 perpendicular a ambas 
1 1 y 1 2 están dados por los determinantes 



b, 

Cl 


Cl 

ai 

a = 

b 2 

C2 

, b = 

C2 

a 2 


c = 


ai bi 
Su b 2 


NOTA. En la práctica, los tres determinantes del teorema 8 pueden obtenerse 
simplemente escribiendo primero los dos sistemas dados de números directores 
en tres columnas: 

ai b i ci 

Ü2 b 2 C2 


El primer determinante se forma de las segunda y tercera columnas, el segundo 
de las tercera y primera columnas y el tercero de las primera y segunda columnas. 

Nos referiremos en adelante a este esquema como el artificio de los números 
directores. 
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Ejemplo. Hallar un sistema de números directores para una recta cual* 
quiera ! que sea perpendicular al plano que contiene el triángulo cuyos vértices 
son Pi (2, - 1, 1). P¡¡(- 3. 2, 2) y P 3 ( 3. 3, -2). 

Solución. Por el corolario 2 del teorema 5. Articulo 111, dos sistemas de 
números directores para los lados Pa y Pi P¡ son, respectivamente, 

[-3-2, 2 + 1, 2-1], o sea, [ — 5, 3. 1] 

[3-2, 3 + 1, -2-1], o sea, [1, 4. - 3], 


Por tanto, por el artificio de los números directores, los números directores 
de t son 


3 1 

4-3 


- 13, 



= - 14, 


- 5 3 

1 4 


= - 23. 


Los resultados de este capítulo son de importancia fundamental en 
el estudio de la Geometría analítica del espacio. Por esto se reco¬ 
mienda al estudiante que haga un cuadro resumen con todos ellos. 


EJERCICIOS. Grupo 52 

1. Hallar el coseno del ángulo formado por las dos rectas dirigidas cuyos 
cosenos directores son 

/& V t>, y/ 6, — }í\/b y — V? \/~Í4 , 3 /u V 14 , l /n V 14 . 

2. Hallar el ángulo formado por las dos rectas dirigidas cuyos cosenos 
directores son 2 n , — % , /7 y — % , Vi , % . 

3. Si las dos rectas del teorema 6, Articulo 112, están en el plano XY, 
demuéstrese que la relación se reduce a eos 6 = eos ai eos a 3 + eos 3 1 eos 3a. 
(Ver el ejercicio 20 del grupo 14, Art. 37.) 

4. La recta h pasa por los puntos (—6, — 1, 3), (—3, 2, 7), y la 

recta / 2 pasa por los puntos (4, 2, l), (3. —2, 5). Hallar el ángulo agudo 
formado por / 1 y 1 2 . 

5. Los números directores de las rectas li y la son [2, — 1, 2] y 
[6, 2, — 3], respectivamente. Hallar el ángulo obtuso formado por l\ y l 2 . 

6 . Por dos métodos diferentes demostrar que los puntos (3, —5, 2), 
(—5, 2, 3) y (2, 3, — í) son los vértices de un triángulo equilátero. 

7. Demostrar que los puntos (4, 0, 1), (5, 1.3), (3, 2, 5) y (2, 1, 3) 
son los vértices de un paralelogramo. 

8 . Hallar el ángulo agudo del paralelogramo del ejercicio 7. 

9. Hallar los ángulos del triángulo cuyos vértices son (4, 1, 0) , 
(2. - 1. 3) y (1. - 3. 2). 

10. Demostrar que los puntos (2, 1, 3), (3, 3, 5) y (0, 4, 1) son los 
vértices de un triángulo rectángulo, y hallar sus ángulos agudos. 

11. Hallar el área del triángulo cuyos vértices son (1, 0, 1), (2, —2, 3) 
y (7, -2, 4). 

12.. Hallar el área del triángulo cuyos vértices son (6, 2, 1), (4, — 1, 3) 
y (-2. 1, 0). 
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13. Hallar el volumen del prisma de altura 4 y cuya base es el triángulo de 
vértices (3, 0, 0), (0, 2. 0) y (0, 0, 0). 

14. Hallar el volumen de la pirámide de altura 6 y cuya base es el triángulo 
de vértices (0, 0, 0), (0, — 7, 0) y (—3, 0, 0). 

15. Hallar un sistema de números directores para cualquier recta perpen¬ 
dicular a cada una de las rectas que tienen [1. —4, 2] y [2, 3, —1] por nú¬ 
meros directores respectivos. 

16. Hallar un sistema de números directores para cualquiera de las rectas 
perpendiculares a los lados del triángulo cuyos vértices son (— 5, I, 2) , 
(3. 0, 2) y (1, -8, 9). 

17. Hallar las relaciones que deben satisfacer las coordenadas de un punto 
P( x, y, z) si debe estar sobre la recta que pasa por los puntos (1, 4. 1) y 
(2, -3, 5). 

18. Hallar las relaciones que deben satisfacer las coordenadas de un punto 
P(x, y, z) si debe estar sobre la recta que pasa por el punto (4, 11, — 2) y 
que tiene por números directores [2, 3, — 1 ] . 

19. Un punto P está sobre la recta que pasa por los puntos (4, 2, 2) y 
(—2, 0, 6). Si la coordenada y de P es 1, hállense sus otras coordenadas. 

20. Una recta l pasa por los puntos (1, — 4, 3) y (4, — 11, 6). Hallar 
las coordenadas del punto en que l corta al plano XY. 

21. Los números directores de una recta l son [5, —3, 4], y la recta pasa 
por el punto (5, —I, 1). Hallar las coordenadas del punto en que l corta al 
plano YZ. 

22. Los números directores de dos rectas /i y f 2 son [—1, —6, 7] y 

[3, 2, —4], respectivamente. El ángulo formado por ti y una recta / es 
de 60°. Hallar los números directores de l si se sabe que es perpendicular a / 2 . 

23. Hallar el punto de intersección de la recta que pasa por los puntos 

(3, —5, 2), (11, —3, 6) y la que pasa por los puntos (5, —3, 2), 
(9. - 5. 6) . 

24. Una recta ti pasa por los puntos (2, 1, — 1), (5, — 1, 3) y otra 

recta l 2 pasa por el punto ( — 4, 2, — 6) y por el punto P cuya coordenada x 

es 2. Hallar las otras coordenadas de P si l¡ es paralela a / 2 . 

25. Hallar el punto de intersección de la recta que pasa por los puntos 
(7, 3, 9) , (1, 1, 1) y la que pasa por los puntos (2, 3, 3), (6, 1, 7) . 



CAPITULO XIY 


EL PLANO 


114. Introducción. En el capítulo precedente, consideramos el 
punto en el espacio y obtuvimos algunas propiedades fundamentales 
del punto y de la recta en la Geometría de tres dimensiones. Ahora 
vamos a comenzar el estudio sistemático de las ecuaciones de las figu¬ 
ras en el espacio. A medida que progresemos en nuestro estudio, 
veremos que una sola ecuación representa , en general, una superficie. 
Una curva en el espacio , en cambio , se representa analíticamente por 
dos ecuaciones rectangulares independientes. Desde este punto de 
vista, parece más simple considerar primero el problema general de las 
superficies. Comenzaremos naturalmente con la más sencilla de todas 
las superficies , el plano. 

115. Forma general de la ecuación del plano. Vamos a obtener 
la ecuación de un plano cualquiera partiendo de sus bien definidas pro¬ 
piedades (Art. 22). En Geometría elemental, se dice que una recta 
es perpendicular a un plano si es perpendicular a cualquier recta del 
plano que pase por su pie. En vista de nuestra definición de ángulo 
formado por dos rectas que se cruzan (Art. 110), diremos ahora que 
una recta es perpendicular a un plano si es perpendicular a toda recta 
del plano, sin considerar si la recta del plano pasa por el pie de la 
perpendicular o no. Hay un número infinito de rectas perpendiculares 
a un plano ; cada una de tales rectas se llama normal al plano. 

Sea Pi (xi, y \, zi ) un punto fijo cualquiera y n una recta fija 
cualquiera en el espacio. Sean [ A , B , C ] los números directores 
de n. Queremos hallar la ecuación del plano único que pasa por el 
punto Pi y es perpendicular a la recta n . 

Sea P(x, y, z) un punto cualquiera, diferente de Pi, sobre el 
plano (fig. 164). Sea l la recta que pasa por los puntos Pi y P, y 
que, por tanto, está contenida en el plano. Entonces l y n son 
perpendiculares entre sí. Por el corolario 2 del teorema 5, Artículo 111, 
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los números directores de l son [ x — Xi , y — yi , z — zi ]. Por tanto , 
por el corolario 2 del teorema 7 , Artículo 112 , tenemos 

A(x — xi) + B(y — yi) + C(z — zi) = 0 , (1) 

y esta es la condición que debe satisfacer cualquier punto del plano. 
La ecuación (1) puede escribirse en la forma 

Ax + By + Cz — (Axi + Byi + Czi ) = 0 , 

y como la expresión encerrada entre paréntesis es una constante y, 

por tanto , puede reemplazarse por 
Z el término constante — D , resulta 

que la ecuación es de la forma 

Ax + By + Cz+ D = 0. (2) 

Recíprocamente, si PAx 2, y-¡, zf) 
es un punto cuyas coordenadas sa¬ 
tisfacen la ecuación (2 ) y, por 
tanto , a la ecuación (1), se veri¬ 
fica que 
y 

A(x 3 — an) + B(yi — y 1) 

+ C(z2 ~ zi) = 0, 

Fig. 164 y como esta igualdad establece que 

la recta l', que pasa por los pun¬ 
tos Pi y P2 es perpendicular a la normal n y , por tanto , está sobre 
el plano, resulta que el punto P 2 que está sobre l' está también so¬ 
bre el plano. Por tanto, la ecuación (2) es la ecuación del plano. 
Se le llama forma general de la ecuación del plano. 

Este resultado se expresa en el siguiente 

Teorema 1. Lo ecuación general de un plano es de la forma 
Ax + By + Cz + D = 0, 

en donde A , B , C y D son constantes, y [ A , B , C ] son los núme¬ 
ros directores de su normal. 

Vamos a establecer ahora el recíproco del teorema 1 : 

Teorema 2. Toda ecuación lineal de la forma 
Ax + By + Cz + D = 0, 

en la que por lo menos uno de los tres coeficientes A , B y C es diferente 
de cero, representa un plano cuya normal tiene por números directo¬ 
res [A , B , C ]. 
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Demostración. La ecuación 

Ax + By + Cz + D = 0 , (2) 

tiene un número infinito de soluciones. En efecto , por hipótesis, uno 
por lo menos de los tres coeficientes A , B y C es diferente de cero. 
Si suponemos que A ^ 0 , podemos escribir 


B C D 



Ahora estamos en libertad de asignar cualquier par de valores a y y a z 
y calcular el valor correspondiente de x; cada terna tal de valores 
representa una solución de la ecuación ( 2 ) y, en consecuencia, las 
coordenadas de un punto que está sobre el lugar geométrico de la 
ecuación (2). Sean P¡(x¡, yi , Zi) y Pz (x 2 , yz , zz) dos de estos 
puntos. Tendremos : 

Ax! + Byi + Czi + D = 0 , (3) 

Axz + Byz + Czz + D = 0 . (4) 

Restando la ecuación (4) de la ecuación (3), resulta 

A{xí — x 2 ) + B(yi — y 2 ) + C(zi — z 2 ) = 0. (5) 

Sea l la recta que pasa por Pi y Pz. Sea P¡ (xz, ya, zs) otro 
punto cualquiera, diferente de Pi y P 2 , de la recta l. Entonces, 
como un plano contiene a todos los puntos de la recta que pasa por dos 
de sus puntos, podemos demostrar que la ecuación ( 2 ) representa 
un plano demostrando que las coordenadas de Ps satisfacen a esta 
ecuación. 

Por el corolario 2 del teorema 5 , Artículo 111, los números direc¬ 
tores de l , obtenidos a partir de Pi y P 2 , son 

[ xi — x 2 , j/i — yz, zi - z 2 ], 

y, obtenidos a partir de Pi y Ps, son 

[ x¡ — x 3 , y¡ — ys, zi - z 3 ]. 

Como estos son números directores para la misma recta 1 , debemos 
tener (Art. 112 ), 

xi-Xq- k(x 1 — Xa), 2/1 — 2/2 = k(Vi — ys) , 

zi — z 2 — k(z\ — za); k ^ 0 . 

Sustituyendo estos valores en la ecuación (5), obtenemos 

Ak(x i — xa) + Bk(yi — ya) + Cfc(zi — z») = 0, 
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de donde , como k ^ 0, resulta : 

A{xi — i 3 ) + B{yi — y-i ) + C(2i - 23) = 0. (6) 

Si restamos la ecuación (6) de la ecuación (3), obtenemos 
Ax¡ + Byi + Cz¡ + D = 0 , 

lo que demuestra que el punto Ps está sobre el lugar geométrico de la 
ecuación (2). Por tanto, la ecuación (2) representa un plano. Ade¬ 
más, las ecuaciones (5) y (6) muestran que la normal a este plano 
tiene por números directores [A , B , C ] . Esto completa la demos¬ 
tración . 

Ejemplo 1. Hallar la ecuación del plano que pasa por el punto 
Pi(— 2, — 1, 5) y es perpendicular a la recta l determinada por los puntos 
P2 (2, - 1, 2) y P 3 (- 3, 1, - 2) . 

Solución. Por el corolario 2 del teorema 5. Artículo 111, los números 
directores de í son [ — 3 — 2, 1 + 1, — 2 — 2], o sea, [5, — 2, 4]. Como / 
es perpendicular al plano, los números directores de su normal son también 
[5, - 2, 4] . Por tanto, por pasar el plano por el punto Pi(— 2, — 1, 5] , 
Leñemos que la ecuación buscada del plano es 

5(jr + 2)-2(„ + l) + 4(z — 5) = 0 

o sea, 

Íjc - 2y + 4z - 12 = 0. 

Ejemplo 2. Hallar la ecuación del plano que pasa por los tres puntos no 
colineales Pr(2, -1, 1). P a (-2, 1. 3) y P s(3, 2, -2). 

Solución. Como se nos han dado tres puntos del plano, nos queda por 
determinar simplemente los números directores de la normal al plano. Los nú¬ 
meros directores del segmento P1P2 son [-2—2, 1 + 1, 3 — 1], o sea, 
[2, — 1, — 1 ], y los del segmento Pi P 3 son [3—2, 2 + 1, —2—1], o 
sea, [1, 3. —3]. Como estos segmentos están en el plano, son ambos per¬ 
pendiculares a su normal. Por tanto, por el artificio de los números directores 
(Art. 113), los números directores de la normal son 


- 1 - 1 

- 1 2 

2 

- 1 

3-3 ’ 

-3 1 = 5 ' 

1 

3 


Consecuentemente, usando las coordenadas del punto Pi(2, —1, 1), hallamos 
que la ecuación buscada es 

6(jc -2) + 5(y + l) + 7(z - 1) = 0 

o sea, 

6jr + 5 y + 7z — 14 = 0. 

116. Discusión de la forma general. En el artículo anterior hemos 
obtenido que la forma general de la ecuación de cualquier plano, es 

Ax + By + Cz+D = 0, (1) 
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en donde [A , B, C ] son I09 números directores de la normal. Como 
por lo menos uno de los coeficientes A , B y C es diferente de cero, 
supongamos que A 0 . Entonces podemos escribir la ecuación en la 
forma 

x + ^ y + ^ z + ^X = (2) 

La ecuación ( 2 ) contiene tres constantes arbitrarias independientes. 
Por tanto , analíticamente , la ecuación de cualquier plano queda perfec¬ 
tamente determinada por tres condiciones independientes. Geométrica¬ 
mente , un plano también queda determinado por tres condiciones 
independientes; por ejemplo, tres puntos dados no colineales deter¬ 
minan un plano único. 


Ejemplo 1. Hallar la ecuación del plano determinado por los tres puntos 
no colineales Pi (2, — 1, 1), P 2 ( — 2, 1, 3) y P 3 (3, 2. —2). 

Solución. Este problema es idéntico al ejemplo 2 del Artículo 115, pero 
vamos a emplear un método diferente para su solución. 

La ecuación buscada es lineal de la forma (1) anterior; hay que encontrar los 
valores de los coeficientes. Como los puntos P 1, P 2 y P3 están sobre el plano, 
sus coordenadas deben satisfacer su ecuación, y tenemos, respectivamente, 

2A — B 4- C + D = 0, 3 

— 2A + B + 3C + D = 0, Í (3) 

3A +2B - 2C + D = 0. j 


Podemos resolver este sistema para tres cualesquiera de las literales en términos 
de la cuarta, siempre que esta última no sea igual a cero. Si D 0, la solu¬ 
ción del sistema (3) es 


A = -\d, b = -±-d. c 


D_ 

2 


Sustituyendo estos valores de A, B y C en la forma general (I), obtenemos 

-7 0 "Tr ~f 2 + c -“' 


Dividiendo toda la ecuación por D yí 0, y simplificando, obtenemos como 
ecuación del plano 

bx + 5y + 7z — 14 = 0. 


Una de las partes más importantes de la Geometría analítica es la 
construcción de figuras a partir de sus ecuaciones. La construcción de 
una superficie se facilita considerablemente por la determinación de sus 
intersecciones con los ejes coordenados y de sus trazos sobre los planos 
coordenados. 
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Definiciones. Llamaremos intercepción de una superficie sobre 
un eje coordenado a la coordenada correspondiente del punto de inter¬ 
sección de la superficie y el eje coordenado. 

La traza de una superficie sobre un plano coordenado es la curva 
de intersección de la superficie y el plano coordenado. 

Vamos a ver ahora cómo se obtienen las intercepciones y trazas 
de cualquier plano a partir de su ecuación. La intersección de un 
plano y el eje X es un punto que está sobre el eje X. Ambas coor¬ 
denadas y y 2 de tal punto son cero. Por tanto , haciendo y = z = 0 
en la ecuación ( 1 ) y despejando x, hallamos la intercepción de este 

plano sobre el eje X que es — -y-. Análogamente, las intercepciones 

sobre los ejes Y y Z son — ~ y — -77 , respectivamente. 

n C 

La intersección de un plano y el plano Z7 es una recta que está 
en el plano XY. La coordenada z de cualquier punto del plano XY 
es igual a cero. Por tanto , haciendo z = 0 en la ecuación (1) , obte¬ 
nemos la ecuación 

Ax + By + D = 0. 

Esta ecuación sola, sin embargo, no es suficiente para identificar la 
traza del plano ( 1 ) sobre el plano XY. Debemos indicar también 
que la traza está sobre el plano XY empleando la ecuación z = 0. 
Por tanto, la traza del plano ( 1 ) sobre el plano XY está represen¬ 
tada analíticamente por las dos ecuaciones 

Ax + By -f D = 0, z = 0. 

Tenemos aquí el primer ejemplo del hecho de que una curva en el espa¬ 
cio se representa analíticamente por dos ecuaciones independientes. 
Análogamente, haciendo y = 0 en la ecuación (1), hallamos que las 
ecuaciones de la traza del plano (1) sobre el plano XZ son 

Ax + Cz + D — 0, y = 0 ; 

y, haciendo x = 0 en la ecuación ( 1 ), hallamos que las ecuaciones 
de la traza sobre el plano YZ , son 

By + Cz -(- D = 0, x = 0. 

Ejemplo 2. La ecuación de un plano es 

4* + 6p + 3z — 12 = 0. (4) 


Hallar sus intercepciones con los ejes coordenados y las ecuaciones de sus trazas 
sobre los planos coordenados. Construir la figura. 
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Solución. Haciendo t/ = z = 0 en la ecuación (4) y despejando x. halla¬ 
mos que la intercepción con el eje X es 3. Similarmente hallamos que las in¬ 
tercepciones con los ejes Y y Z son 2 y 4, respectivamente. 

Haciendo z = 0 en la ecuación (4) , hallamos que las ecuaciones de la traza 
sobre el plano XY son 

2x + 3p — 6 ■= 0. z — 0. 

Análogamente, se halla que las ecuaciones de las otras dos trazas son 
4 jc + 3z — 12 = 0, y — 0, sobre el plano XZ: 

2y + z — 4 = 0, x = 0, sobre el plano YZ. 

Las intercepciones y trazas aparecen en la figura 165. Evidentemente, las 
trazas limitan aquella porción de! plano situada en el primer octante. Como un 


Z 



Fig. 165 

plano es ilimitado en extensión, podemos trazar solamente una parte de él. La 
porción que aparece en la figura 165 será suficiente, en general, para nuestros 
propósitos. 


EJERCICIOS. Grupo 63 


Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Hallar la ecuación del plano que pasa por el punto (5. — 1, 3) y cuya 
normal tiene por números directores [1, —4, 2]. 

2. Un plano pasa por el punto (3, 3, —4), y los cosenos directores de su 
normal son Jjs. — 'Ms> — íís- Hallar la ecuación del plano. 

3. El pie de la perpendicular trazada desde el origen a un plano es el 
punto (1, —2, 1). Hallar la ecuación del plano. 
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4. Desde el punto (5, 4 , — 7) , se ha trazado una recta perpendicular a 
un plano. Sí el pie de esta perpendicular es el punto (2, 2, — 1), hállese la 
ecuación del plano. 

5. Hallar la ecuación del plano que contiene al punto (6, 4, — 2) y es 
perpendicular a la recta que pasa por los puntos (7, — 2. 3) y (1, 4. — 5) . 

En cada uno de los ejercicios 6 y 7, hallar la ecuación del plano que pasa por 
los tres puntos dados. Usese el método del ejemplo 2 del Artículo 115. 

6. (-3. 2, 4). (1. 5, 7), (2, 2, - 1). 

7. (1, 4, - 4), (2, 5, 3), (3, 0, - 2). 

8. Resolver el ejercicio 6 por el método del ejemplo 1 del Artículo 116. 

9. Un plano pasa por el punto (5, — 1, 3). y dos de los ángulos direc¬ 
tores de su normal son a = 60° y f¡ = 45°. Hállese la ecuación del plano. (Dos 
soluciones.) 

10. Hallar la ecuación del plano que pasa por el punto (— 4, 2, 9) y es 
perpendicular al eje Z. 

11. Hallar la ecuación del plano que pasa por el punto (3, —5,7) y es 
paralelo al plano XZ. 

12. Hallar la ecuación del plano perpendicular al segmento A (3, 2, — 7) 
y B (5. — 4. 9) en su punto medio. 

13. Demostrar que los cuatro puntos (2, 1, 3), (3, —5, — 1), 

(— 6, 7,-9) y (— 2, 4, — 3) son coplanares. 

En cada uno de los ejercicios 14-19, partiendo de la ecuación dada del plano, 
hállense sus intercepciones con los ejes coordenados y las ecuaciones de sus trazas 
sobre los planos coordenados. Construyase la figura en cada caso. 


14. 

x + y+z-l=0. 

17. 

x + y + z = 0. 

15. 

x + 2y-z-2 = 0. 

18. 

x + 3y — 6 = 0. 

16. 

5x — 3y + 15r - 15 = 0. 

19. 

2y - 5z + 5 = 0 


20. Hallar el volumen del tetraedro formado por los planos coordenados y 
el plano 6x + 7y + 14z — 42 = 0. 

21. Si A, B, C y D son todos diferentes de cero, demuéstrese que el tetrae¬ 
dro formado por los planos coordenados y el plano Ax -f- By + Cz + D = 0 

tiene un volumen igual a — ———I. 

6 | ABC | 

22. Construir el paralelepípedo rectangular formado por los planos coorde¬ 
nados y por los planos x — 4, y = 3 y z = 2. Hallar su volumen. 

23. Construir el prisma triangular formado por los planos coordenados y 
por los planos x + 2y — 4 = 0 y z — 5=0. Hallar su volumen. 

24. Construir el prisma formado por los planos coordenados y los planos 
y + 3z — 6 = 0 y x — 7 = 0. Hallar su volumen. 

25. Construir el prisma limitado por los planos z — y = 0, y + z = 4, 
z = 0, x = 0 y x — 5. Hallar su volumen. 

117. Otras formas de la ecuación del plano. Supongamos que el 
plano 

Ax + By + Cz + D = 0 (1) 
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tiene por intercepciones respectivas con los ejes X, Y y Z a los nú¬ 
meros a, b y c diferentes de cero, es decir, que determina sobre 
los ejes tres segmentos medidos en magnitud y signo por los números 
a , b y c. Entonces los tres puntos (a, 0 , 0), (0 , b , 0) y (0 , 0 , c) 
están sobre el plano, y sus coordenadas satisfacen la ecuación (1). 
Por tanto , tenemos las tres ecuaciones 

Aa + D 

de donde, 

A = - 


= 0 , Bb + D = 0 , Ce + D = 0 , 


D 

a 


B = — 


D 

b 


c 


Sustituyendo estos valores de A , B y C en la ecuación (1), y divi¬ 
diendo por — D , obtenemos la ecuación 


JL + JL + ± ml , 

abe 


( 2 ) 


La ecuación (2) se conoce como la forma simétrica de la ecuación de 
un plano o forma de las intercepciones , o forma segmentaria. Es una 
forma restringida ya que no se puede aplicar, por ejemplo , a un plano 
que pasa por el origen. Este resultado conduce al siguiente 


Teorema 3 . El plano cuyas intercepciones respectivas con los ejes 
X, Y, y Z son los números a, b y c, diferentes de cero, tiene como 
ecuación 


JL + X+J..1. 

abe 


Consideremos ahora que el plano (1) contiene a los tres puntos no 
colineales Pi(xi, yi, zi), P 2 (x 2 , 1 / 2 , 22 ) y 2 / 3 , 23 ). Enton¬ 

ces deben cumplirse las tres condiciones siguientes 

Ax 1 + Byi + Czi + D = 0, 

Ax 2 + By 2 + Cz! + D = 0, 

Ax 3 + By t + Czs + D = 0. 

Estas tres ecuaciones, juntas con la ecuación (1), constituyen un 
sistema de cuatro ecuaciones lineales homogéneas en A , B, C y D . 
Dicho sistema tiene una solución diferente de cero, solamente en el 
caso de ser cero el determinante del sistema (Apéndice IB, 6 ; teore¬ 
ma) , es decir, el determinante de los coeficientes. 
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Según esto debe verificarse la igualdad : 


X 

y 

z 

1 

Xi 

yi 

Zl 

1 

X2 


Z2 

1 

X3 

V* 

Z3 

1 



(3) 


El estudiante debe demostrar que la ecuación (3) es la ecuación 
del plano que pasa por los tres puntos P\, P 2 y , por medio del 
método empleado en la deducción del teorema 13, Artículo 35. Tene¬ 
mos entonces el siguiente 


Teorema 4 . La ecuación del plano que pasa por los tres puntos 
dados no colineales , Pi(xi , y¡, zi), P 2 (x 2 , y 2 , z 2 ) y Pa(x 3 , y3, z¡), 
en forma de determinante es 



X 

y 

z 

1 

Xt 

yi 

Zl 

1 

x 2 

y* 

z 2 

1 

X3 

ys 

Z3 

1 


NOTA. La ecuación (3) se conoce también con el nombre de forma de los 
tres puntos de la ecuación de un plano. 


118. Posiciones relativas de dos planos. En este artículo vamos 
a considerar las posiciones relativas que pueden ocupar dos planos 
cualesquiera cuyas ecuaciones, en su forma general, son : 


Ax + By + Cz + D = 0, 

(1) 

A'x + B'y + C'z + D' = 0. 

(2) 


El ángulo formado por dos planos se define como el ángulo que 
forman sus normales respectivas. Por tanto, hay dos valores para 
este ángulo , suplementarios entre sí. Si los núneros directores respec¬ 
tivos de las normales a los planos (1) y (2) son [A,B,C] y 
[ A', B', C '] , resulta , como una consecuencia directa del teorema 7 
del Artículo 112, el siguiente 

Teorema 5 . El ángulo 6 formado por los dos planos 


Ax + By + Cz + D = 0 y A'x + B 'y + C ’z + D' = 0 
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está determinado por la fórmula 

AA' 4- BB' 4- CC' 

eos 6 = ± ,. — ,. = . 

V A 2 + B 2 + C 5 V A' 2 + B /2 + C /2 

Si los planos (1) y (2) son paralelos, sus normales son paralelas. 
Luego, por el corolario 1 del teorema 7, Artículo 112, una condición 
necesaria y suficiente para el paralelismo de dos planos está dada por 
las relaciones 

A = kA ', B = kB', C = kC', (3) 

en donde k es una constante diferente de cero. 

Si los planos (1) y (2) son perpendiculares, sus normales son 
perpendiculares. Por tanto , por el corolario 2 del teorema 7 , Artícu¬ 
lo 112, una condición necesaria y suficiente para la perpendicularidad 
está dada por la relación 

AA' + BB' + CC' = 0. (4) 

Dos planos son idénticos o coincidentes solamente en el caso de ser 
paralelos y tener un punto común. Supongamos que los planos (1) y (2) 
son paralelos y que tienen el punto P\ ( Xi , J/i , «i) común. Por ser 
paralelos se deben cumplir las relaciones (3), y podemos escribir la 
ecuación (1) en la forma 

kA'x + kB'y + kC'z + D = 0. (5) 

Multiplicando la ecuación (2) por k, obtenemos 

kA'x A- kB'y + kC'¿ + kD' = 0. (6) 

Como el punto P i está sobre ambos planos, sus coordenadas 
(si, y\, z\) deben satisfacer a las ecuaciones (1) y (2), y, por tan¬ 
to, también a las ecuaciones (5) y (6), de las cuales tenemos, res¬ 
pectivamente , 

kA'x i + kB'yi + kC'zi + D = 0, (7) 

kA'x i 4 kB'y\ + kC'zi + kD' = 0. 

Como los primeros miembros de ambas ecuaciones (7) y (8) son 
constantes e iguales a cero , son iguales entre sí, de donde 

D = kD'. 

Combinando este último resultado con las relaciones (3) anteriores, 
tenemos, como una condición necesaria y suficiente para la coinciden¬ 
cia de los planos (1) y (2), las relaciones 

A = kA ', B = kB', C — kC ', D = kD '; (fc^O). (9) 
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Un resumen de los resultados anteriores viene dado en el siguiente 
Teorema 6. Dados dos planos 

Ax + By + Cz + D = 0 y A'x + B'y + C'z + D' = 0 , 
son condiciones necesarias y suficientes para 

a) Paralelismo, que A = k A ', B = kB', C = kC', (k ^ 0) ; 

b) Perpendicularidad, que A A' + BB' + CC' = 0 ; 

c) Coincidencia, que A = kA', B = kB', C = kC', D = kD', 

(k^O). 

NOTA. El estudiante debe comparar este teorema con el teorema 6 del Ar¬ 
tículo 30. 


Ahora estamos en posibilidad de considerar los casos especiales de 
la forma general de la ecuación de un plano , 

Ax+By + Cz+D- 0, (1) 

en la que uno, por lo menos , de los coeficientes A , B y C es dife¬ 
rente de cero. 

Consideremos primero el caso en que C = 0, de manera que la 
ecuación (1) toma la forma especial 

Ax + By + D = 0. (10) 

Los números directores de la normal al plano (10) son [A , B, 0], 
Los números directores del eje z son [ 0 , 0 , 1 ], y el eje z es normal 
al plano XY. El piano (10) y el plano XY satisfacen la condición de 
perpendicularidad dada en el apartado (6) del teorema 6, ya que 

A (0) + B{ 0) + 0(1) = 0. 

Análogamente, podemos demostrar que los planos Ax + Cz + D = 0 
y By + Cz + D = 0 son perpendiculares a los planos XZ y YZ, res¬ 
pectivamente . Se desprende en cada caso, también , que el plano es 
paralelo al eje coordenado a lo largo del cual se mide la variable que no 
aparece en la ecuación. Este resultado se expresa mediante el siguiente 

Teorema 7. Una ecuación lineal que contiene únicamente dos varia¬ 
bles representa un plano perpendicular al plano coordenado de esas dos 
variables, y es paralelo al eje coordenado a lo largo del cuál se mide la va¬ 
riable que no aparece en la ecuación, y reciprocamente. 


Nota. Por lo estudiado en la Geometría analítica plana, el lector puede 
pensar que la ecuación (10) representa una línea recta. Debe observar, sin 



EL PLANO 


353 


embargo, que aquí y en nuestro estudio posterior de la Geometría analítica de 
tres dimensiones, una sola ecuación en una, dos o tres variables, si tiene un 
lugar geométrico, representa en el espacio una superficie y no una curva. 

Consideremos ahora la ecuación lineal homogénea en dos variables, 
es decir, una ecuación en la cual falte el término constante. Enton¬ 
ces , para D = 0, la ecuación (10) toma la forma 

Ax+By = 0. (11) 

Este plano pasa por el origen , y como es perpendicular al plano XY , 
debe pasar también por el eje Z . Análogamente , podemos demostrar 
que los planos Ax-\-Cz = 0 y By-\-Cz = 0 pasan por los ejes Y y X , 
respectivamente. Por tanto , tenemos el siguiente 

Corolario . Una ecuación lineal homogénea en dos variables repre¬ 
senta un plano que pasa por el eje coordenado a lo largo del cual se mide 
la variable que no aparece en la ecuación, y reciprocamente. 

Finalmente , consideremos la ecuación lineal en una variable sola¬ 
mente . Supuesto B = C — 0 , la ecuación (1) toma la forma 

Ax + D = 0. (12) 

Los números directores de la normal al plano (12) son [A, 0, 0] o 
[ 1, 0 , 0 ] . Los números directores del eje X son [ 1, 0, 0 ]. Por 
tanto, el plano (12) es perpendicular al eje X y, en consecuencia, 
es paralelo al plano YZ. Análogamente, podemos demostrar que el 
plano By + D = 0 es perpendicular al eje Y y paralelo al plano XZ , 
y que el plano Cz + D = 0 es perpendicular al eje Z y paralelo al 
plano XY. Por tanto , tenemos el siguiente 

Teorema 8. Una ecuación lineal en una sola variable representa 
un plano perpendicular al eje coordenado a lo largo del cual se mide esa 
variable y paralelo al plano de las dos variables que no figuran en la 
ecuación, y reciprocamente . 

Corolario . Las ecuaciones x = 0, y = 0 y z = 0 representan , 
respectivamente, a los planos coordenados YZ, XZ y XY, y recipro¬ 
camente . 

El estudiante debe tabular los resultados de los teoremas 7 y 8 y 
sus corolarios y observar la simetría en las letras x, y y z. (Véase el 
ejercicio 6 del grupo 50 , Art. 109.) 

Ejemplo 1. Hallar la ecuación del plano que pasa por el punto 
P (2, 1, — 3) y es paralelo al plano 5x — 2y + 4z — 9 = 0. 

Le h monis- — 23. 
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Solución. Por el teorema 6 del Articulo 118, la ecuacióa buscada es 

5x - 2t/+ 4z + fe ~ 0, (13) 

en donde fe es una constante cuyo valor debe determinarse. Como este plano 
pasa por el punto P las coordenadas (2, 1, — 3) deben satisfacer la ecua¬ 
ción (13) , y tenemos 

5 . 2 - 2 . 1 + 4(- 3)+ fe = 0. 
de donde fe = 4. Por tanto, la ecuación buscada es 

5x — 2y + 4z -|- 4 = 0. 

Ejemplo 2. Hallar la ecuación del plano perpendicular al plano XY y que 
pasa por los puntos Pi(l, 5, — 3) y P 2 (— 5, —4, 11). 

Solución. Como el plano buscado es perpendicular al plano XY, su ecua¬ 
ción, por el teorema 7 del Artículo 118, debe ser de la forma 

Ax + By + D = 0. (14) 

Como el plano (14) pasa por los puntos P 1 y P 2 . las coordenadas de estos 
puntos deben satisfacer a la ecuación (14) , y tenemos las dos ecuaciones 

A + 5B + D = 0, (15) 

- 5A - AB + D = 0. (16) 

La solución de las ecuaciones (15) y (16) para A y B en términos de D da 
A = % fyD. B = — %D. Sustituyendo estos valores en la ecuación (14) y divi¬ 
diendo por D 0, hallamos la ecuación buscada 

3* — 2y + 7 = 0. 

Ejemplo 3. Hallar la ecuación del plano que pasa por el punto 
P (5, 2, — 3) y es perpendicular a cada uno de los planos 2 jc — y -f 2z —9 = 0 
y x + 3t/ — 5z + 3 = 0. 

Solución. Podríamos usar el método del ejemplo 2. pero aquí seguiremos 
otro método. 

Primero vamos a hallar los números directores de la normal al plano buscado. 
Esta normal es perpendicular a cada una de las normales a los planos dados. Por 
tanto, por el artificio de los números directores (Art. 113), sus números direc¬ 
tores son 


- 1 2 I l 

2 2 

= 12, 

2 - 1 




3 - 5 ! 

- 5 1 


1 3 


Por tanto, la ecuación del plano que pasa por el punto P(5, 2, — 3) y tiene 
una normal cuyos números directores son [1, — 12, — 7] es 

1 (jc — 5) — 12(|/ — 2) — 7(z + 3) = 0 

o sea, 

x — 12 y — 7z — 2 — 0. 
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EJERCICIOS. Grupo 64 

Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Hallar la ecuación del plano cuyas intercepciones respectivas con los ejes 
X, Y y Z son — 5, 3 y 1. 

2. La ecuación de un plano es 2x — 3y + 9z = 1. Escribir la ecuación en 
la forma simétrica. 

3. Escribir en forma de determinante la ecuación del plano que pasa por los 
tres puntos (6, 2, 0), (4. — 1, 2) y (3, 4, —1). A partir de ella hállese la 
forma general de la ecuación del plano. 

4. Si de los cuatro puntos (jc i. yi. zi). (* 2 . y 2 , za) . (* 3 . y 3 . z 3 ) y 
(xí, y¿. Z4 ) no hay tres que sean colineales, demuéstrese que una condición 
necesaria y suficiente para que sean coplanares está dada por el determinante 



Xl 

yi 

z 1 

X 2 

yi 

Z 2 

X3 

ys 

Z 3 

X 4 

y i 

Z 4 


(Véase el corolario del teorema 12. Art. 34.) 

5. Demostrar que los cuatro puntos (1, 0, — 4), (2, — 1, 3) 

(—2, 3, 5) y (—1. 2, 4) son coplanares. 

6. Hallar el ángulo agudo formado por los planos 3x +y — z + 3 *= 0 y 
x — y + 4z— 9 = 0. 

7. Hallar el ángulo agudo formado por el plano ?je + 4y — z + 8 = 0 y 
el plano XY- 

8. Deducir el apartado (a) del teorema 6 directamente del teorema 5 del 
Artículo 118. 

9. Deducir el punto (6) del teorema 6 directamente del teorema 5 del Ar¬ 
ticulo 118. 

10. Obtener el corolario del teorema 8, Artículo 118, considerando las co¬ 
ordenadas de un punto que está en un plano coordenado. 

11. Construir las figuras respectivas para ilustrar cada uno de los planos 
especificados en los teoremas 7 y 8 y en sus corolarios (Art. 118). 

12. Si dos planos son paralelos, demuéstrese que sus trazas sobre cualquiera 
de los planos coordenados son dos rectas paralelas. 

13. Hallar la ecuación del plano que pasa por el punto (3, —2,6) y es 
paralelo al plano 4y — 3z + 12 = 0. 

14. Hallar la ecuación del plano perpendicular al plano XY y que pasa por 
los dos puntos (2, — 2, 11) y (-7, — 8, — 3). 

15. Hallar la ecuación del plano perpendicular al plano 4 jc —3y+2z — 9 = 0 
y que pasa por los dos puntos (2, — 6, 4) y (3, —7, 5). 

16. Hallar la ecuación del plano que pasa por el punto (4, —2, 1) y es 
perpendicular a cada uno de los planos 

x — 3y + 4z — 9 = 0 y 2* + 2y — z + 11 = 0. 

17. Hallar la ecuación del plano perpendicular al plano XZ y que pasa por 
los dos puntos (4, —7,2) y (12, —11, 7). 
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18. Hallar la ecnación del plano perpendicular al plano 3 jc — 2y + 5z — 1 = 0 
y que pasa por los dos puntos (4, — 2, 2) y (1, 1, 5). 

19. Hallar la ecuación del plano que pasa por el punto (3, — 1, 0) y es 
perpendicular a cada uno de los planos 

4jc — y — z — 1=0 y 2x + y + 3z — 6 = 0. 

20. Hallar la ecuación del plano que pasa por el eje Y y por el punto 
(8, 4. - 6) . 

21. Hallar la ecuación del plano perpendicular al plano YZ y que pasa por 
los dos puntos (2, — 1, 4) y (1.3, — 7) . 

22. Hallar la ecuación del plano que pasa por el eje Z y por el punto 
(4, - 1 . 7). 

23. Un plano pasa por el punto (3, 1, — 1) , es perpendicular al plano 
2* —2y + z + 4 = 0, y su intercepción con el eje Z es igual a — 3. Hállese 
su ecuación. 

24. Hallar la ecuación del plano que pasa por los puntos (1, 3, 0) y 
(4, 0, 0) y forma un ángulo de 30° con el plano x+y+z— 1=0. (Dos soluciones.) 

25. Un plano es paralelo a cada una de las rectas que tienen por números 
directores respectivos [1, — 3, 2] y [3, 7, — 1]. Hallar la ecuación del plano 
si, además, pasa por el punto (5, 1, — 1). 

26. Determinar el valor de k para que los dos planos kx — 2y 2z — 7 = 0 
y 4x + ky — 6z + 9 = 0 sean perpendiculares entre sí. 

27. Hallar la ecuación del plano que pasa por los puntos (1, 0, — 1) y 
(2, 0, 2) y forma un ángulo de 60° con el plano 2x — 2y + z + 6 = 0. (Dos 
soluciones.) 

28. Hallar la ecuación del plano que pasa por el punto (— 2, 3, — 1) y es 
paralelo a las dos rectas que tienen por números directores respectivos 
[2, -3. 0] y [- 1. 2, 3]. 

29. Un plano pasa por los puntos Pi (xi, y¡. zi) y P¡{x 2 . t/ 2 , Z 2 ) yes 
perpendicular al plano Ax + By + Cz + D = 0. Demostrar que su ecuación 
puede escribirse en la forma 

x y z 1 
x\ y 1 zi 1 

X 2 y¡ Z2 I 

ABC 0 

30. Un plano pasa por el punto P 1 (jcj, y t . zj) y es perpendicular a cada 
uno de los planos Aix + Biy + C¡z + Di = 0 y A 2 * + Bsy + C 2 Z ■+■ D 2 = 0. 
Demostrar que la ecuación puede escribirse en la forma 

x y z I 
jc 1 yi zi 1 
Ai B 1 Ci 0 
A 2 B 2 C 2 0 

119. Forma normal de la ecuación del plano. Sean el origen O 
y el punto P¡ (xi , yi, zi ) los extremos de un segmento dirigido de 
longitud dada p y cuyos ángulos directores son a, (3, y (fig. 166). 


= 0 . 
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Adoptaremos el convenio de que el segmento OPi está dirigido de 
O a Pi y que su longitud p es un número positivo. Vamos, pues, a 
obtener la ecuación del único plano que pasa por Pi y es perpendicu¬ 
lar a OPi. 

Sea P (x, y, 2 ) un punto cualquiera del plano, diferente de P 1 . 
Tracemos el segmento PiP. Por el teorema 3 del Artículo 110, las 
coordenadas del punto Pi son 

xi = p eos a , yi = p eos |3 , zi = p eos y. 

Por tanto , por el corolario 2 del teorema 5 , Artículo 111, un sistema 
de números directores para PiP es [x — p eos a, y — p eos |3 , 
2 — p eos y ] ■ También un sistema de números directores para OPi es 


Z 



Fig. 166 

1 eos a , eos |3 , eos y ] . Ahora bien , si el punto P está sobre el plano 
los segmentos OPi y PiP son perpendiculares entre sí. Por tanto, 
por el corolario 2 del teorema 7, Artículo 112, las coordenadas del 
punto P deben satisfacer la condición necesaria y suficiente expresada 
por la relación 

eos a(i-pcosa) + eos (3 (y ~ p eos (3) + eos y (2 — p eos y) = 0 , 

que es la ecuación buscada del plano. Desarrollando el primer miem¬ 
bro , obtenemos 

x eos a + y eos [3 + z eos y ~ p (eos 2 a + eos 2 [3 + eos 2 y ) = 0, 

la cual, por el teorema 4 del Artículo 110 , se reduce a 

x eos a -f y eos (3 + z eos y — p = 0. 

Esta ecuación se llama forma normal de la ecuación del plano, y de 
aquí el teorema siguiente. 
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Teorema 9. La forma normal de la ecuación de un plano es 
x eos a + y eos P + z eos y — p = 0, 

en donde p es un número positivo numéricamente igual a la longitud de 
la normal trazada por el origen al plano , y a, (5 y y son los ángulos 
directores de dicha normal dirigida del origen hacia el plano . 

Vamos a considerar ahora el paso de la forma general de la ecuación 
del plano 

Ax + By+ Cz+ D = 0, (1) 

a su forma normal, 

x eos a + jí eos P + z eos y — p = 0. (2) 

Si las ecuaciones (1) y (2) representan el mismo plano, entonces, 
de acuerdo con el apartado (c) del teorema 6 , Artículo 118 , se deben 
cumplir las cuatro relaciones siguientes entre sus coeficientes corres¬ 
pondientes : 


eos a *■ kA , 

(3) 

eos P = kB , 

(4) 

eos y — kC, 

(5) 

— p — kD , 

(6) 


en donde k es una constante diferente de cero. 

Si elevamos al cuadrado ambos miembros de cada una de las ecua¬ 
ciones (3), (4) y (5), y sumamos, obtenemos 

eos 2 a + eos 2 P + eos 2 y = k 2 (A 2 + J3 2 + C 2 ), 

la cual, por el teorema 4 del Artículo 110 , se reduce a 


1 = k 2 (A 2 + B 2 + C 2 ), 

de donde, 

k — ± _ * 

VA 2 + B 2 + C 2 ' 


Por tanto, si multiplicamos la ecuación (1) por este valor de k , se 
deduce, de las relaciones (3), (4), (5) y (6), que la forma nor¬ 
mal de la ecuación (1) está dada por 

kAx + kBy + kCz + kD = 0, 


en donde k = ± - = . 

V A 2 + B 2 + C 2 


(7) 
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Como la normal al plano es una recta dirigida y tiene , por tanto , 
un sistema único de cosenos directores, es evidente que no podemos 
usar ambos signos de k en la ecuación (7). Para determinar el signo 
que se ha de usar, adoptamos ciertos convenios que establecemos a 
continuación en el siguiente 

Teorema 10. La forma general de la ecuación de un plano 

Ax + By + Cz + D = 0, (1) 

puede reducirse a la forma normal, 

x eos a + y eos |3 + z eos y — p = 0, 

dividiendo cada término de (1) por r = ± V A 2 -f B 2 + C 2 , en don¬ 
de el signo que precede al radical r se escoge como sigue: 

a) Si D ^ 0, r es de signo contrario a D. 

b) SiD»0¡/C/0,ryC son del mismo signo. 

c) /SíD = C = 0¡/Bjé0,r.|/B son del mismo signo. 

d) Si D = C = B = 0, entonces A 0, y r y A son del mismo 
signo. 

Nota. El estudiante debe comparar este teorema con el teorema 8 del Ar¬ 
ticulo 32. 

Ejemplo. La ecuación de un plano es 2 jc — y + 2z — 6 — 0. Reducir dicha 
ecuación a la forma normal, y hallar la longitud y ángulos directores de la 
normal. 

Solución. Para la ecuación dada, A = 2, B = — 1, C = 2yD = — 6. 
Por tanto, r = =*= y/ A 2 + B 2 + C 1 — ±3. Como D es negativo, dividimos 
la ecuación dada por 3. Esto nos da la forma normal 



Luego la longitud de la normal es 2 y sus ángulos directores son 

a = are eos % = 48° 1P, 

(3 = are eos (— Ys) — 109°28' 
y = are eos }¡ = 48° 11'. 

El estudiante debe dibujar la figura correspondiente a este ejemplo. 

120. Aplicaciones de la forma normal, a) Distancia de un punto 
a un plano. Sea 5 (fig. 167) el plano y P\ (xi, j/i, zi) el punto. 
Vamos a determinar la distancia d de P\ a 5 . 
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Supongamos que la forma normal de la ecuación de 5 es 

* eos a + y eos P + z eos y — p = 0. (1) 

Sea 8' el plano que pasa por Pi y es paralelo a 8 , y sea p' la longi¬ 
tud de la normal trazada desde el origen a 8'. Como se ha convenido, 
p y p' se considerarán como números positivos. 

Como se indicó en el problema análogo de la distancia de un punto 
a una recta en Geometría analítica plana (Art. 33), hay seis casos 
posibles para las posiciones relativas de Pi, 8 y el origen. Solamente 
uno de estos casos aparece en la figura 167. Para llegar a un resultado 

Z 



Fig. 167 


común a todos los casos, emplearemos distancias dirigidas. Según 
esto, vamos a asignar la dirección positiva a la normal ON trazada desde 
el origen al plano 8. La distancia d será considerada siempre como diri¬ 
gida del plano 8 hacia el punto P\ y, por tanto, será positiva o negativa 
según que esta dirección sea igual o no a la dirección ON. Entonces, 
para cada uno de los seis casos posibles de posición de P \, 8 y O, 
tenemos, como en el Artículo 33 , ya sea la relación 


P 1 = P + d (2) 

o la relación 

p'=—(p + d). (3) 


Por ejemplo, la relación (2) es verdadera para el caso representado 
en la figura 167 en donde los ángulos directores de la normal a 8' son 
idénticos a los ángulos directores correspondientes de la normal a 8. 
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Por tanto , por el teorema 9 del Artículo 119 , la forma normal de la 
ecuación del plano 5' es 

x eos a + y eos P + z eos y — p' = 0 , 
la cual, en virtud de la relación (2), puede escribirse en la forma 

x eos a + y eos P + z eos y — (P + d) = 0. (4) 

Si, en cambio, el punto P\ está localizado del lado opuesto del 
origen, es decir, de tal manera que el plano 5' que pasa por él y es 
paralelo a 6 esté de lado opuesto del origen con respecto a 8 , enton¬ 
ces se verifica la relación (3). Pero en este caso los ángulos directores 
de la normal a 8' son ji — a, x — P y x — y , de manera que la 
forma normal de la ecuación del plano 8' es ahora 

x eos (ji — a) + y eos (x — P) + z eos (x — y) — p' = 0, 

la cual, en vista de la relación (3), puede escribirse en la forma 

— x eos a — y eos P — z eos Y+(p + d) = 0. 

Pero esta última ecuación es idéntica a la ecuación (4). Análoga¬ 
mente , podemos demostrar que para los cuatro arreglos restantes la 
ecuación (4.) representa al plano 8'. 

Como el punto P\ está sobre 8', sus coordenadas satisfacen a la 
ecuación (4), y tenemos 

X\ eos a + j/i eos 0 + z\ eos y — (p + d) = 0 , 

de donde 

d = x i eos a + yi eos P + z\ eos y — p. (5) 

Comparando este resultado con la ecuación (1), vemos que la 
distancia dirigida d puede obtenerse, en magnitud y signo, sustitu¬ 
yendo las coordenadas del punto Pi en el primer miembro de la forma 
normal de la ecuación de 8 . 

Si el plano 8 no pasa por el origen, una investigación de los seis 
arreglos posibles muestra que la distancia dirigida d es positiva o 
negativa según que el punto Pi y el origen estén de lados opuestos 
o del mismo lado del plano 8. Si el plano 8 pasa por el origen, el 
signo de 8 debe de interpretarse de acuerdo con las convenciones esta¬ 
blecidas en el teorema 10 del Artículo 119. 

Como la ecuación de un plano se da usualmente en la forma general 


Ax + By + Cz +0=0, 
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el resultado de la ecuación (5) puede expresarse en la forma 

^ __ Ax i 4~ Byi + Czi 4~ D 
± V A 2 + B 2 + C 2 

Un resumen de los resultados precedentes lo establece el teorema 
siguiente. 

Teorema 11. La distancia dirigida d del punto Pi(xi, yt, zi) al 
plano Ax + By + Cz + D = 0 se obtiene por la fórmula 

^ = A xi + Byi + Cz; + D 
± V A 2 + B 2 + C 2 ’ 

en donde el signo del radical se elige de acuerdo con el teorema 10, Ar¬ 
tículo 119. 

Si el plano no pasa por el origen, d es positiva o negativa, según que 
el punto Pi y el origen estén de lados opuestos o del mismo lado del 
plano. 

Si el plano dado pasa por el origen, el signo de d se interpreta de 
acuerdo con las convenciones adoptadas en el teorema 10, Artículo 119, 
para la dirección de la normal al plano y usadas para la determinación 
del signo radical. 

NOTAS. 1. El estudiante debe comparar este teorema con el teorema 10 del 
Artículo 33. 

2. Si se requiere solamente la distancia de un punto a un plano, tomamos 
el valor absoluto de d. 

Ejemplo 1. Hallar la distancia dirigida del punto P (- 3, — 4, 2) al pla¬ 
no 3 jc + 12y — 4z — 39 = 0. Interpretar el signo de esta distancia. 

Solución. Por el teorema 11 anterior, la distancia buscada es 

_ 3 (— 3)+ 12 (— 4) -4(2) - 39 = - 104 _ _ 

-v/3 a + 122 +4 a 13 

El signo negativo indica que el punto y el origen están del mismo lado del plano. 

b) Ecuaciones de los planos bisedores de los ángulos diedros suple¬ 
mentarios formados por dos planos que se cortan. Supongamos que los 
dos planos son 

Aix + Biy + Ciz + Di = 0 
A 2 X -f- Bxy + CiZ -f- Di — 0. 

Las ecuaciones de los planos bisectores se determinan por el mismo 
método empleado en el problema análogo de la Geometría analítica 
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plana, a saber, la determinación de las ecuaciones de las bisectrices 
de los ángulos suplementarios formados por dos rectas que se cortan 
(apartado [b], Art. 33). Por tanto, se deja al estudiante como 
ejercicio la demostración de que las ecuaciones de los planos bisec- 
tores son 

Aix + Ciz -1- Di Aix d~ Biy ~t~ Cíz d~ Di 

± V Ai 2 + Bi 2 + C? = ± V A 2 2 + BS + CV 

y 

A\X Biy d~ C\z d~ Di _ Aix ~b Biy + Cíz d~ D 2 

± v a, ! + s, 2 + C1 2 ± vaTTWT c? ’ 

en donde los signos de los radicales se escogen de acuerdo con el teore¬ 
ma 10, Artículo 119. La distancia entre estos dos planos puede 
calcularse por medio del teorema 11, Artículo 120. 

Ejemplo 2. Hallar las ecuaciones de los planos bisectores de los ángulos 
diedros suplementarios formados por los dos planos 6* — 7y + 6z — 22 = 0 
y Zx + 6y — 3z + 14 = 0. 

Solución. Las formas normales de las ecuaciones de los dos planos dados son 

6* — 7y -f- 6z — 22 „ Zx + by - 3z + 14 

- - — =0 y - - — = 0. 

V 36 + 49 + 36 - V 4 + 36 + 9 

Por tanto, la ecuación de uno de los planos bisectores es 

6* — 7y + 6z — 22 _ Zx + by — 3z + 14 

11 “ - 7 

o sea, 

64* + 17y + 9z = 0. 

y la ecuación del otro es 

6* — 7y + 6z — 22 _ Zx + by — 3z + 14 

11 - 7 

o sea, 

20* - U5y + 75z - 308 = 0. 

EJERCICIOS. Grupo 55 

Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. La normal a un plano tiene una longitud de 5 y dos de sus ángulos 
directores son a = 45°, P «= 60°. Hallar la ecuación del plano. (Dos solu¬ 
ciones. ) 

En cada uno de los ejercicios 2-5, redúzcase la ecuación dada a la forma 
normal, y hállense la longitud y los ángulos directores de la normal. 

2. 8* + 4y — z + 18 = 0. 4. 3* + 4y — 12z = 0. 

3. 6* -f by + 7z — 22 = 0. 5. 3x - 4y - 10 = 0. 
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6. Obtener la forma normal de cada uno de los planos especificados en los 
teoremas 7 y 8 y sus corolarios (Art. 118). Tabular los resultados. 

7. Hallar la ecuación del plano cuya distancia del origen es 5 y cuya nor¬ 
mal tiene por números directores [ — 2, 6, 3]. (Dos soluciones.) 

8. Hallar el valor de k para que la distancia del origen al plano 

3ar — 6y + kz -+- 14 = 0 

sea igual a 2. 

9. Hallar la forma normal de la ecuación del plano que es paralelo al plano 
4ar + y — 8z + 11 = 0yquepasaporelpunto(3, —2, — 1). 

10. Hallar la distancia del origen a cada uno de los planos paralelos 

4x — 4y + 7z — 18 = 0 y 4x — 4y + 7z + 27 = 0. 

De aquí hallar la distancia entre estos dos planos. 

11. La ecuación de un plano 6 es 2jc — y + z — 18 = 0, y las coordenadas 
de un punto P son (2, 1, 6) . Hallar la ecuación del plano que pasa por P y 
es paralelo a 8. Después hallar la distancia de P a 6. 

En cada uno de los ejercicios 12-14, hállese la distancia del punto dado al 
plano dado, e interprétese el signo de la distancia. 

12. jc + 2y - 2z + 12 = 0; (3, - 2, 7) . 

13. 4* — 3y + 12z = 0; (- 5, - 10. - 3) . 

14. 5y + I2z + 26 = 0: (3, 2, - 1). 

15. Hallar la distancia entre los planos paralelos 8x — 4y + z 4- 9 = 0 y 
8ar — 4y 4- z — 36 = 0 calculando la distancia de un punto de un plano al otro. 

16. Hallar la distancia entre los planos paralelos 

6* + 3y — 2z + 14 = 0 y bx + 3y - 2z - 35 = 0. 

17. Demostrar que la distancia d entre los planos paralelos 

Ax + Ay + Cz + Di = 0 y Ax + By + Cz + D 2 = 0 
está dada por la fórmula 

rf = Ifli-Pal 

V A 3 4- B 3 4- C 3 ’ 

Usese este resultado para comprobar el ejercicio 16. 

18. La base de un tetraedro es el triángulo cuyos vértices son (1, — 2, 1) , 
(— 4, 2. — I) y (— 5. 5, 3) . Si el cuarto vértice es el punto (4, 2. — 3) . 
hállese la longitud de la altura trazada desde el vértice a la base. 

19. Hallar el volumen del tetraedro del ejercicio 18. 

20. Hallar la ecuación del plano que es paralelo al de la ecuación 

2jc— y + 2z—9 = 0 

y está a 2 unidades de él. (Dos soluciones.) 

21. Hallar el valor del coeficiente k en la ecuación kx — 2y + 6z 4- 14 = 0 
de un plano, para que la distancia del punto (1, 1, 1) al plano sea igual a — 3. 
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22 . Si la distancia de un plano al origen es p y sus intercepciones con los 

ejes coordenados son a, b y c, demuéstrese que -í— = —!—|—!—|——. 

p‘ o 2 b ¿ c 2 

23. Deducir las ecuaciones de los dos planos bisectores de los ángulos 
diedros suplementarios formados por los dos planos 

Aix -j- A Ciz -|- D i = 0 y A 2 X -|- B?y -|- Caz 4- Da — 0. 

En cada uno de los ejercicios 24 y 25, hállense las ecuaciones de los planos 
bisectores de los ángulos diedros suplementarios formados por lo* dos planos cu¬ 
yas ecuaciones se dan. 

24. x — 4y + 8 z — 9 = 0 y 2x + y — 2z + 6 = 0. 

26. 7x — 4y + 4z + 18 = 0 y bx + 7y — 6 z — 22 = 0. 

26. Hallar e identificar la ecuación del lugar geométrico de un punto que se 
mueve de tal manera que su distancia del plano 2x — y + 2 z — 6 = 0 es igual al 
doble de su distancia del plano x + 2y — 2z + 3 = 0. (Dos soluciones.) 

En los ejercicios 27-31, los vértices de un triángulo T son Pi(jci, yi, zi), 
Pa (xa, ya, z 2 ) y P$(xa, ya, z¡) , su área es A y los ángulos directores de la 
normal a su plano son a, (3 y y. 

27. La proyección ortogonal de T sobre el plano XY es otro triángulo 

cuyos vértices son (jci, yi, 0) , (x 2 , y 2 , 0) y (* 3 . ys- 0) . Por tanto, por 

el teorema 12 del Artículo 34, el área proyectada es 


A* = K 2 


jci yi 1 
xa ya 1 
x 3 y 3 1 


Demostrar, análogamente, que las áreas proyectadas sobre los planos XZ y YZ 
son, respectivamente, 



XI Z 1 1 


yi zi 1 

Ay = Vi j 

x 2 z 2 1 

y Ax = 'A 

ya za 1 


X3 Z 3 1 


y3 z 3 1 


En todos los casos se toma el valor absoluto del determinante. 

28. Por medio del teorema 6 , Artículo 112, demostrar que los ángulos for¬ 
mados por el plano de T y los planos XY, XZ y YZ son y, (3 y a, respec¬ 
tivamente. Demostrar, por tanto, que 


Az = I A eos y |, Ay = | A eos (5 |, A x = I A eos a j. 


29. Partiendo del resultado del ejercicio 28 y el teorema 4, del Artículo 110, 
demostrar que A 2 = A 2 z + A a y + A 2 ;. 

30, Mediante los resultados de los ejercicios 27 y 29 demostrar que el área 
de T está dada por 


/ / y ' 

Zl 

1 

2 

Xl 

Zl 

1 

2 

x 1 

yi 

1 


A = Vi \ y 2 

2 2 

1 

| + 

X 2 

2 2 

1 

i + 

X 2 

ya 

1 

l 2 

y 3 

2 3 

1 


X 3 

2 3 

1 


X 3 


1 
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31. Sea Pi(x 4 , 1 / 4 . zí) un punto cualquiera no contenido en el plano 
de T. Por medio del teorema 4, Articulo 117, y por el teorema 11, Artícu¬ 
lo 120, demostar que la distancia d del punto P 4 al plano de T está dada por 


X 4 

W4 

Z 4 

l 

Xi 


z 1 

l 

X 2 

y* 

Z 2 

1 

£3 

y3 

Z 3 

1 


í 

y\ z 1 1 

2 

XI z 1 1 

2 

|*i yi l 

J 

t/2 Z 2 1 

+ 

X2 Z 2 1 

+ 

*2 y 2 1 


y3 Z3 1 


X3 Z 3 1 


*3 U3 1 


en donde se debe tomar el valor absoluto del numerador. 

32. Por medio de los resultados de los ejercicios 30 y 31, demostrar que el 
volumen de un tetraedro cuyos vértices son P¡(xi, y¡, zi) , P 2 (* 2 , 1 / 2 , z 2 ), 
P 3(^3. ya. Z3) y P 4 (jf4. y4, Z4) está dado por 


x 1 

yi 

Z 1 

1 

X 2 

yz. 

Z 2 

1 

X 3 

y¡ 

z 3 

l 

X4 

y 4 

Z 4 

1 


debiéndose tomar el valor absoluto del determinante. 

33. Hallar el volumen del tetraedro cuyos vértices son (—4, 6 , 3), 
( 8 , - 3, 5), (4, 0, - 1) y (5, 3. 9). 

34. Usar el resultado del ejercicio 32 para resolver el ejercicio 4 del grupo 54, 
Artículo 118. 

35. Usar el resultado del ejercicio 30 para resolver el ejemplo del Ar¬ 
tículo 112 . 


121. Familias de planos. De la misma manera que en Geometría 
analítica plana consideramos familias de curvas, podemos considerar 
familias de planos. En el Artículo 116 vimos que un plano y su ecua¬ 
ción están cada uno perfectamente determinados por tres condiciones 
independientes. Según esto, un plano que satisfaga menos de esas 
tres condiciones no está determinado, es decir, no es único. La ecua¬ 
ción de un plano que satisface solamente dos condiciones independien¬ 
tes contiene una sola constante arbitraria independiente o parámetro 
y, por tanto , representa una familia de planos monoparamétrica. 

Un ejemplo de familia de planos con un solo parámetro es la 
ecuación 

Ax + By + Cz + k = 0, (1) 

en donde A , B y C son constantes fijas y el parámetro k puede 
tomar todos los valores reales. Esta ecuación representa a la familia de 
planos que son paralelos al plano dado 

Ax + By + Cz + D = 0. 
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Una familia de planos particularmente útil es el sistema de planos 
que pasan por la intersección de dos planos dados cuyas ecuaciones 
pueden tomarse en las formas 

A¡x + B¡y + Ciz + Di = 0, (2) 

Aix + Bzy -f- Ciz + Z >2 = 0. (3) 

Cualquier punto cuyas coordenadas satisfagan ambas ecuaciones (2) y 
(3) está sobre su recta de intersección. Evidentemente , las coorde¬ 
nadas de tal punto satisfacen también la ecuación 

ki (Aix + Biy + C\z + Di)-\-k 2 ( A¡x + B¡y + C^z + D 2 ) = 0 , (4) 

en donde h y £2 son constantes arbitrarias que pueden tomar todos 
los valores reales exceptuando el caso en que ambas sean cero simultá¬ 
neamente. Además, como la ecuación (4) es lineal, representa todos 
los planos que pasan por la intersección de los planos dados (2) y (3). 
Procediendo como en el caso de una familia de rectas que pasan por la 
intersección de dos rectas dadas (Art. 36), vamos a eliminar el pla¬ 
no (3) de la familia (4) con el fin de obtener la ecuación más simple 

Aix + Biy + Ciz + Di + lc{Aix + Bty + C 2 Z + D 2 ) = 0, (5) 

en donde el parámetro k puede tomar todos los valores reales. Se dice 
que la ecuación (5) representa un haz de planos, y a su recta común 
de intersección se le llama eje o arista del haz. 

Ejemplo. Hallar la ecuación del plano que pasa por el punto P (2, 5. — 1) 
y por la recta de intersección de los planos 

4x + y — 2z— 8 = 0 y 3x — y + 4z — 4 = 0. 

Solución. Por la ecuación (5) anterior, el plano buscado es un elemento 
del haz de planos que tiene por ecuación 

4* + y — 2z— 8 + k (3 jc — y + 4z — 4) = 0. (6) 

Como el plano buscado pasa por el punto P, las coordenadas (2, 5, — 1) de P 
deben satisfacer la ecuación (6) , y tenemos 

4.2 + 5—2(— 1) — 8 + /t(3 2 — 5+4(— 1) — 4) = 0, 

de donde k = 1. Sustituyendo este valor de k en la ecuación (6) y simplifican¬ 
do, tenemos, como ecuación del plano que se busca 

7x + 2z - 12 = 0. 


El estudiante debe dibujar la figura para este ejemplo. 
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En el Artículo 115, vimos que la ecuación de cualquier plano que 
pasa por el punto Pi(xi, yi, z \) es 

A(x - Xi) + B(y - y¡) + C(z — z x ) = 0. (7) 

Por tanto, esta ecuación representa a la familia de planos que pasan 
por el punto dado , P¡ (xi , y i, zi) . Tal sistema se llama una radiación 
de planos, teniendo al punto P i como vértice de la radiación. Como 
uno, por lo menos, de los coeficientes A, B y C es diferente de cero , 
la ecuación (7) contiene solamente dos constantes arbitrarias inde¬ 
pendientes ; representa, por lo tanto, una familia de planos bipa- 
ramétrica. 

Como con esto se concluye nuestro estudio del plano, se recomienda 
al estudiante que haga un resumen de los resultados de este capitulo. 


EJERCICIOS. Grupo 56 

Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Determinar el valor del parámetro k de tal manera que un plano de la 

familia hx — 3y + kz — 22 = 0 pueda pasar por el punto (3, — 4, 2) . Hallar 

la ecuación del plano. 

2. Determinar el valor del parámetro k de tal manera que un plano de la 

familia 2x + ky — kz + 7 = 0 sea perpendicular al plano 3x + 6y — 12 = 0. 

Hallar la ecuación del plano. 

3. Hallar la ecuación del plano que pasa por el punto (4, — 1, 1) y es 
paralelo al plano 4x — 2y + 3z — 5 = 0. 

4. Hallar la ecuación del plano paralelo al plano x + 3y — 2z + 14 = 0 
y tal que la suma de sus intercepciones con los ejes coordenados sea igual a 5. 

5. Hallar la ecuación del plano que es paralelo al que tiene por ecuación 

x — 2y + 2z + 12 = 0 

y cuya distancia del origen es igual a 2. (Dos soluciones.) 

6 . Hallar la ecuación del plano que es paralelo al que tiene por ecuación 

7x + 3y — 2z + 2 « 0 
y cuya intercepción con el eje Z es 4. 

7. El volumen del tetraedro formado por un cierto plano y los planos coor¬ 
denados es 12. Hallar la ecuación del plano sabiendo que es paralelo al de ecua¬ 
ción 3x + 2y + 4z + 6 = 0. (Dos soluciones.) 

8. Hallar la ecuación del plano que pasa por el punto (3, — 1, 4) y tam¬ 
bién por la recta de intersección de los planos 

x + 2y — z = 4 y 2x — 3y + z = 6. 

9. Hallar la ecuación del plano que pasa por la recta de intersección de los 
planos 3x + y — 2z + 2 = 0yx — 3y— z + 3 = 0 y es perpendicular al pla¬ 
no XY. 
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10. Hallar la ecuación del plano que pasa por la recta de intersección de los 

planos 2* — y + 3z — 2 y 4* + 3y — z — 1 y es perpendicular al plano 

3* — 4y — ?z — 9. 

11. Hallar la ecuación del plano que pasa por la recta de intersección de los 

planos 2x — y — z — 2 y x + y — 3z + 4 — 0 y tal que Su distancia al origen 

sea igual a 2. (Dos soluciones.) 

12. La distancia de un plano al origen es igual a 3. Si el plano pasa también 
por la intersección de los planos * + y-|-z — 11-Oy* — 4y + 5z — 10“0. 
hállese su ecuación. (Dos soluciones.) 

13. Un plano es paralelo al de ecuación 2x + 2y + z — 1 — 0. y el punto 
(2, 2, 2) es equidistante de ambos planos. Hállese la ecuación del plano. 

14. La distancia de un plano al punto (1. 0. 2) es 1. Si el plano pasa por 
la intersección de los planos 4x —2y — z+3 => 0 y 2* — y+z—2 — 0, há¬ 
llese su ecuación. (Dos soluciones.) 

15. Un plano pasa por el punto (5. 2. — 1) y su traza con el plano XY es 
la recta x — 2y + 2 =» 0, z *» 0. Hállese su ecuación. 

16. Un plano pasa por el punto (1, 6, — 2) y tiene la misma traza sobre 
el plano XY que el plano 3* — y — 8z + 7 — 0. Hállese su ecuación. 

17. Hallar la ecuación del plano que pasa por la recta de intersección de los 
planos x — y + 2z + 4 ■■ 0 y 2* + y + 3z — 9 — 0 y es paralelo a la recta cu¬ 
yos números directores son [1, 3, — 1]. 

18. La ecuación de un plano es Ax + By + Cz + D — 0, Hallar las con¬ 
diciones que deben satisfacer sus coeficientes para que pertenezca al haz de 
planos representado por la ecuación 

Aix + B,y + Ctz + Di + k (As* + Bay + Caz + Di) » 0. 

19. Demostrar que los tres planos 

2* — y + 2z — 8 — 0, 8* — y + 13z -21 = 0 y 4* + y + 9z — 5 — 0 
pertenecen al mismo haz. 

20. Demostrar que una condición necesaria y suficiente para que los tres 
planos Aix + Biy + Ciz + Di — 0, i — 1, 2, 3, tengan uno y solamente un 
punto común es 

Ai Bi Ci 
Ai Ba Ca ^ 0. 

A$ Bs Cs 

21. Demostrar que los tres planos 

3* + 2y — z — 3=0, 2* — 3y — 3z — 4 « 0 y x + 7y — 2z+7 — 0 

tienen solamente un punto común, y hallar sus coordenadas. 

22. Supongamos que los tres planos 

Átx -1- biy + Ciz + Di = 0, i — I, 2, 3, 

tienen uno y solamente un punto P en común. Demostrar que la radiación de 
planos cuyo vértice es P tiene por ecuación 

Ai* + Biy + Ciz +Di + fci (Aa* + Bay + Ca* + Da) 

+ fci(Ai* + Bsy + Cs z + Di) — 0. 

en donde ki y kt son los parámetros. 

LchmaaB» “ 34- 
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23. Demostrar que los cnatro planos 4x+3s/—4z—8=0, lx— 8y+7z+5=0, 
x — 3y — 2z — 3=0 y 3x + y + z — 2 = 0 pertenecen a la misma radiación 
y bailar las coordenadas de sns vértices. 

24. Un plano pasa por los dos pantos (3, 0, — 1), (2, — 3, —3) y 
pertenece a la radiación determinada por los planos 2x — 3y + 2z — 9 = 0, 
x+4y — z + 3= 0 y 3x — 2y — 2z — 6 = 0. Hallar la ecuación del plano 
por el método paramétrico y comprobar el resultado por otro método. 

25. Hallar la ecuación del plano de la radiación del ejercicio 24 que pasa por 
el punto (1, 1, — 3) y es perpendicular al plano x + y — 2z -|- 12 = 0. 



CAPITULO XV 

LA RECTA EN EL ESPACIO 


122. Introducción. En el capítulo anterior hicimos un estudio del 
plano como la más sencilla de todas las superficies. Podríamos conti¬ 
nuar nuestro trabajo estudiando superficies más complicadas antes de 
considerar las curvas en el espacio. Pero la línea recta en el espacio, 
considerada como la intersección de dos planos diferentes, se presenta 
tan naturalmente después del estudio del plano, que dedicamos com¬ 
pleto el presente capitulo a su estudio. El siguiente capítulo lo reser¬ 
varemos para tratar el problema general de las superficies. 

123. Forma general de las ecuaciones de la recta. Sea l la recta 
de intersección de dos planos diferentes cualesquiera, cuyas ecuacio¬ 
nes , en la forma general, son 

A\x + B\y + C 12 + Di = 0, \ ^. 

Atx + Biy + Ciz + Dt = 0. / 

Cualquier punto cuyas coordenadas satisfagan ambas ecuaciones del 
sistema (1) está sobre cada uno de los planos y, por lo tanto, está 
sobre su intersección l . Recíprocamente, cualquier punto que esté so¬ 
bre l debe estar sobre cada uno de los planos, y sus coordenadas 
deben satisfacer, por lo tanto, ambas ecuaciones. Según esto, las 
dos ecuaciones del sistema (1), consideradas simultáneamente , son 
las ecuaciones de una recta en el espacio. El sistema (1) es llamado, 
apropiadamente, forma general de las ecuaciones de la recta . 

En seguida observemos el hecho importante de que las ecuaciones 
de cualquier recta particular en el espacio no son únicas . En efecto, 
podemos considerar, como en el Articulo 121, que la recta l , repre¬ 
sentada por el Bistema (1), es la arista del haz de planos 


AiX + Biy + Cíe + Di + k{Atx + B%y + Cíe + Ds ) ™ 0, (2) 
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en donde el parámetro k puede tomar todos los valores reales. Por 
tanto, las ecuaciones de dos planos diferentes cualesquiera de la fami¬ 
lia (2) pueden servir como ecuaciones de la recta l. Geométrica¬ 
mente , también, una recta está completamente determinada por dos 
planos diferentes cualesquiera que pasen por ella. 

124. Forma simétrica de las ecuaciones de la recta; ecuación de 
la recta que pasa por dos puntos, y ecuaciones paramétricas de la recta. 
Para muchos problemas, la forma general de las ecuaciones de una 
recta no es tan conveniente como otras ciertas formas que vamos a 
deducir a continuación. Vamos a basarnos en que una recta queda 
perfectamente determinada por uno de sus puntos y su dirección, o 
por dos cualesquiera de sus puntos. La deducción de las ecuaciones se 
basará en lo dicho en el Artículo 25 sobre la ecuación de una recta, 
dado uno de sus puntos y la pendiente. Definiremos a la línea recta 
como una curva del espacio caracterizada por la propiedad de que sus 
números directores sean idénticos a (o proporcionales a) los números 
directores correspondientes de cualquier segmento de la recta. 

Sea Pi (*i, i/i, Zi ) un punto dado cualquiera de la recta l cuyos nú¬ 
meros directores son [a, b, c]. Sea P (x, y, z) un punto cualquiera 
de l diferente de P\. Entonces, por el corolario 2 del teorema 5, 
Artículo 111, un sistema de números directores para l está dado por 
[z — x i, y — y \, z — z\ ]. Por tanto , por nuestra definición de línea 
recta, las coordenadas de P deben satisfacer las relaciones 

* — x¡ = ka, y — yi = kb , z — zi = kc , (1) 

en donde k es una constante diferente de cero. Estas relaciones son , 
por tanto, las ecuaciones de la recta l que pasa por un punto dado y 
tiene una dirección dada. 

Si los números directores [ a , b, c] de l son todos diferentes de 
cero, Be acostumbra escribir las ecuaciones (1) en la forma simétrica 

x — Xj y —y i _ z - z¡ f9) 

a “ b c ' K ' 

Si a, 0, y son los ángulos directores de l, entonces (Art. 111) 
la forma simétrica (2) puede escribirse también en la forma 

x — ti __ y — yi _ z — gi 
eos a eos 0 eos y ’ 

siempre que ningún coseno director sea igual a cero. 
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Cada una de las formas (1), (2) y (3) consta de tres ecuacio¬ 
nes , pero en cada caso solamente dos de estas ecuaciones son inde¬ 
pendientes . 

Si ano o dos de los números directores [a, b, c ] de / son cero, no podemos 
asar ni la forma (2) ni la (3). En tales casos, debemos emplear las relacio¬ 
nes (1). Por ejemplo, digamos qae a “ 0, pero b y a son ambos diferentes 
de cero. Entonces por las relaciones (1) . tenemos, para las ecuaciones de /, 

x — xi, y — |/i ■» kb, z — ti kc, 
las cuales, de acuerdo con la forma simétrica (2) , pueden escribirse como 

x-x„ JLZJÜ = 2 ~ 
b c 

Para a =* 0, la recta / es perpendicular al eje X y, por tanto, es paralela al 
plano VZ. Debe estar, en consecuencia, sobre un plano paralelo al plano YZ. 
Esto se indica analíticamente por la ecuación x — xi. El estudiante debe obte¬ 
ner y discutir las ecuaciones de una recta para todas las combinaciones posibles 
de uno o dos números directores iguales a cero. 

Vamos a hacer un resumen de los resultados precedentes en el si¬ 
guiente 

Teorema 1. La recta que pasa por el punto dado Pi(xi, yi, zi) 
y cuyos números directores son [ a, b, c ] tiene por ecuaciones 

x — Xi = ka, y — yi = kb, z — zi -> kc , 

en donde k es una constante diferente de cero. 

Si los números directores [a, b, c] son todos diferentes de cero, 
estas ecuaciones pueden escribirse en la forma simétrica 

x — xi y — yi ^ z — z t 
a " b * c 


Nota. Es importante para el estudiante observar que los números directores 
de una recta pueden obtenerse directamente de la forma simétrica, tolamtnit si 
el coeficiente de cada una de las variables x, y y z es la unidad potitioa. 

Ejemplo. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (—3, 2, 1) 
y es perpendicular al plano 4x + 3p — 12 •» 0. 

Solución. Por el teorema 2 del Artículo 11$, los números directores de la 
recta son [4, 3, 0]. Por tanto, por el teorema 1 anterior, las ecuaciones de 
la recta son 


x + 3 
4 



z - 1. 


El estudiante debe dibujar la figura para este ejemplo. Debe demostrar tam¬ 
bién que la recta es perpendicular al eje Z y que esté en un plano paralelo al 
plano XV. 
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En seguida deduciremos las ecuaciones de la recta l que pasa por 
los puntos dados P\ (* 1 , yi, zi) y Pt{xi, r/i, zi). Por el corolario 2 
del teorema 5 , Artículo 111, un sistema de números directores para l 
está dado por [ *3 — 11 , y* — yi, zi — zi ]. Por tanto, por el teore¬ 
ma 1 anterior, las ecuaciones de l son 

x — Si = k(xi - zi), y - yi = k(yt - yi), z — zi = A;(zs - 21 ), (4) 

en donde k es una constante diferente de cero. 

Si todas las coordenadas correspondientes de Pi y Pi son diferen¬ 
tes entre sí, es decir, xi ^ x *, yi ^ yt, 21 ^ zs, podemos escribir las 
ecuaciones (4) en la siguiente forma 

x — x\ _ y - s/i ^ 2 — 2 i . . 

X 2 — xi y2 — yi 22 — zi ^ 

Vamos a hacer un resumen de los resultados precedentes en el si¬ 
guiente 

Teorema 2. La recta que pasa por los dos puntos dados 
Pi(xi, yi, zi) y P 3 (xi, yt , zi) tiene por ecuaciones 

X — Xi = k(x8 - Xi), y - yi = k(ys - yi), z — zi = k( zs — zi), 

en donde k es una constante diferente de cero. 

Si las coordenadas de Pi y P 2 son tales que Xi x 2 , yi ^ y 2 , 
Zi z 2 , estas ecuaciones pueden escribirse en la forma 

x — xi y — yi z — zi 

x 2 — Xi y 2 — yi z 2 — Zi ' 

Consideremos ahora la recta l que pasa por el punto dado 

Pi(xi, yi , 21 ) y tiene los ángulos di¬ 
rectores dados a, P, y. Sea P(x, y, z) 
un punto cualquiera de l , y t la lon¬ 
gitud del segmento de recta variable 
PPi. Vamos a considerar a t positi¬ 
vo o negativo según que P esté de un 
lado o del otro de Pi, como aparece 
en la figura 168. Según esto, la va¬ 
riable t puede tomar todos los valores 
reales incluyendo el valor cero cuando 
P coincide con Pi. Evidentemente, 
para cada valor asignado a í, la posi¬ 
ción de P queda perfectamente defi¬ 
nida con respecto al punto fijo Pi. 


Z 
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Por el teorema 3 del Artículo 110, tenemos las relaciones 


X — Xl 


«e *1 n V Vi 

eos a = —-—, eos p = s ——, eos y 

í i 


Z — Z\ 


t ’ — t ’ — ‘ t ’ 

de donde 

x = Zi + < eos a , y — yi + t<x>&$, z = zi + í eos y • (6) 


Observando las ecuaciones (6), vemos que, asignando un valor par¬ 
ticular a t, los valores de x, y y z quedan determinados. Pero estos 
son las coordenadas de un punto P de l. Se sigue por esto (Art. 89) 
que las ecuaciones (6) son las ecuaciones paramétricas de la recta l, 
siendo la variable auxiliar í el parámetro . De aquí el siguiente 


Teorema 3 . La recta que pasa por el punto Pi (xi, yi, zi) y tiene 
los ángulos directores a, P , y , tiene por ecuaciones paramétricas 

x = xi + t eos a , y = yi + t eos P , z = + t eos y , 

en donde el parámetro t representa la longitud dirigida de Pi a un punto 
cualquiera P(x, y, z) de la recta. 


Nota. Anotamos previamente que una recta en el espacio se representa ana¬ 
líticamente por dos ecuaciones independientes. Aquí observamos que una recta 
en el espacio se representa por tres ecuaciones paramétricas. Pero si eliminamos 
al parámetro t entre estas tres ecuaciones, obtenemos las dos ecuaciones inde¬ 
pendientes usuales. 


EJERCICIOS. Grupo 57 

Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Las ecuaciones de una recta / son 

3x — 2y + 4z — 9 — 0 y x + y — 2z + 5 *■ 0. 

Obtener otro par de ecuaciones para l. Comprobar el resultado hallando las co¬ 
ordenadas de dos puntos que estén sobre l partiendo de las ecuaciones dadas y 
demostrando entonces que estas coordenadas satisfacen al nuevo par de ecua¬ 
ciones. 

2. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (2, — 1, 4) y 
tiene por números directores [3, — 1, 6]. 

3. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (4, 0, 5) y es 
paralela a la recta cuyos números directores son [1, —1, 3]. 

4. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (— 3, 2, 7) y es 
perpendicular al plano 2x — 3y + z = 0. 

5. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (— 2, 4, 3) y 
cuyos números directores son [2, 0, —3], 

6. Una recta pasa por el punto (6, 3, — 2) y es perpendicular al plano 
4¡/ + 7z -9 — 0. Hallar sus ecuaciones. 
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7. Dos de los ángulos directores de ana recta son a — 45°, |3 — 60°. Sí la 
recta pasa por el punto (4, — I, 4). hállense sus ecuaciones. (Dos solu¬ 
ciones.) 

8. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (3, — 2, 7) y 
corta al eje X perpendicularmente. 

9. Una recta es perpendicular al plano XY y contiene al punto 
(3, — 4, — 14) . Hallar sus ecuaciones. 

10. Los números directores de una recta son [0, 0, 1] y la recta pasa por 
el punto (—2, 1, 7). Hallar sus ecuaciones. 

En cada uno de los ejercicios 11-16, una recta pasa por el punto 
P i (jc i. yi. zi) y tiene por números directores [a. 6. c], Hallar las ecuaciones 
de la recta cuando sus números directores son los que se indica. Interpretar los 
resultados analítica y geométricamente. 


11. o = 0, 

byi 0. 

C 0. 

14. 

a = 0, 

6=0. 

c ^ 0. 

12. a ^ 0. 

O 

II 

-Q 

c ^ 0. 

15. 

a = 0, 

6 0. 

c = 0. 

13. a 0, 

b 0, 

c = 0. 

16. 

a 0, 

6=0, 

c = 0. 


17. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (— 7, 3, - 5) y 
es perpendicnlar a cada una de las dos rectas cuyos números directores son 
[4. -2, 3] y [I. 2. -2]. 

18. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (— 6, 5, 3) y 

es paralela a la recta — Í -Í - - ~ v - 2l_Í_L. 

— 2 2 6 

19. Hallar las ecuaciones de las recta que pasa por el punto (3, —3,4) y 
es perpendicular a cada una de las rectas 

2x + 4 y — 3 z + 2 x — 3 2 y — 7 3 — z 

4-15 1 1 2 — 3 ' 

20. Hallar el ángulo agudo formado por las rectas 

x — 1 _y 2z + 3 x + 5 _ y — 8 z + g 
— 7 = 3 ” — 4 y 3 ‘-2 4 

21. Demostrar que si una recta está en el plano XY, sin ser perpendicular 
ni al eje X ni al Y. y contiene al punto Pi(xi. yi. 0), sus ecuaciones pueden 

escribirse en la forma ** ¡ «■ - V ~ - Vi ., z — 0. (Ver el ejercicio 21 del 
eos a eos o 

grupo 14, Art. 37.) 

22. Hallar las ecuaciones: a) delejeX: b ) delejeY: c) del eje Z. 

En cada uno de los ejercicios 23-26, hallar las ecuaciones de la recta que pasa 
por los dos puntos dados. 

23. (0,0,0), (2, - 1.5). 25. (1.-7, 2). (1,-7, -3). 

24. (5.0,7), (5. - 3. 11). 20. (2, 3. -4) . (- 5, 3. -4). 

En cada uno de los ejercicios 27-32. hallar las ecuaciones de la recta que pasa 
por los puntos P¡(x¡, y¡, z¡) y P¡(xa. ya, za). cuando las coordenadas 
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correspondientes de Pi y P 2 están relacionadas como se indica. Interpretar los 
resultados analítica y geométricamente. 


27. 

x¡ = Xt. 

yi?* yt. 

ZiT^za. 

30. 

xi = xa, 

y i= y». 

Zli¿Z2, 

28. 

XlT^ Xf 

y\ — Vt. 

ZlT^Zt- 

31. 

xi = xa» 

y\9 ¿ yt, 

Zl = Zt. 

29. 

Xl7¿ Xt, 

yiT* yt, 

Zl = Zf 

32. 

XiT* *2. 

yi= yt. 

Zl =Z2. 

33. 

Hallar las 

ecuaciones paramétricas 

de la 

recta que 

pasa por 

el punto 


(6, —4, 2) y tiene por ángulos directores a = 60°, (1 = 135°. (Dos solu¬ 
ciones. ) 

34. Hallar las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto 
(5, —3, 0) y tiene por números directores [2, —2, 1]. 

35. Hallar las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por los dos pun¬ 
tos (1. 2, - 3) y (2. 6. 5). 

36. Demostrar que si una recta pasa por el punto Pi (jci, y,, zi) y tiene 
por números directores [a, b, r], sus ecuaciones paramétricas pueden escribirse 
en la forma 

x *» xi + al, y «• t/i + bl, z = zj + ct, 

en donde t es el parámetro. ¿Qué relación guarda este parámetro con el pará¬ 
metro t del teorema 3. Artículo 124? 

37. Escribir las ecuaciones paramétricas de una recta que está situada: 
a) en el plano XY; b ) en el plano XZ : c) en el plano YZ. 

38. Las ecuaciones paramétricas de una recta son 

x «• 2 + 4t, . y = t — 4, z =• 7 — 8i. 

Reducir estas ecuaciones a la forma simétrica. Hallar las coordenadas de dos 
puntos de la recta y construir dicha recta. 

39. Reducir la forma simétrica del teorema 1 a la forma paramétrica del teo¬ 
rema 3, Artículo 124. 

40. Reducir la ecuación de la recta que pasa por dos puntos dada en el teo¬ 
rema 2 a la forma paramétrica del teorema 3, Artículo 124. 

125 Planos proyectantes de una recta. Supongamos las ecua¬ 
ciones de una recta l dadas en la forma general 

A\X + B\y -f C\Z + Di = 0, Atx ■+■ Bty + Ctz + D* = 0. (1) 

Hemos visto (Art. 123) que la recta l puede representarse también 
por dos planos diferentes cualesquiera de la familia de un haz de 
planos 

Aix + B\y + C\z + Di 4- k(Atx + Bty -f- Ctz + D») = 0. (2) 

Dado que hay un número infinito de pares de planos que definen a la 
recta l como su intersección, es natural que escojamos aquellos 
planos que sean más útiles para nuestros propósitos. Estos son 
los planos que pasan por l y son perpendiculares a los planos 
coordenados; llamados, apropiadamente, los planos proyectantes de 
la recta. 
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Por el teorema 7 del Artículo 118, un plano perpendicular a un 
plano coordenado se representa por una ecuación lineal que contiene 
solamente dos variables, las variables del plano coordenado par¬ 
ticular . Por tanto, para obtener un plano proyectante determinado 
de la recta (1), asignamos un valor tal al parámetro k en la ecua¬ 
ción (2) de manera que la ecuación resultante contenga solamente las 
dos variables deseadas. Este procedimiento consiste , evidentemente , 
en la eliminación de una de las variables de las dos ecuaciones de la 
recta (1). 

Ejemplo 1. Hallar las ecuaciones de los tres planos proyectantes de la recta 
l: Ix -+• 3y — z = 4, x — y + z = 4. Construir la recta por medio de estos 
planos proyectantes. 



Fig. 169 

Solución. Para eliminar la variable z basta sumar las ecuaciones dadas. 
Esto nos da 

3x + 2y = 8, (3) 

que es la ecuación del plano proyectante de la recta dada sobre el plano XY. 

La variable y puede eliminarse multiplicando la segunda ecuación de la recta 
por 3 y sumándola a la primera ecuación. Esto nos da 

5x+2 z = 16, (4) 

que es la ecuación del plano proyectante sobra el plano XZ. 

Análogamente, eliminando la variable x, obtenemos 

5y — 3z + 4 = 0, 

para ecuación del plano proyectante sobre el plano YZ. 


(5) 
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Dos cualesquiera de los tres planos proyectantes son suficientes para determi¬ 
nar la recta I. Usemos, por ejemplo, los planos proyectantes (3) y (4) para 
construir la recta I, tal como se ve en la figura 169. Dos de los puntos de I, 
P i y Pi, determinados por estos planos, están sobre los planos coordenados; 
estos puntos se llaman puntos de penetración o trazas’ de la recta I. 

El método para localizar cualquier punto P de la recta I también está indi¬ 
cado en la figura 169. Esto se logra haciendo pasar un plano 6 paralelo al pla¬ 
no YZ. El plano 6 corta a los planos proyectantes en dos rectas. !i y h; el 
punto P es entonces el punto de intersección de h y h. Este método es de con¬ 
siderable importancia para localizar cualquier punto sobre una curva del espa¬ 
cio; será considerado más adelante en el Capítulo XVII. 


Las ecuaciones de dos de los planos proyectantes de la recta (1) 
pueden escribirse en la forma 

y = mx + b,\ ^ 

z = nx + c . / 

Se les llama forma proyección de las ecuaciones de una recta. Esta 
forma es útil para ciertos tipos de problemas ; el siguiente ejemplo es 
una ilustración de esto. 

Supongamos que las ecuaciones de una recta l se nos dan en la 
forma general (1). Queremos demostrar que l está en un plano par¬ 
ticular cuya ecuación puede escribirse en la forma 

Azx + Bsy+ Csz + Ds = 0. (7) 

Un método, por supuesto, es obtener las coordenadas de dos de los 
puntos de l y demostrar que satisfacen a la ecuación (7). Un segundo 
método consiste en demostrar que l es perpendicular a la normal al 
plano (7) y que uno de sus puntos está sobre ese plano. Un tercer 
método consiste en demostrar que la ecuación (7) se convierte en una 
identidad en x cuando y y z son reemplazadas por sus valores dedu¬ 
cidos de la forma proyección (6) de i. Un cuarto método es demos¬ 
trar que el plano (7) es un miembro de la familia de planos (2). En el 
siguiente ejemplo vamos a aplicar el tercer método. 


Ejemplo 2. Demostrar que la recta 

3x + 4y — 2z + 7 — 0, x — y — 3z + 3 = 0, (8) 


está contenida en el plano 

x + 6y + 4z + 1 = 0. 


(9) 


Solución. Eliminando las variables z y y sucesivamente de las ecuacio 
nes (8) , hallamos que las ecuaciones de la recta en función de los planos pro 
yectantes (forma proyección) son 


y 


1 15 

7 *"■ 


14 


.±* + 12 , 
2 14 
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Sustituyendo estos valores de y y z en la ecuación (0) , obtenemos 
x-3x-il + 2x+-^-+l =0, 

una identidad para todos los valores de x. Esto muestra que las coordenadas de 
todos los puntos de la recta (8) satisfacen a la ecuación (9) del plano. 

Los planos proyectantes de una recta son una simple ilustración de 
un concepto importante en el estudio y construcción de las curvas 
generales en el espacio. Este tema será considerado más ampliamente 
en el Capitulo XVII. 

126. Reducción de la forma general a la forma simétrica. Es claro 
que la forma simétrica de las ecuaciones de una recta es, frecuente¬ 
mente , más conveniente que la forma general. Por ejemplo, dada 
una recta, por su forma simétrica, es posible obtener inmediatamente 
los números directores de la recta y las oordenadas de uno de sus 
puntos. Además, la forma simétrica da también, inmediatamente, 
las ecuaciones de los planos proyectantes; dada la forma general, es 
necesario, casi siempre, eliminar una o más variables. Por esto, 
vamos a considerar ahora el problema de reducir la forma general a la 
forma simétrica. Este método quedará mejor explicado por medio de 
un ejemplo. 

Ejemplo 1. Las ecuaciones de una recta son 

x + 3y—z—4 = 0. 2x — y+z+6 = 0 (1) 

Hallar la forma simétrica. 

Solución. Del sistema (1), despejando x en función de y se obtiene 

2y 4- 2 
X - 3 ’ 

y despejando x en función de z, resulta 

_ - 2z + 14 
-7 ' 

Igualando estos resultados, tenemos 

_2y+2 2z + 14 
-3 -7 ' 

Como en la forma simétrica los coeficientes de las variables deben ser unitarios 
y positivos, vamos a escribir estas ecuaciones en la forma 

x - £ ± 1 =» z + 7 

- H 

o, para mayor claridad, en la forma 

x y+ 1 z + 7 
2 ” - 3 ” - 7 ' 
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La forma simétrica maestra que los números directores de la recta (1) son 
[2, — 3, —7] y que el punto (0, - 1, — 7) está sobre ella. 

Se pueden obtener formas simétricas de la recta (1) despejando y en función 
de x y z, o z en función de x y y. En cada caso se obtendrán los mismos nú¬ 
meros directores, pero las coordenadas del punto serán diferentes. 

La reducción puede efectuarse también hallando las coordenadas dedos pun¬ 
tos de la recta (1) y aplicando la fórmula de las ecuaciones de la recta que pasa 
por los dos puntos. 

Cuando se necesita obtener solamente los números directores de una 
recta partiendo de su forma general, es conveniente emplear el artificio 
de los números directores (Art. 113). Esto se ilustra en el siguiente 
ejemplo. 


Ejemplo 2. Demostrar que la recta 

x — y + 2z — 8 = 0, x + 2y + 8z — 20 *■ 0, (2) 


es paralela al plano 


3* — 2y -f 8z — 5 — 0. 


( 3 ) 


Solución. Como la recta (2) está en cada uno de los planos que la definen, 
es perpendicular a cada una de las normales de estos planos. Los números direc¬ 
tores de estas normales son [1, —1, 2] y [1, 2, 8]. Por tanto, por el artifi¬ 
cio de los números directores, los números directores de la recta (2) son 


- 1 2 
2 8 


12 . 


2 1 
8 1 


- 6 . 


- 1 

2 


3. 


o sea [4, 2, — 1]. Los números directores de la normal al plano (3) son 
[3, — 2, 8]. Entonces, como 


4.3 +2 (-2) - 1 .8 = 0, 

se sigue que la recta (2) es perpendicular a la normal al plano (3) y, por tanto, 
es paralela al plano. 


EJEBCICIOS. Grupo 58 
Dibujar una figura para cada ejercicio. 

En cada uno de los ejercicios 1-5, hallar los planos proyectantes de la recta 
cuyas ecuaciones se dan. Usense estos planos proyectantes para construir la recta. 

1. x + y + z = 6, 3x — y — z •» 2. 

2. 2jr — y + 4z = 8. x + 3y — 5z = 9. 

3. 3x -f 2y — z — 4, 4x — y + 7z 14. 

4. x — y — z «• 2, 3x + 2y + z «» 6. 

6. 4jc + 3y — 2z = 12, x — 5 y + lOz = 5. 
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6. Las ecuaciones de una recta son 

4x + 2y - 3z + 8 = 0. 2x - y + 2z - 11 = 0. 

Hallando las coordenadas de dos de los puntos de esta recta, demuéstrese que está 
en el plano 2 x + 7y — 12z + 49 = 0. 

7. Las ecuaciones de una recta son 

x — 4y + 5z - 3 “ 0, x + 3y — 3z + 2 = 0. 

Poniendo estas ecuaciones en función de los planos proyectantes, demuéstrese 
que esta recta está en el plano 3x + 2¡/ — z + 1 = 0. 

8. Las ecuaciones de una recta son 

Sx — 4yrh 2z — 9 >■* 0, 2x + ¡/ + 2z — 4 = 0. 

Empleando el haz de planos que tiene a esta recta por eje, demuéstrese que está 
en el plano x — 6y — 2z — 1 «■ 0. 

9. Demostrar que la recta * ^ = V ~ * — 2 - está en el plano 

4-12 

x — 2y — 3z — 8 = 0. 

10. Las ecuaciones de una recta l son 

4jc — 2y + 7z — 2 0, 3 jc + y — z + 4 = 0, 

y la ecuación de un plano 8 es 6x — Sy + 23z — 14 = 0. Obtener las ecuaciones 
paramétricas de l y sustituir estos valores de x, y y z en la ecuación de 8. 
Demostrar que la ecuación resultante es una identidad en el parámetro t y, por 
tanto, que / está en 8. 

11. Demostrar que la recta 7x — y — z + 8 = 0, 3 jc + 5y — 2z — 3 *» 0, 
está en el plano — \7y + 4z + 25 = 0 empleando las ecuaciones paramétricas 
de la recta. 

12. Si una recta es paralela a uno de los planos coordenados, demuéstrese 
que tiene solamente dos planos proyectantes diferentes. 

13. Hallar la ecuación del plano determinado por la recta 

2jr + 2¡/ — z + 3 *» 0, x — !/ + 2z+ 2*»0, 
y el punto (3, — 1, 2). 

14. Hallar la ecuación del plano determinado por la recta 

jc + 4 _ ¡/ — 1 _ 3z — 2 
2 “ - 1 b 

y el punto (2, 0, — 4) . 

15. Las ecuaciones de una recta son 

4x + 3y - z — 11 - 0, x - 3y + 2z + 1 = 0. 

Hallar las coordenadas de cada uno de sus puntos de penetración o trazas en los 
planos coordenados. 

En cada uno de los ejercicios 16 y 17, redúzcase la forma general dada a una 
forma simétrica de las ecuaciones de la recta. 

16. X - y + 3z - 4. 2x + y + 3z = 12. 

17. 9* + 2(/— 3z - 18. x - 3¡/- 5z - 15. 
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18. Demostrar que la recta x + 3y + z+ 9 = 0, 4x + 3y — 2z + 12 = 0, 
ís paralela al plano 2x — 3y — 4z + 6 = 0. 

19. Demostrar que la recta x — 2y — z+7 = 0, 2x — lOy + z + 5 " 0, 
es perpendicular al plano 4x + y + 2z — 5 = 0. 

20. Demostrar que las rectas 2x + y + z — 0. x — 4y + 2z + 12 = 0, y 

í_tZ ■= — y í i = ^ ~ 2 son paralelas. 

2 — 3 3 



22 . 


Demostrar que las recias «ti/ 

M ^ son perpendiculares. 

Hallar el ángulo obtuso que forman las rectas ^ - 

4—2 


0. y 

z — 2 

-3 


y x + y — 2z + 11 = 0, 2x — y + z—9 = 0. 

23. Demostrar que las rectas 6x -f- 5y + 5z = 0, x + y + 2z — 1 — 0, y 
7x + 6y + 7z — 2 = 0, 7x + 2y — 21 z — 86 = 0, son paralelas. 

24. Demostrar que las rectas 4x + y — z + lí = 0, x — y — z + í = 0, y 
2x + y + z + l"0, x — y + 2z — 7=0, son perpendiculares. 

26. Hallar el ángulo agudo formado por las rectas 2x + y — 4z — 2 = 0, 
4x — 3y + 2z — 4 = 0, y x + 5y + z + l“0, x + y — z — 1 =0. 


127. Posiciones de nna recta y un plano. En este artículo consi¬ 
deraremos primero las posiciones que pueden ocupar una recta l cuyos 
números directores son [a, b, c] y un plano 5 cuya ecuación es 
Ax + By + Ce + D — 0. 

La recta i y el plano 8 son paralelos si y solamente si l es per¬ 
pendicular a la normal a 8. Por tanto, por el corolario 2 del teore¬ 
ma 7, Artículo 112, una condición necesaria y suficiente para el 
paralelismo de l y 8 está dada por la relación 

Aa + Bb + Cc = 0. (1) 

La recta l y el plano 8 son perpendiculares entre sí si y solamente 
si l es normal a 8. Por tanto, por el corolario 1 del teorema 7, Ar¬ 
tículo 112, una condición necesaria y suficiente para la perpendicula¬ 
ridad de l y 8 está dada por las relaciones 

A = ka, B =kb , C = kc, (2) 

en donde k es una constante diferente de cero. 

Un resumen de estos resultados lo expone el siguiente 

Teorema 4. La condición necesaria y suficiente para que la recta 
cuyos números directores son [ a, b, c ] y el plano cuya ecuación es 
Ax + By + Cz + D ■= 0, 

a) sean paralelos, es Aa + Bb + Ce = 0; 

b) sean perpendiculares, A = ka, B ■» kb, C = kc, (k ^ 0). 
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Vamos a considerar ahora el caso (fig. 170) en que la recta l no 
es ni paralela ni perpendicular al plano 5. Sea l' la proyección de l 
sobre 5. El ángulo formado por la recta l y el plano 5 se define 
como el ángulo agudo formado por la recta l y su proyección l' 
sobre 8. Sea n la normal a 8 en P, punto de intersección de l y 8. 
Entonces las rectas n, l y l' están en un mismo plano y el ángulo <t> 



Fig. 170 


es el complemento de 0 , el ángulo agudo formado por n y l . Pero, 
por el teorema 7 del Artículo 112, el ángulo agudo 6 está determi¬ 
nado por la relación 


eos 6 = 


_ \Aa + Bb + Cc\ _ 

V A* + B i + C~ t VaHii’ + f 1 ' 


(3) 


Por tanto, como eos 6 — sen (90° — 0 ) = sen 4>, se sigue que sen <f> 
está determinado por el segundo miembro de la ecuación (3). De aquí 
el siguiente 

Teorema 5. El ángulo <l> formado por la recta cuyos números 
directores son [a, b, c] y el plano Ax + By + Cz + D = 0 es el 
ángulo agudo determinado por la fórmula 

~ f - lAa + Bb + Ccl 

\/A ! + B ! +C' V a 1 + b* + c s * 

NOTA. El teorema 4 puede obtenerse directamente del teorema 5. Esta 
deducción se deja como ejercicio al estudiante. (Ver ios ejercicios 3 y 4 del 
grapo 59 al final de este capítulo.) 

Ahora vamos a considerar la determinación de la distancia d 
(fig. 171) de un punto dado Pi a una recta dada l en el espacio. 
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Por el punto Pi hagamos pasar un plano 8 perpendicular a l y sea 
P' el punto de intersección. Entonces la longitud del segmento P'Pi 
es la distancia buscada d . Vamos a ilustrar el procedimiento con un 
ejemplo numérico. 



Fig. 171 Fig. 172 


Ejemplo 1. Hallar la distancia del punto P i (6. —3. 3) ala recta /: 

2x + 2t/ + z — 0, 4x — y — 3z — 15 = 0. 

Solución. Por el artificio de los números directores (Art. 113) hallamos 
que los números directores de l son [1, —2. 2]. Por tanto, la ecuación del 
plano 6 que pasa por Pi(6, — 3, 3) y es perpendicular a I es 

l(*-6)—2(s, + 3) + 2(z —3)-0, 

o sea. 

x — 2y + 2z — 18 = 0. 

Las coordenadas del punto P', intersección de i y 5, son la solución común 
(4. —5, 2) de las ecuaciones de l y 5. Por tanto, la distancia buscada es 

d = I | = V(6 - 4)> + (- 3 + 5)» +(3 - 2)* =» 3. 

La distancia entre dos rectas paralelas puede hallarse como la 
distancia de cualquier punto de una de las rectas a la otra recta. 

Se demuestra en Geometría elemental que dadas dos rectas que se 
cruzan puede trazarse una y solamente una perpendicular común, 
y que esta perpendicular es la distancia más corta que existe entre las 
dos rectas. Vamos a determinar esta distancia. Sean h y lt (figu¬ 
ra 172) dos rectas cruzadas cualesquiera, y AB su perpendicular 
común. Por 1 1 hagamos pasar un plano 8 paralelo a lt. Sea P i un 
punto cualquiera de 1 t. Entonces la distancia de Pi a 8 es la distan¬ 
cia buscada d = \ AB \ . Evidentemente, d es también la distancia 
entre el plano 8 y el plano que pasando por lt es paralelo ah. 
Vamos a ilustrar la determinación de d por un ejemplo numérico. 


Lehman b. — 25 * 
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Ejemplo 2. Hallar la distancia más corta entre las dos rectas cruzadas 

Ix- y + z +3=0. x + y+2z + 3 = 0; 
y lt' x — y — z — 1 = 0, 3x — z — 7 = 0. 

Solución. Por el Articulo 121, la familia de planos que pasan por l\ es 

2*- y + z + 3 + fe(jt + y + 2z + 3) = 0. (4) 

Por el artificio de los números directores (Art. 113), los números directores de 
la son [1, —2, 3], Por tanto, por el teorema 4 anterior, para que un plano 
de la familia (4) sea paralelo a la debemos tener 

1(2 + *) —2(— 1 + fe) + 3(l+2fe) = 0, 

de donde, fe = — }£. Sustituyendo este valor de fe en la ecuación (4), obtene¬ 
mos que la ecuación del plano que pasa por li y es paralelo a h. es 

x — 4y — 3z —■2 = 0. (5) 


Las coordenadas de un punto P i de la son (0, 6 , — 7) . La distancia buscada d 
es la distancia de P j al plano ($) . Por el teorema 11 del Artículo 120, esta dis¬ 
tancia es 


d 


I 0 — 4 - C) — 3 (— 7) — 2 | 5 

- - 3B - \/ 2b 

Vl+4 ! + 3> 26 


EJERCICIOS. Grupo 59 


Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Hallar el ángulo que forman la recta * 2 = —1L_ = J *3 P* 3 ' 

no 2.x + 3y — z + 11 ■= 0. 

2. Hallar el ángulo formado por la recta 

x — 2¡/+z+4 = 0. jc + 2y + 3z — 4 = 0, 
y el plano 3x — 7y + 8z — 9 = 0. 

3. Partiendo del teorema 5, obtener la condición para el paralelismo de 
una recta y un plano, dada por el teorema 4 del Artículo 127. (Ver el corola¬ 
rio 2 del teorema 7, Art. 112.) 

4. Partiendo del teorema 5 , obtener la condición para la perpendicularidad 
de una recta y un plano, dada por el teorema 4 del Artículo 127. (Ver el coro¬ 
lario 1 del teorema 7, Art. 112.) 

5. Hallar la distancia del punto (—1, 2, 3) a la recta 

x — 7_y + 3_z 
6 - 2 3 ' 

6. Hallar la distancia del punto (7, 7, 4) a la recta 


í>x + 2y + z — 4 «* 0, — y — 2z — 10 = 0. 
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7. Demostrar que las rectas 

x — 2 _ t/ — 2_8 — z x — 1 2 — y_z+3 

1 4 = 4 7 3 = - 4 “ -4 

son paralelas, y hallar la distancia entre ellas. 

8. Demostrar que las rectas x + 7y — z — 16 — 0, x — y + z — 4 = 0, y 
x + lly — 2z = 0, x — Sy + 2z — 4 = 0, son paralelas, y hallar la distancia 
entre ellas. 

9. Hallar la distancia más corta entre las dos rectas que se cruzan 

* — 1 _ y + 2 z - 3 x + 2 y — 2 z + 1 

2 1 1 - 3 = 1 2 ' 

10. Hallar la distancia más corta entre las dos rectas cruzadas 

jc + y + 2z — 1 = 0, jc - 2y - z - 1 = 0, 
y 2* — y + z — 3=0, jc + y + z — 1=0. 

11. Hallar la ecuación del plano que pasa por el punto (3, — 1, 7) y es 

perpendicular a la recta — — - = - -E = 

- 3 - 1 2 

12. Hallar la ecuación del plano que pasa por el punto (2, 4, — 1) y es 
paralelo a cada una de las rectas 

x _ y — 3 _ z + 2 x — 1 y + 2 _ z — 7 
1 -4 2 7 3 “ 1 “ - 1 ‘ 

13. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (7, — 2, 9) y es 
perpendicular a cada una de las rectas 

x — 2 _ y _ z + 3 jc + 4_y—2_ z 
2 - 2 3 7 1 5 — 2 " 

14. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (5, 0, — 3) y es 

paralela a la recta — _ — M 

15. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (6. 4. —2) y es 
paralela a cada uno de los planos ar + 2y — 3z + 8 = 0 y 2x - y + z—7 = 0. 

16. Hallar la ecuación del plano que pasa por la recta — ^ ~ - = — 

2 — 3 4 

y es paralelo a la recta -í-j—!• = —= .2-tZ. 

17. Hallar la ecuación del plano determinado por la recta 

x _ y — 6 _ z + 3 
I 2 - 1 

y el punto (4, —3,2). 

18. Demostrar que la recta — -^ «= 1 = * z y el plano 

6 — b 3 

2jc — 3y+6z+3=U 


son paralelos y determinar la distancia que hay entre ellos. 
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19. Demostrar que las rectas 

* + 1 y z —2 x — 3 3-2 y _ 1 - 2 

2 -1 4 7 2 2 -4 

son paralelas, y hallar la ecuación del plano determinado por ellas. 

20. Demostrar que las rectas 

jc — 1 __ y — 4 __ z — 5 x — 2 y — 8 _ z — 11 
2 ” 1 “ 2 7 - 1 “ 3 ~4 

se cortan, y hallar la ecuación del plano determinado por ellas. 

21. Demostrar, analíticamente, que si dos planos paralelos son cortados 
por un tercer plano, las rectas de intersección son paralelas. 

22. Hallar la ecuación del plano que pasa por el punto (6, — 1, 3) y es 
perpendicular a la recta 2x + 2y + z — 4 — 0, x — 3y + 4z + 2 — 0. 

23. Hallar la ecuación del plano que pasa por el punto (2, 2, — 4) y es 

paralelo a cada una de las rectas jt + y — z + 11 = 0, x — y + 2z — 7 = 0, y 
2.x — 3y — 2z + 8 0. x + 2y + z — 9 “ 0. 

24. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (5, 1, — 1) y es 
paralela a cada uno de los planos 3jr — y + 2z — 5 — 0 y 2x + 2y — 3z + 9 — 0. 

26. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (1.6, — í) y es 
perpendicular a cada una de las rectas 3 jt — 2y + 3z +9 — 0, x + y — 2z + 13 ** 0, 
y 2jc + 2y — 5z + 10 — 0, x — y — z + 3 — 0. 

26. Hallar la ecuación del plano determinado por la recta 

2x — y — z+8 — 0, * + 6y — 2z — 7 — 0. 

y el punto (1, — 2, 2) . 

27. Hallar la ecuación del plano que pasa por la recta 

5x — 3y + 2z + 1 — 0, x + 3y — z + 11 — 0, 
y es paralelo a la recta de ecuaciones 

x + 4y — 3z — 2 — 0, 3 jc — y + 4z — 9 — 0. 

28. Demostrar que la recta 

3x - y - z + 1 - 0, 7x — 2y — 3z + 3 - 0, 

y el plano jc + y— 3z + 8- 0 son paralelos, y hallar la distancia que hay 

entre ellos. 

29. Demostrar que las rectas x — 2y + 2z — 4 — 0, jr + 4y + 8z + 8 — 0, 

yjt + y + 5z — 5 = 0, x + 8¡/+ 12z — 12 = 0, son paralelas, y hallar la 

ecuación del plano que determinan. 

30. Determinar la distancia d del plano 8: 3jr — I2y + 4z — 3 = 0 al 
9 punto Pi(3, — 1, 2) por el siguiente procedimiento. Hállense las coordenadas 

del punto P', pie de la perpendicular trazada de P 1 a 8. Luego determínese d 
como la longitud del segmento P 1 P 1 . 


CAPITULO XVI 


SUPERFICIES 


128. Introducción. El presente capitulo lo dedicaremos al estudio 
de la ecuación rectangular en tres variables, 

F(x, y, z) - 0. (1) 

En primer lugar vamos a extender al espacio tridimensional algunos de 
los conceptos fundamentales relativos a la ecuación 

/(*, V) = 0, 

como representación analítica de un lugar geométrico, estudiados en 
el Capítulo II. 

Vimos en en el Capítulo XIV que todo plano se representa analíti¬ 
camente por una única ecuación lineal de la forma 

Ax + By + Cz + D — 0. 

De una manera más general, veremos que, si existe una representa¬ 
ción analítica de una figura geométrica considerada por nosotros como 
una superficie, tal representación consistirá en una única ecuación 
rectangular de la forma (1). Por ejemplo, se puede demostrar fácil¬ 
mente , por medio de la fórmula de la distancia entre dos puntos (teo¬ 
rema 1, Art. 108), que la superficie esférica de radio r y con centro 
en el origen se representa, analíticamente, por la ecuación 

í' + y' + i* = r*. 

De acuerdo con lo anterior, vamos a establecer la siguiente 

Definición. Se llama superficie al conjunto de puntos, y «ote- 
mente de aquellos puntos, cuyas coordenadas satisfacen una sola ecua¬ 
ción de la forma (1). 

El lector debe notar cuidadosamente lo que implica esta definición. 
Como de ordinario, las coordenadas de un punto están restringidas a 
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valores reales. La definición establece que, si una ecuación de la 
forma (1) representa un lugar geométrico, ese lugar geométrico es 
una superficie. Y recíprocamente, si una superficie puede represen¬ 
tarse analíticamente, tal representación es una sola ecuación de la 
forma (1). 

Aunque la ecuación (1) contiene tres variables, la ecuación de nna superficie 
puede contener solamente una o dos variables. Por ejemplo, vimos anterior¬ 
mente que una ecuación de la forma x = k. en que h es una constante cualquie¬ 
ra, representa un plano paralelo al plano YZ. Además, veremos más adelante 
que una ecuación de la forma 

+ V a = 4. (2) 

considerada en el espacio, representa un cilindro circular recto. Al trabajar en 
tres dimensiones, el lector debe cuidarse de referirse a la ecuación (2) como una 
circunferencia. Con el fin de evitar tal ambigüedad, generalmente es mejor 
referirse a la ecuación (2) como a “la superficie x 2 + y 2 = 4’' o “el cilin¬ 
dro x 2 + y 2 = 4’ ’. 

Toda ecuación de la forma (1) no representa necesariamente una superficie. 
Por ejemplo, la ecuación 

x 1 + y 2 + 4z 2 + 7 = 0 

tiene un número infinito de soluciones o ternas de valores para x, y y z. Pero 
en ninguna de las ternas son reales los tres valores. Por tanto, en nuestra Geo¬ 
metría real, decimos que esta ecuación no representa ningún lugar geométrico • 
Podemos anotar también que la ecuación 

x 3 + y 3 + 4z» = 0 

tiene solamente una solución real, que es x = y = z = 0, y, por tanto, su lu¬ 
gar geométrico está constituido por un solo punto, el origen. 

129. Discusión de la ecuación de una superficie. En la construc¬ 
ción de curvas planas (Art. 19), vimos que era particularmente ven¬ 
tajoso discutir la ecuación de una curva antes de trazar su gráfica 
correspondiente. Análogamente , es ventajoso discutir la ecuación de 
una superficie antes de construirla. Limitaremos nuestra discusión a 
los cinco pasos siguientes : 

1. Intercepciones con los ejes coordenados. 

2. Trazas sobre los planos coordenados. 

3. Simetría con respecto a los planos coordenados , ejes coorde¬ 
nados y al origen. 

4. Secciones por planos paralelos a los planos coordenados. 

5. Extensión de la superficie. 

Los dos primeros pasos fueron definidos y discutidos en el Artícu¬ 
lo 116. Por tanto , dedicaremos el resto de este artículo a una discu¬ 
sión de los tres pasos restantes. 



SUPERFICIES 


391 


En el Artículo 16 dimos las definiciones para la simetría de una 
curva con respecto a una recta y con respecto a un punto. Estas defi¬ 
niciones no cambian cuando la palabra ‘ ’ curva ’ ’ es reemplazada por 
la palabra ‘ ‘ superficie ’ ’. Queda por defininir la simetría con respecto 
a un plano. 

Definición . Se dice que dos puntos diferentes son simétricos con 
respecto a un plano si y solamente si el plano es perpendicular al seg¬ 
mento que los une en su punto medio. 

Así, los puntos Pi y P¿ (fig. 173) son simétricos con respecto al 
plano 6 siempre que el plano sea perpendicu¬ 
lar al segmento P1P2 en su punto medio. El 
plano 8 se llama plano de simetría. 

Definición. Sc dice que una superficie 
es simétrica con respecto a un plano de sime¬ 
tría 8 si el simétrico de cada punto de la su¬ 
perficie , respecto al plano 8 , es también un 
punto de la superficie. 

Las pruebas para determinar la simetría de Fig. 173 

una superficie a partir de su ecuación pueden 

obtenerse por los mismos métodos empleados para deducir las pruebas 
análogas para las curvas planas (Art. 16). De acuerdo con esto, el 
estudiante debe verificar los resultados dados en la siguiente tabla. 


Si la ecuación de la superficie 
no se altera cuando las varia¬ 
bles x, y y z son reemplaza¬ 
das por 

La superficie 
es simétrica 

con 

respecto al 

— x, y, z 

plano YZ 

1 

H 

plano XZ 

x, y, — z 

plano XY 

— x, — y, z 

eje Z 

— x, y, — z 

eje Y 

x, — y, — z 

eje X 

N 

1 

1 

* 

1 

origen 


Los tres siguientes teoremas constituyen un resumen de estos resul¬ 
tados. 

Teorema 1 . Si la ecuación de una superficie no se altera cuando se 
cambia el signo de unu de las variables, la superficie es simétrica con 
respecto al plano coordenado a partir del cual se mide esa variable, y 
recíprocamente. 
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Teorema 2. Si la ecuación de una superficie no se altera cuando se 
les cambia el signo a dos de sus variables, la superficie es simétrica con 
respecto al eje coordenado a lo largo del cual se mide la variable cuyo signo 
no se cambió, y recíprocamente . 

Teorema 3. Si la ecuación de una superficie no se altera cuando 
sus tres variables cambian de signo, la superficie es simétrica con respecto 
al origen, y reciprocamente. 

Supongamos que la ecuación de una superficie es 

F(x, V . «) = 0. (1) 

Se puede obtener una buena idea de la forma de esta superficie estu¬ 
diando la naturaleza de sus secciones planas. Tales secciones pueden 
determinarse convenientemente cortando la superficie por una serie de 
planos paralelos a los planos coordenados. Por ejemplo , los planos 
paralelos al plano XF pertenecen a la familia cuya ecuación es z = k, 
en donde k es una constante arbitraria o parámetro. Entonces, de la 
ecuación (1), tenemos que 


V, *0 = 0, z = k, (2) 

son las ecuaciones de la curva de intersección del plano con la superfi¬ 
cie , correspondiendo a cada valor asignado a k una curva determina¬ 
da. Y como la curva (2) está en el plano z = k , puede determinarse 
su naturaleza por los métodos de la Geometría analítica plana. 

El concepto de la extensión de una superficie es análogo al de 
la extensión de una curva plana ya estudiado en el Artículo 17. 
Si se da la ecuación de una superficie en la forma (1), se puede 
ver de despejar una de las variables en función de las otras dos. 
Si, por ejemplo, despejamos z en función de x y y podemos 
escribir la ecuación en la forma 

* = /(*, y). (3) 

Una ecuación en la forma explícita (3) nos permite obtener los inter¬ 
valos de variación de los valores reales que las variables pueden tomar. 
Esta información es útil para determinar la localización general de la 
superficie en el espacio coordenado ; también indica si la superficie es 
cerrada o indefinida en extensión. 

130. Construcción de ana superficie. En este artículo vamos a 
ilustrar la discusión de la ecuación de una superficie y la construcción 
de la misma mediante varios ejemplos. 
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Ejemplo 1. Discutir la superficie cuya ecuación es 

x* + y* — 4z •= 0. (1) 


Construir la superficie. 

Solución. 1. Intercepciones. Las únicas intercepciones con los ejes coor¬ 
denados están dadas por el origen. 

2. Trazas. La traza sobre el plano XY es un solo punto, el origen. La 
traza sobre el plano XZ es la parábola x 2 = 4z, y = 0. La traza sobre el pla¬ 
no YZ es la parábola y 2 = 4z. x = 0. 

3. Simetría. La superficie es simétrica con respecto al plano YZ. al pla¬ 
no XZ y al eje Z. 

4. Secciones. Los planos z = k cortan a la superficie (5) en las curvas 

x 2 + y 2 = 4fc, z • k, 

que constituye una familia de circunferencias, para todos los valores de k > 0 . 
Los planos y — k cortan a la superficie (1) en las parábolas 

ymh: 

y los planos x = k cortan a la superficie ( 1 ) en las parábolas 
y» = 4 (z - -í£). 

5. Extensión. La ecuación (1) muestra que las variables x y y pueden 
tomar todos los valores reales, pero la variable z está restringida a valores posi¬ 
tivos. Por tanto, ninguna parte de la superficie aparece abajo del plano XY, 
sino que se extiende indefinidamente hacia arriba del plano XY. 

En la figura 174 se ha trazado una parte de la superficie. Todas las secciones 
paralelas al plano XY son circunferencias cuyo radio crece a medida que se alejan 
del plano XV. La parte que está en el 
primer octante aparece en línea gruesa. 

Esta superficie se llama paraboloide de 
revolución. 

Ejemplo 2. Discutir la superficie 
cuya ecuación es 

** + z - 2 - 0 . ( 2 ) 

Construir la superficie. 

Solución. 1. Intercepciones. Las 
intercepciones con el eje X son =*= y/ 2. 

Con el eje Y no hay intercepción. La 
intercepción con el eje Z es 2. 

2. Trazas. Las trazas sobre el pla¬ 
no XY son las rectas x - y/2, z *» 0, p; gi 174 

y x- VI, z - 0 . La traza sobre 

el plano XZ es la parábola x 2 — — (z — 2), y *« 0. La traza sobre el pla¬ 
no YZ es la recta z “ 2, x — 0. 


Z 
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3. Simetría. La superficie es simétrica con respecto al plano YZ. 

4. Secciones. Si cortamos la superficie (2) por los planos z = ft se obtie¬ 
nen las rectas x = ± sj 2 — k, z = k, siempre que k < 2. Los planos y = k 
cortan a la superficie en las parábolas x 2 = — (z — 2), y = k. Los planos 
x = k cortan a la superficie en las rectas z = 2 — k 2 , x — k. 

5. Extensión. Por la ecuación (2) vemos que no hay restricciones para 
los valores que x y y pueden tomar. Pero la variable z no puede tomar valores 
mayores de 2. Por tanto, la superficie está en su totalidad abajo o en el plano 
z = 2 y es indefinida en extensión. 

z 


Y 

X 

Fig. 175 

En la figura 175 aparece una parte de la superficie. Dicha superficie es, evi¬ 
dentemente. un cilindro cuyas generatrices son paralelas al eje Y y cuyas seccio¬ 
nes paralelas al plano XZ son parábolas congruentes. En vista de esta última 
propiedad, la superficie se llama cilindro parabólico. 

EJERCICIOS. Grupo 60 

En cada uno de los ejercicios 1-24, estudiar y trazar la superficie cuya 
ecuación se da. 


1. 

X 2 

+ y 2 + z 2 «* 

4. 

12. 

y 2 + z 2 = 9. 

2. 

4x 2 + 4y 2 + z 2 

= 4. 

13. 

9x 2 +36t/ 2 + 16z 2 = 144. 

3. 

Jt 2 

+ y 2 = 25. 


14. 

9x 2 - 4y 2 + 3z 2 - 36. 

4. 

X 1 

+ y 2 — 9z 2 * 

= 9. 

15. 

3x 2 - ty 2 + 2z 2 = 6. 

5. 

9x 2 — 4y 2 — 4z a 

' - 36. 

16. 

y 2 — 4z + 4 = 0. 

6. 

xs 

+ 4z 2 = 16. 


17. 

x 2 - 4x + 2y + 12 = 0. 

7. 

y 3 

-z 2 = 25. 


18. 

3x 2 + z 2 - 12x - by + 12 = 0, 

8. 

X 2 

+ z 2 - 9y = 

0. 

19. 

x 2 — 4y 2 -)- z 2 = 0. 

9. 

X 2 

II 

N 

N 

1 

% 

+ 

0. 

20. 

x 2 - 2y 2 - 2z 2 + 2x = 1. 

10. 

y 2 

1 

* 

fl 

O 


21. 

O 

tt 

n 

K 

1 

o 

11. 

X 2 

+ y 2 + z 2 + 

2x — 4z + 1 

= 0. 



22. z 2 + 4x - 4 Z = 4. 

23. x 2 - 3y 2 - 4z 2 - 0. 

24. x 2 — y 2 — 2z =■ 0. 
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25. Explicar cómo se deducen los teoremas 1, 2 y 3 del Artículo 129. 

26. Demostrar que si una superficie es simétrica con respecto a dos de los 
planos coordenados también lo es con respecto al eje coordenado contenido en 
ambos planos. 

27. Demostrar que si una superficie es simétrica con respecto a cada uno de 
los planos coordenados también lo es con respecto al origen. 

28. Por medio de un ejemplo, demostrar que el recíproco del teorema del 
ejercicio 27, no es necesariamente verdadero. 

29. Demostrar que si una superficie es simétrica con respecto a cualquiera de 
los planos coordenados y al eje coordenado perpendicular a ese plano, también 
lo es con respecto al origen. 

30. Demostrar que la ecuación — z a = 0 representa dos planos que se 
cortan. Trazar estos planos. 

131. Ecuación de la superficie esférica. En nuestro estudio ana¬ 
lítico de la esfera , sólo nos interesa su superficie. Por esto , algunas 
veces, usaremos como sinónimos los términos esfera y superficie esfé¬ 
rica . El estudiante debe observar en este artículo la estrecha analogía 
que existe entre las características de la superficie esférica y los resul¬ 
tados previamente obtenidos para la circunferencia en la Geometría 
analítica plana (Capítulo IV). 

La superficie esférica se define como el lugar geométrico de los pun¬ 
tos del espacio que equidistan de un punto fijo. La distancia constante 
se llama radio y el punto fijo centro. De esta definición y del teore¬ 
ma 1 del Artículo 108 obtenemos el siguiente teorema (ver el teorema 1 
del Artículo 39). 

Teorema 4. La ecuación de la superficie esférica cuyo centro es el 
punto (h , k, 1) y cuyo radio es la constante r es 

(x — h) 2 + (y — k) 2 + (z — l) 2 = r 2 . (1) 

Corolario . La superficie esférica cuyo centro es el origen y cuyo 
radio es la constante dada r tiene por ecuación 

x 2 + y 2 + z 2 = r 2 . 

La ecuación (1) del teorema 4 se conoce como forma ordinaria de 
la ecuación de la esfera. Si desarrollamos esta ecuación y ordenamos 
los términos, obtenemos una ecuación de la forma 

x*+y i + z t + Gx + Hy + Iz + K = 0. (2) 

La ecuación (2) es la llamada forma general de la ecuación de la 
esfera. Contiene cuatro constantes arbitrarias independientes; por 
tanto, una superficie esférica queda perfectamente determinada 
por cuatro condiciones independientes. Así, por ejemplo, cuatro 
puntos no coplanares determinan una superficie esférica. 
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132. Coordenadas esféricas. En este artículo vamos a considerar 
un nuevo sistema de coordenadas en el espacio que está estrechamente 
asociado con la superficie esférica. 

Sea P{x, y, z) (fig. 176) un punto cualquiera de una superficie 
esférica de centro el origen y radio r. La ecuación de la superficie es, 
evidentemente, 

x , + # , + **-r J . (1) 

La porción de la esfera comprendida en el primer ociante aparece en la 
figura 176. Por el punto P y el eje Z pasa un plano que corta al 


Z 



Fig. 176 

plano XY en la recta l . Denotemos por 0 el ángulo formado por l y 
la parte positiva del eje X , y por 4> el formado por el radio OP y la 
parte positiva del eje Z. Designemos por P', A, B y C, respecti¬ 
vamente , las proyecciones del puDto P sobre el plano XY y sobre los 
ejes X, Y y Z. Sea | OP' | - | CP | = s. 

Del triángulo rectángulo OPC tenemos 

s = r sen <f>. 

Délos triángulos rectángulos OAP', OBP' y OP' P, tenemos, res¬ 
pectivamente , 

z = s eos 6 r sen 4> eos 0 , 
y — s sen 6 = r sen 4> sen 6 , 
z = P'P = r sen (90° — <£)=* r eos <f>. 
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Evidentemente, de las relaciones 

x = r sen <t> eos 8 , y = r sen <t> sen 8 , z = r eos <t >, (2) 

es posible localizar cualquier punto P sobre la superficie esférica (1) 
cuando se conocen los valores de r, 4> y 8 . Por esto estas cantidades 
se llaman coordenadas esféricas del punto P y se escriben así: (r, <f>, 8). 
De una manera más general, si dos rectas cualesquiera, intersectantes 
y perpendiculares en el espacio, tales como los ejes X y Z, y su 
intersección O , se toman como elementos de referencia , entonces con 
las coordenadas esféricas (r, <t>, 8) se puede localizar cualquier punto 
en el espacio. Tenemos así un nuevo sistema llamado sistema de coor¬ 
denadas esféricas. 

Considerado como un punto de la superficie de la Tierra, P se 
localiza por su latitud , el complemento del ángulo , y su longitud 8 
medida a partir del eje X como una recta en el plano del meridiano 
principal. De acuerdo con esto, las coordenadas y 8 se llaman, 
respectivamente, colatitud y longitud del punto P. La coordenada r 
se llama radio vector del punto P. 

La longitud 8 puede medirse, como en Trigonometría, tomando 
la parte positiva del eje X como lado inicial (Apéndice IC, 1). Para 
que las coordenadas esféricas (r, <f >, 8) representen un punto único 
en el espacio , restringimos sus valores a los intervalos 

rlO, Q<4><n, 0£fl<2jt. 

Eliminando <t> y 8 de las relaciones (2), obtenemos la ecuación (l). 
Como el radio r de una esfera dada es una constante fija, vemos 
que las relaciones (2) son las ecuaciones paramétricas de una superficie 
esférica de centro el origen y radio r, siendo las variables <t> y 8 los 
parámetros. 

Las relaciones (2) pueden emplearse como ecuaciones de transfor¬ 
mación entre los sistemas coordenados rectangular y esférico. Si des¬ 
pejamos r, y 8, obtenemos 

, -- 2 y 

r - vV + j/ 1 + z\ - are cos^=^f=, 8 = are tg-J-, (3) 

las cuales pueden emplearse también como ecuaciones de transforma¬ 
ción entre los dos sistemas. 

Los resultados precedentes se resumen en el siguiente 

Teorema 5. Las coordenadas rectangulares (x, y, z) y las coor¬ 
denadas esféricas ( r, 4>, 8) de un punto en el espacio están ligadas por 
las relaciones 

x = r sen eos 8 , y = r sen 4> sen 8 , z = r eos <t>. , , 
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Las transformaciones entre los dos sistemas coordenados pueden efectuarse 
por medio de estas ecuaciones y de las siguientes relaciones obtenidas 
de ellas: 

/ - Z Y 

r = v x 2 + y 2 + z 2 . <t> = are eos , . , , . , , 6 = are tg — . 

' vx’ + y’ + r 1 x 

Las variaciones para r , <t> y 0 están dadas por los intervalos 

r > 0, 0 £ <¿> < jt, 0 £ 0 < 2it. 

EJERCICIOS. Grupo 61 


Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Demostrar el teorema 4 y su corolario dados en el Artículo 131. 

2. Hallar la ecuación de la superficie esférica cuyo centro es el punto 
(3, 2, — 2) y que es tangente al plano x + 3y — 2z + 1 =0. 

3. Hallar la ecuación de la superficie esférica cuyo centro está sobre el eje X 
y que pasa por los dos puntos (3, — 4, 2) y (6, 2. — 1) . 

4. Hallar el centro y radio de la superficie esférica cuya ecuación es 

x 2 + y 2 + z J — 8ar + Gy — 12z + 12 = 0. 

5. Hallar el área de la superficie esférica cuya ecuación es 

9x 2 + V + 9z 3 - 36x + 12y - 18z + 13=0. 

6. La ecuación de una superficie esférica es 

x 3 + y* + z* + by — 4z + 9 = 0. 

Hallar la ecuación de la superficie esférica concéntrica con ella que es tangente 
al plano 2 jc — 3y + 2z + 4 = 0. 

7. Obtener la ecuación de la superficie esférica que pasa por cuatro puntos 
dados no coplanares en forma de determinante. (Ver el teorema 3. Art. 41.) 

8. Hallar la ecuación de la superficie esférica que pasa por los cuatro pun¬ 
tos (8, 2,2), (- 4, 3. - 3) , (- 1. 2, 5) y (4, 3. - 7). 

9. Demostrar que el plano tangente a la superficie esférica 

x 3 + y 2 + z 2 = r 2 

en el punto P¡ (x¡. yi. zi) tiene por ecuación xix + yiy + ziz = r a . 

10. Hallar la ecuación de la superficie esférica que pasa por el punto 
(—1.6, — 3) y es tangente al plano 4* + 4y + 7z — % = 0 en el pun¬ 
to (7. 3, 8). 

11. La traza de una superficie esférica con el plano XY es la circunferencia 
x 2 + y 3 — 2jc — 4y — 3 = 0. z ** 0. Hallar la ecuación de la superficie si pasa 
por el punto (3. 4, 2). 

Los ejercicios 12-17 se refieren a las esferas 

Si = x 2 + y 2 + z 2 + Gíx H iy + hz + Ki = 0. i = 1, 2, 3, 4. 
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12. Demostrar que para todos los valores de h diferentes de - 1, la ecua¬ 
ción Si + kS 2 = 0 representa la familia de esferas que pasan por la intersección 
de las esferas Si = 0 y Se = 0, con excepción de la esfera Sa = 0. 

13. Si las esferas Si =■= 0 y Sa “ 0, no son concéntricas, demuéstrese que la 
ecuación Si + hSe = 0 representa un plano para h = — 1. Este plano se llama 
plano radical de las dos esferas. 

14. Si las esferas Si = 0 y S 2 = 0 son tangentes entre sí, demuéstrese que 
para todos los valores de h diferentes de — 1, la ecuación Si + hS 3 = 0 repre¬ 
senta a todas las esferas que son tangentes a las dos dadas en su punto común, 
con excepción de la esfera Sa = 0. 

15. Demostrar que el plano radical de dos esferas tangentes es su plano tan¬ 
gente común. 

16. Si de las tres esferas. Si =* 0, Sa =* 0, S 3 = 0, no hay dos que sean 
concéntricas, y si no tienen una línea de centros común, demuéstrese que sus 
tres planos radicales se cortan en una recta común. Esta recta se llama eje radical 
de las tres esferas. 

17. Si los centros de cuatro esferas no son coplanares. y si de las cuatro 
esferas no hay dos que sean concéntricas, demuéstrese que sus planos radicales se 
cortan en un punto común. Este punto se llama centro radical de las esferas. 

18. Hallar la ecuación del plano radical de las dos esferas 

+ y 2 + z 2 - 2x + 4y - 6 z + 10 = 0 
y x 2 + y 2 + z- + 8 x - 2y + 4z + 12 = 0. 

19. Hallar las ecuaciones del eje radical de las tres esferas 

x 2 + 9 2 + z 2 — 2 x — 2 z + I ■*= 0 . 
x 2 -f- y 2 + z 2 — 8 x — 4y — 6 z + 25 = 0, 
y x 2 + y 2 + z 2 -|- 6 x + 2 y + 6 z + 18 = 0 . 

20. Hallar las coordenadas del centro radical de las cuatro esferas 

x 2 + y 2 + z 2 = 4, x 2 + y 2 -f- z 2 — 2x — 4y + 6z 13 = 0, 
x 2 + y 2 + z 2 + 4x +4y - 4z + 11 - 0 
y x 2 + u 2 + z 2 — 4x — by — 8z -f- 25 = 0. 

21. Hallar la ecuación de la superficie esférica que pasa por la circunferencia 
de intersección de las dos superficies esféricas 

x 3 + y 2 + z 2 - 2x + 2y - 4z + 2 = 0 
y x a + y a + z 2 — 4x — 2y — 6 z + 10 = 0, 

y que también pasa por el punto (— 2, 4, 0) . 

22. Hallar la ecuación de la superficie esférica que pasaporta circunferencia 
de intersección de las superficies esféricas 

x 3 + y 2 + z 2 — 4x — 8 y + bz + 12 =■ 0 
y x 2 + y 2 + z 2 — 4x + 4y — 6 z — 12 = 0, 

y es tangente al plano x + 2y — 2z = 3. (Dos soluciones.) 

23. Eliminando los parámetros 9 y <f>, demostrar que 

x =* r sen <t> eos 9, y — r sen <p se n 9, z = r eos <p 
son las ecuaciones paramétricas de la superficie esférica x 2 + y 2 + z 2 = r 2 
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24. Obtener las relaciones (3) a partir de las relaciones (2) del Artículo 132. 

25. Trazar los dos puntos cnyas coordenadas esféricas son (1, 60°. 30°) y 
(2, 45°, 120°). Hallar las coordenadas rectangulares de cada uno de estos puntos. 

26. Hallar las coordenadas esféricas de cada uno de los puntos cuyas coorde¬ 
nadas rectangulares son (3. — 4, 0) y (6, 3, 2) . 

27. La ecuación rectangular de una superficie esférica es 

x* + y* + z> = 4y. 

Hallar su ecuación en coordenadas esféricas. 

28. Transformar las siguientes ecuaciones rectangulares de superficies a co¬ 
ordenadas esféricas: o) x + 4y = 0: b ) y — 2—0; c) jc* + y* — 4- 
d) x* + y* + 2z* - 4; e) ;r s + y 2 - z 2 - 0. 

29. Hallar e identificar la ecuación rectangular de la superficie cuya ecuación 

en coordenadas esféricas es: a) r = 3: b ) 9 = —: c) r — 2 eos 0 — 0. 

4 

30. Transformar las siguientes ecuaciones de coordenadas esféricas a rectan¬ 
gulares: a) r — 4: b ) r sen 0 sen # — 7; c) r — 3 eos 0. 

133. Ecuación de una superficie cilindrica. Se flama superficie 
cilindrica a la generada por una recta que se mueve de tal manera que 


Z 



X 

Fig. 177 


que se mantiene siempre paralela a una recta fija dada y pasa siempre 
por una curva fija dada. 

La recta móvil se llama generatriz y la curva fija directriz de la 
superficie cilindrica. 

En nuestro estudio de la superficie cilindrica consideraremos que la 
directriz es una curva contenida en uno de los planos coordenados. Por 
ejemplo, sea C (fig. 177) una porción de la directriz contenida en el 
plano YZ, y sean [a, b, c] los números directores de la generatriz 
de la superficie cilindrica. Podemos escribir entonces las ecuaciones de 
la curva C en la forma 


/(!/> z) = 0, x =» 0. 


(1) 
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Sea P(x, y, z) un punto cualquiera de la superficie, y supongamos 
que la generatriz que pasa por P corta a C en el punto P'(0, y', x 1 ). 
Entonces, las eouaciones de esta generatriz son 

(*) 

Además, como P' está sobre C, sus coordenadas satisfacen a las 
ecuaciones (1), y tenemos 

/(lf',*') = 0, *' = 0. <3) 

Por la definición de superficie cilindrica, el punto P puede estar sobre 
la superficie si y solamente si sus coordenadas (x, y, t ) satisfacen a 
las ecuaciones (2) y (3) las cuales constituyen un sistema de cuatro 
ecuaciones independientes. De estas cuatro ecuaciones podemos eli¬ 
minar las tres cantidades i'j'yj' considerándolas como paráme¬ 
tros (véase el Articulo 95). El resultado es una sola ecuación en las 
tres variables x , y y z , y ésta es la ecuación buscada de la superficie 
cilindrica. 


Ejemplo l. 
parábola 


Hallar la ecuación de la luperficie cilindrica cuya directriz ea la 

- 4p. i - 0 (4) 


contenida en el plano XY, y coyas gene¬ 
ratrices tienen por números direcrorea 

[1. 1. J]. 

Solución. Supongamos que la genera¬ 
triz que para por un punto cualquiera 
P( x. y. z) (fíg. 178) de la auperficie cor¬ 
ta a la directriz en el punto P'(x', y'. 0) . 
Entonces, laa ecuaciones de esta genera¬ 
triz aon 

* - *' „ y - (j) 

1 13 ' 

También, como P' está sobre la parábo¬ 
la (4), tenemos 

x'»-4 y', z'- 0. (6) 



Eliminando x', y’, z' de las ecuaciones 

(5) y (6) por sustitución de los valorea de x 1 y y 1 dados por la» ecuaciones (J) 
en la primera de laa ecuaciones (6) , obtenemos 


9x 2 + z 2 - 6m - 3by + llz - 0, (7) 

que es la ecuación buscada de Is superficie. El estudiante debe observar que la 
traza de la superficie (7) aobre el plano XY t» la directriz (4). 


Uíismanj* — 2B. 
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Acabamos de considerar la determinación de la ecuación de una 
superficie cilindrica a partir de las ecuaciones de su directriz y de los 
números directores de sus generatrices. Para el problema inverso , a 
saber, encontrar las ecuaciones de la directriz y los números directores 
de las generatrices de una superficie cilindrica, a partir de su ecuación, 
podemos proceder como se ilustra en el siguiente ejemplo. Más ade¬ 
lante (Art. 137, ejemplo 3), consideraremos otro método que es apli¬ 
cable en algunos casos. 

Ejemplo 2. Demostrar que la ecuación 

x 2 + y 3 + 2z s + 2xz — 2yz = 1 (8) 

representa una superficie cilindrica, y hallar las ecuaciones de su directriz y los 
números directores de sus generatrices. 

SolnclOn. De la definición de superficie cilindrica se deduce que las sec* 
ciones hechas por planos paralelos al plano de la directriz son curvas congruen¬ 
tes con la directriz. Así, las secciones de la superficie (8) hechas por los planos 
z = k son las curvas 

x 3 + y 3 + 2A 2 + 2kx - 2ky = 1, z = k, 

las cuales pueden escribirse en la forma 

(x + fe) 2 + (f/ - fe) 2 = 1, z =■ fe. (9) 

Las ecuaciones (9) son todas circunferencias de radio 1, cualquiera que sea el 
valor de fe. En particular, para fe — 0, tenemos la circunferencia 

x* + y* = 1. z-0. (10) 

Por tanto, la superficie (8) es una superficie cilindrica circular cuya directriz 
es la circunferencia (10) . 

Evidentemente, la recta que une el centro (— fe. fe, k ) de cualquiera de las 
circunferencias (9) y el centro (0, 0, 0) de la directriz (10) es paralela a 
las generatrices. Como los números directores de esta recta son [—1. 1. 1], 
éstos son también los números directores de las generatrices. 

El estudiante debe construir la superficie (8) . 


Si las generatrices de una superficie cilindrica son perpendiculares 
al plano de su directriz, se llama recta y, en caso contrario , oblicua. 
Las superficies cilindricas rectas son de gran importancia, como vere¬ 
mos más adelante en el Capítulo XVII. Por el método empleado en 
el ejemplo 1, podemos fácilmente demostrar que la ecuación de una 
superficie cilindrica recta, cuyas generatrices son perpendiculares al 
plano coordenado de su directriz, carece de la variable no medida en 
ese plano coordenado. Además, el lugar geométrico plano de esta 
ecuación es la directriz. Por ejemplo, la superficie cilindrica recta 
cuya directriz es la circunferencia y 3 + z 3 = 9, x = 0, se representa 
por la ecuación y 3 + z 3 = 9. 
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Recíprocamente, por el método del ejemplo 2, acabado de explicar, 
podemos demostrar que una ecuación que carezca de una variable 
representa una superficie cilindrica recta cuyas generatrices son per¬ 
pendiculares al plano coordenado en el cual no se mide la variable 
ausente, y cuya directriz es el lugar geométrico plano de esta ecuación. 
Por ejemplo, la ecuación x i — y 2 *» 4 representa una superficie cilin¬ 
drica recta cuyas generatrices son perpendiculares al plano XY y cuya 
directriz es la hipérbola x 1 — y 1 = 4 , z = 0. 

Vamos a resumir estos resultados en el siguiente 

Teorema 6 . Una ecuación representa una superficie cilindrica 
recta , cuyas generatrices son perpendiculares al plano coordenado que 
contiene a la directriz, si y solamente si carece de la variable no medida 
en ese plano. El lugar geométrico plano de esta ecuación es la directriz . 

Si la directriz de una superficie cilindrica es una circunferencia, la 
superficie se llama circular. Análogamente, tenemos superficies cilin¬ 
dricas parabólicas, elípticas e hiperbólicas. Puede también anotarse 
que un plano es una superficie cilindrica cuya directriz es una recta. 

134. Coordenadas cilindricas. En este artículo estudiaremos las 
coordenadas cilindricas, que, como las coordenadas esféricas (Ar¬ 
tículo 132), son muy útiles en cier¬ 
tas partes de otras ramas de las 
Matemáticas. 

Sea P(x, y, z) (fig. 179) un 
punto cualquiera de la superficie 
de un cilindro circular recto de 
radio r cuyo eje es el eje Z. La 
ecuación de la superficie es, evi¬ 
dentemente , 

** + í/ 2 = r*. (1) 

Una parte de la superficie que 
queda en el primer octante se ha 
representado en la figura 179. Por 
el punto P y el eje Z hagamos 
pasar un plano que cortará a la X 
superficie en una generatriz cuyo Fig. 179 

punto de intersección con el plano 

XY será el punto P'. Sea | OP' | = r, y designemos por 6 el ángulo 
formado por OP' y la parte positiva del eje X . Entonces tenemos las 
relaciones 

x = r mí-O , y = r sen 6 , z *= z, 


Z 



(2) 
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las cuales, evidentemente, permiten localizar cualquier punto de la 
superficie cilindrica (1) cuando se conocen los valores de r, 0 y z. 
Por esto, estas cantidades se llaman coordenadas cilindricas del pun¬ 
to P y se escriben (r, $ , z). De una manera más general, si un 
punto fijo (el origen O ), una recta fija (el eje X) y un plano dado 
(el plano XY) son tomados como elementos de referencia, entonces, 
con las coordenadas cilindricas (r, 0 , z), se puede localizar cual¬ 
quier punto en el espacio. Tenemos así el sistema de coordenadas 
cilindricas. 

El ángulo 0 puede medirse, como en Trigonometría, con la parte 
positiva del eje X como lado inicial. Para que las coordenadas cilin¬ 
dricas (r, 0 , z) representen un punto único en el espacio, restringimos 
los valores de r y 0 a los intervalos 

r > 0, 0 < 0 < 2a. 

La coordenada z no se sujeta a ninguna restricción, sino que puede 
tomar cualquier valor real. 

Eliminando 0 y z de las relaciones (2), obtenemos la ecuación (1). 
Por tanto, las ecuaciones (2) son las ecuaciones paramétricas de la 
superficie cilindrica circular recta (I), siendo las variables 0 y z los 
parámetros. 

Las relaciones (2) pueden emplearse como ecuaciones de transfor¬ 
mación entre los sistemas de coordenadas rectangulares y cilindricas. 
De las dos primeras de estas relaciones obtenemos, como en el sistema 
de coordenadas polares de la Geometría analítica plana (Art. 81), las 
relaciones 

_ y V ■ \ 

r~Vx* + y\ fl-arctg —, sen O = ^ j2 + y2 , 

x 

COS 0 ~~ / o, j í 

V x 2 + y 

las cuales pueden emplearse como ecuaciones de transformación entre 
los dos sistemas. 

Vamos a hacer un resumen de los resultados anteriores en el si¬ 
guiente 

Teorema 7. Las coordenadas rectangulares (x, y, z) y las coor¬ 
denadas cilindricas (r, 0 , z) de un punto en el espacio están ligadas 
vor las relaciones 


x = r eos 0 , y — r sen 0 , z = z 
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Se pueden efectuar las transformaciones entre los dos sistemas coordenados 
por medio de estas ecuaciones y de las siguientes relaciones obtenidas de 
ellas. 

- y y 

r = V'x 2 + y 2 , 6 = are tg sen 6 =~7 =f=== » 

x ’ v x* + y* 

x 

eos $ = /— , 7 -; • 

V x 2 -f- y 2 

Las variaciones para r y 6 están dadas por los intervalos 

r>0, O£0<2jt. 

NOTA. El sistema de coordenadas cilindricas es, evidentemente, nna exten¬ 
sión al espacio del sistema de coordenadas polares del plano. 


EJERCICIOS. Grupo 62 

1. Demostrar el teorema 6 del Articulo 133. 

En cada uno de los ejercicios 2-9 discutir y trazar la superficie cilindrica 
recta cuya ecuación se da. 

\ (¿h^l 2 ‘ y 2 + z3 “ 4 - !/’ + * - 2 . n \ 

4 ^ 3. x*-4z=0. y \A- 7. x* + y 2 -2y»0. 

9x 2 + V - 3f>- 8. je« + zK = 2. 

^ ' 5. 9y« - 4z 2 - 36. 9. x*¡ + yH - 1. 

En cada uno de los ejercicios 10-14, se dan las ecuaciones de la directriz y los 
números directores de las generatrices de una superficie cilindrica. Hallar la 
ecuación de la superficie y efectuar su representación gráfica. 

<o¿rf-10. y* = 4x, z = 0: [1. -1. I]. 

x 2 + z 2 = l. y«0: [2. 1,-1]. 

\ 0 , 0 '-^ 2 . x 2 - y 2 » 1. z - 0; [0. 2, - 1]. 

^0^13. x 2 + y = 1, z = 0; [2, 0, 1 ]. 

^ C 8 ^- 4 * 4 * 2 + z2 + 4z ” «*0; I 4 - i.o], 'f-'í-eAy 

En cada uno de los ejercicios 15-17. demuéstrese que la ecuación dada repre¬ 
senta una superficie cilindrica, y hállense las ecuaciones de su directriz y los nú¬ 
meros directores de sus generatrices. Construyase la supetficiei 

15. x 2 + y 2 + 5z 2 +2xz + 4yz - 4 = 0. 

16. 17x 2 + 2y* + z 2 - 8xy - 6xz - 2 = 0. 

17. xz -j- 2yz — 1=0. 

18. Hallar e identificar la ecuación del lugar geométrico de un punto que se 
mueve de tal manera que su distancia del plano XV es siempre igual a la mitad 
del cuadrado de su distancia del eje Y. Construir la superficie. 
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19. Un panto se mueve de tal manera que su distancia del eje y es siempre 
igual a su distancia del plano x — z = 1. Hallar e identificar la ecuación de su 
lugar geométrico. 

20. Trazarlos dos puntos cuyas coordenadas cilindricas son (1, 45°, —2) y 
(2, 120°, 4). Hallar las coordenadas rectangulares de cada uno de estos puntos. 

21. Hallar las coordenadas cilindricas de cada uno de los puntos cuyas coor¬ 
denadas rectangulares son (3, 4, —7) y (5, — 12, 8) . 

22. Transformar las siguientes ecuaciones rectangulares de superficies a co¬ 
ordenadas cilindricas: a) 2jr = y: 6) x J +y s —?y = 0: c) x 2 +y J -f-z 1 = 4: 
d ) x 1 — z 1 = 4: e) y 2 — 4z. 

23. Transformar las siguientes ecuaciones de superficies de coordenadas 
cilindricas a rectangulares: a ) r = 2; b) r = z; c) r = 4 eos 9: 
d) r (eos 9 + sen 9) — z = 4; e) r* sen 2 9 = 4 (1 — z 2 ) . 

24. Sean r = Ai, 9 = k 2 . z = k¡. en donde ki, y k» son constantes 

arbitrarias independientes o parámetros, las coordenadas cilindricas (r, 9, z) 
de un punto cualquiera del espacio. Identificar la familia de superficies repre¬ 
sentadas por cada una de estas tres ecuaciones. Demostrar que por cada punto del 
espacio no contenido en el eje Z pasa una y solamente una superficie de cada una 
de estas familias. 

En cada uno de los ejercicios 25-30. demuéstrese que ¡a ecuación dada en 
coordenadas cilindricas representa una superficie cilindrica, y construyase dicha 
superficie. 


26. 

r = 2 sen 9 . 

28. 

r — r sen 9 = 2. 

26. 

?r + r eos 9 = 1. 

29. 

r = 2 (1 + eos 9) 

27. 

r — 2r eos 9 = 1. 

30. 

r 2 = 2 eos 29. 


135. Ecuación de una superficie cónica. Se llama superficie cónica 
la engendrada por una línea recta que se mueve de tal manera que pasa 
áempre por una curva fija y por un punto fijo, no contenido en el plano 
de esa curva. 

La recta móvil se llama generatriz , la curva fija dada directriz y el 
punto fijo dado vértice de la superficie cónica. Las diversas posiciones 
de la generatriz forman las generatrices de la superficie cónica. Evi¬ 
dentemente, el vértice divide a la superficie en dos porciones distintas ; 
cada una de las cuales es una hoja o rama de la superficie cónica. 

Si se conocen las ecuaciones de la directriz y las coordenadas del 
vértice, se puede obtener la ecuación de la superficie, como para la 
superficie cilindrica (Art. 133), por el método de los parámetros. 

Ejemplo 1. Hallar la ecuación de la superficie cónica cuya directriz es la elipse 
4x 3 + z J - 1. y - 4. (I) 

y cuyo vértice es el punto V (1, 1, 3). 

Solución. Supongamos que la generatriz que pasa por un punto cualquiera 
P{x, y. z) déla superficie corta a la directriz en el punto P'(x', y'. z f ) . tal 
como aparece en la figura 180. Las ecuaciones de esta generatriz son 
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Además, como P' está sobre la elipse (1), tenemos 

4x' a -fz' a = l, y' = 4. (3) 

De las cnatro relaciones dadas por las ecuaciones (2) y (3) , podemos eliminar 
las tres cantidades x', y' y z', considerándolas como parámetros. Esta elimi¬ 
nación puede efectuarse convenientemente sustituyendo primero el valor y' = 4 
de las ecuaciones (3) en las ecuaciones (2). Después, de estas últimas ecuacio- 


Z 



Fig. 180 

nes se despeja x' en función de x y y, y z' en función de y y z, y se sustita* 
yen los resultados en la primera de las ecuaciones (3) . Después de ordenar los 
términos, resulta 

3bx 2 + 12t/ a + 9z a + 24jty + 18i,z - 96r - 102 y - 72z + 207 = 0, 

que es la ecuación buscada de la superficie. 

El estudiante debe observar que una superficie cónica puede construirse tra¬ 
zando las generatrices, o sea, las rectas que unen el vértice con puntos de la 
directriz. 

En el estudio de una superficie cónica, no se pierde generalidad 
tomando el vértice en el origen. Vamos a demostrar ahora que la 
ecuación de una superficie tal es homogénea en las tres variables 
x, y y z. 

Se dice que un polinomio algebraico, en dos o más variables, es 
homogéneo, si todos sus términos son del mismo grado. Así, la función 

/ (x, y , z) = x 2 + 2y 2 — 3z* (4) 

es homogénea y de segundo grado. 

Hay una prueba sencilla para averiguar la homogeneidad de una fun¬ 
ción. Si la función es/(x, y, z), consiste en sustituir las variables 
x , y y 2 por kx , ky y kz, respectivamente, en donde k es una cons¬ 
tante diferente de cero. Si obtenemos la identidad 

f(kx, ky, kz) = k m f (x, y , z), 
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entonces / (x, y, z) es una función homogénea de grado m. Así, 
para la función (4), tenemos 

f(kx, ky, kz) = (kxy + 2(kyy-3(kz) t 

= k*( z* + 2y l + 3 z 1 ) = k 2 f(x , y, z ), 

de manera que la función es homogénea y de grado 2. Esta prueba se 
presenta en algunos libros como definición de la homogeneidad de una 
función. 

A una función homogénea igualada a cero se le llama ecuación 
homogénea. Sea / (x, y, z) = 0 una ecuación homogénea. Entonces, 
de la discusión precedente, tenemos el hecho importante de que, si 
esta ecuación tiene la solución diferente de cero x = xt , y = y i, z — zi , 
también tiene las soluciones x = kxi, y — kyi , z — kzi , en donde i es 
una constante cualquiera. 

Consideremos ahora una superficie cónica de vértice en el origen y 
cuya directriz sea la curva 

f{x,y) = 0,z-c, (5) 

en donde c es una constante diferente de cero. Supongamos que la 
generatriz que pasa por un punto cualquiera P(x, y, z) de la super¬ 
ficie corta a la directriz en el punto P' ( xf , y ', z '). Como esta gene¬ 
ratriz pasa por el erigen, sus ecuaciones son 

x' = kx , y' = ky , z! = kz , (6) 

en donde k es una constante diferente de cero. También, como P' está 
sobre la directriz (5), tenemos 

/(*',»') = 0, (7) 

De las últimas igualdades de las ecuaciones (6) y (7), se deduce que 
£ 

km—, valor que sustituido en las dos primeras de las ecuacio- 
ex cu 

nes (6), da x' * — y y' = —. Si sustituimos estos valores de xf y y' 
z z 

en la primera de las ecuaciones (7), obtenemos 



como ecuación de la superficie cónica. Si reemplazamos en la ecua¬ 
ción (8) x, y y z por ¥x, Py y k'z , respectivamente, en que P es 
una constante diferente de cero, la ecuación permanece invariable y, 
por tanto, es homogénea. Hemos demostrado así que una superficie 
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cónica de vértice en el origen se representa por una ecuación homo¬ 
génea en las tres variables x , y y z. 

Recíprocamente, consideremos a la superficie representada por la 
ecuación 

f^,y,z) = 0 (9) 

que es homogénea en las tres variables x, y y z. En consecuencia de 
esto, el origen O está sobre esta superficie. Sea P ( X\ , yi , z¡ ) otro 
punto cualquiera de la superficie; sus coordenadas satisfacen, por 
tanto, a la ecuación (9). Como esta ecuación es homogénea, tiene 
también la solución kx i, kyi, kzi , en donde k es una constante cual¬ 
quiera, de manera que el punto P'{kx i, kyi , kzi) está también sobre 
la superficie. Pero, evidentemente, el punto P' está sobre ambas, la 
recta OP y la superficie, para todos los valores de k , y, en conse¬ 
cuencia , OP está sobre la superficie. De acuerdo con esto, se sigue 
que la ecuación (9) representa una superficie cónica con vértice en el 
origen y una de cuyas generatrices es la recta OP. 

Vamos a hacer un resumen de los resultados precedentes en el si¬ 
guiente 

Teorema 8. Una ecuación representa una superficie cónica con 
vértice en el origen , si y solamente si es homogénea en las tres variables 
x, y, z y es de grado no menor que dos . 

NOTAS. 1. El teorema implica que una ecuación lineal homogénea en 
x, y y z no representa un cono, y recíprocamente. Ya vimos que tal ecuación 
representa un plano que pasa por el origen. Pero un plano no puede clasificarse 
como un cono de acuerdo con nuestra definición, que excluye el caso en que el 
vértice esté en el plano de la directriz. 

2. El estudiante debe observar, en relación al teorema 8, que una ecuación 
homogénea debe en realidad representar una superficie, antes de que pueda clasi¬ 
ficarse como una superficie cónica con vértice en el origen. Así, la ecuación 
x* + 4y 3 + 3z a ■> 0 es homogénea en x, y y z, pero no representa una super¬ 
ficie cónica sino que representa solamente un punto, el origen (ver el Art. 128) . 

Ejemplo 2. Identificar y construir la superficie cuya ecuación es 

x* + yz = 0. (10) 

Solución. Además de la solución * ■ j * z ■ 0, la ecuación (10) tiene 
un número infinito de soluciones reales. En efecto, si asignamos a y y z un 
par cualquiera de valores reales diferentes de cero que sean de signos contrarios, 
la solución correspondiente para x constará de dos valores reales. Por tanto, 
por el teorema 8 anterior, la ecuación (10) representa una superficie cónica cuyo 
vértice está en el origen. 

Para construir la superfie es necesario solamente obtener una directriz. Así, 
para z — 2, obtenemos de la ecuación (10) la directriz 

x 2 " — 2y, z = 2, 
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que es ana parábola que está en el plano z = 2. Trazando varias generatrices 
(rectas que pasan por el origen y por puntos de esta curva) podemos obtener 
Una figura adecuada. Una porción de la superficie se ha trazado en la figura 181 
junto con otra directriz. x a «= 2y. z =* — 2. Evidentemente, el eje Z es tam¬ 
bién una generatriz de esta superficie cónica. 



Fig. 181 

EJERCICIOS. Grupo 63 

En cada uno de los ejercicios 1-5, se dan las ecuaciones de la directiiz y las 
coordenadas del vértice de una superficie cónica. Hallar la ecuación de la super¬ 
ficie y construirla. 


1. 

x a + y a = 4, z = 2; (0, 0, 

0). 

2. 

z a *= 4y. x - 0; (2, 0, 0) . 


3. 

y a + z a =9. * = 2; (- 1, 

1. 0). 

4. 

X a - 4 Z S „ 4, y = 3; (_ I, 

1. 1) 

5. 

y = x*. z = 2; (0, 0, 0). 



En cada uno de los ejercicios 6-13, identifiqúese y constrúyase la superficie 
cuya ecuación se da. 

6. x a + y a - 2z» - 0 . 10. - 2 yz = 0 . 

7. x a - 2y 3 + 4z a - 0. 11. 4z» - x a y = 0. 

8. 2x a - 4y a - z a - 0. 12. 8 *« - yz» = 0. 

9. y a + xz = 0. 13. xy + xz + yz = 0. 

14. Demostrar el siguiente teorema: La ecuación Ax a + Sy a + Cz a = 0 
representa una superficie cónica si y solamente si todos sus coeficientes son dife¬ 
rentes de cero y no son del mismo signo. Su eje está entonces sobre el eje coor¬ 
denado correspondiente a la variable cuyo coeficiente es de signo contrario al de 
los otros dos coeficientes. 
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16. Verificar el teorema del ejercicio 14 para la superficie cónica 
x a - 4y 2 - 4z a - 0. 

16. Completando los cuadrados, demuéstrese que la ecuación 

x* + y a — z a — 2x — 4y — 4z + 1 =0 

representa una superficie cónica cuyo vértice es el punto (1, 2, — 2) . 

1?. Si la ecuación de una superficie es homogénea en las cantidades x — h, 
y — k y 2 — l, en donde h, k y I son constantes, demuéstrese que la superfi¬ 
cie es un cono con vértice en ( h , k, /) . (Ver el ejercicio 16.) 

18. Hallar e identificar la ecuación del lugar geométrico de un punto que se 
mueve de tal manera que se mantiene siempre equidistante del plano XZ y del 
eje y. Construir el lugar geométrico. 

19. Un punto se mueve de tal manera que la suma de sus distancias a los 
planos coordenados es siempre igual a su distancia del origen. Hallar e identifi¬ 
car la ecuación de su lugar geométrico. 

20. Calcular el volumen limitado por las superficies 

x a -p y 3 — 4z 3 = 0 y z = 2. 

21. Calcular el área de aquella porción de la superficie cónica 

x a - y a + z a - 0 

comprendida entre su vértice y el plano y = 3. 


En cada uno de los ejercicios 22 y 23, transfórmese la ecuación rectangular 
dada de una superficie cónica en: a) coordenadas esféricas: b ) coordenadas 
cilindricas. 

22. x 1 + y a - 2z a - 0. 23. x a - 3y a + z a = 0. 


24. Describir la familia de superficies cónicas representada por la ecuación 
x a + y a — z 2 tg* <(> = 0, en donde el parámetro <p. llamado ángulo generador 
del cono, puede tomar todos los valores comprendidos en el intervalo 0 < <p < n 


excepto —. ¿Qué representa <t> geométricamente? 

26. Las coordenadas esféricas (r. <P. 6) de un punto cualquiera en el espa¬ 
cio, son 

r — kit <P = kz> 0 ~ hz. 


en donde ki. kt y ha son constantes arbitrarias independientes o parámetros. 
Identificar la familia de superficies representada por cada una de estas tres ecua¬ 
ciones. Demostrar que. por cada punto del espacio no contenido en un eje coor¬ 
denado, pasa una y solamente una superficie de cada una de estas familias. (Ver 
el ejercicio 24 del grupo 62, Art. 134.) 


136. Superficies de revolución. Una superficie de revolución es la 
engendrada por la rotación de una curva plana en torno de una recta 
fija contenida en el plano de esa curva. 

La curva plana se llama generatriz, y la recta fija eje de revolu¬ 
ción o, simplemente, eje de la superficie. Cualquier posición de la 
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generatriz se llama sección meridiana o meridiano , y cada circunfe¬ 
rencia descrita por un punto de la generatriz se llama paralelo de la 
superficie 

De estas definiciones, tenemos de inmediato los siguientes hechos : 

o) Toda sección meridiana es congruente con la generatriz y es la 
intersección de la superficie con un plano que pasa por el eje. 

b) Todo paralelo tiene su centro sobre el eje y está contenido en 
un plano perpendicular al eje. 

El estudiante observará que las superficies de los cuerpos estudiados 

en Geometría elemental —la es¬ 
fera , el cilindro circular recto y 
el cono circular recto— son su¬ 
perficies de revolución. 

En la determinación de la 
ecuación de una superficie de 
revolución, no se pierde gene¬ 
ralidad si se toma la generatriz 
en uno de los planos coordenados 
y como eje de revolución uno de 
los ejes coordenados contenidos 
en ese plano. Este procedimien¬ 
to, además, conduce a un resul¬ 
tado muy simple , como veremos 
ahora. Según esto , supongamos 
que la generatriz G (fig. 182) 
contenida en el plano XY tiene por ecuaciones 

/(*,»)- 0, * - 0, (1) 

y supongamos que el eje de revolución es el eje X , tal como aparece 
en la figura. Vamos a determinar la ecuación de esta superficie de 
revolución por el método de parámetros. 

Sea P(x, y, z) , un punto cualquiera de la superficie. El paralelo 
que pasa por P corta a G en un punto del plano XY , digamos 
P' (zf, y', z'), y su centro C está sobre el eje X . Por ser radios del 
mismo paralelo , | CP I = I CP' |. Pero como | CP | = V y* + z i y 
CP' = y', tenemos la relación 

yf = ± V y 1 + z*. (2) 

También, como P y P' están en el mismo plano, 


Z 



Fig. 182 


X' ** X. 


( 3 ) 



SUPERFICIES 


413 


Además, como el punto P' está sobre G, tenemos, de las ecuacio¬ 
nes (1), 

/(s'.J/O-O, z'-O. (4) 

Eliminando los tres parámetros ¡r', y', z/ entre las cuatro ecuaciones 
(2), (3) y (4), obtenemos 

/(*, ±Vj ! + 2*)=fl, 

que es la ecuación buscada de la superficie de revolución. 

Análogamente, haciendo girar la curva (1) en tomo del eje Y , 
hallamos que la ecuación de la superficie de revolución correspondiente es 

/(íVj’ + j’, y) = 0. 

Se obtienen resultados análogos cuando la generatriz está en cada 
uno de los otros planos coordenados y se le hace girar en torno de un 
eje coordenado contenido en dicho plano. Todos estos resultados se 
resumen en el siguiente 

Teorema 9 . Sea S la superficie de revolución que tiene por genera¬ 
triz a la curva G contenida en el plano coordenado b y al eje coorde¬ 
nado I contenido en 5 por eje de revolución. Entonces la ecuación de S se 
obtiene sustituyendo en la ecuación plana de G la raíz cuadrada de la suma 
de los cuadrados de las dos variables no medidas a lo largo de 1 en lugar 
de aquella de estas dos variables que aparece en lo ecuación plana de G . 

Ejemplo 1. Hallar la ecuación de la auperficie engendrada por la rotación 
de la hipérbola 

y a _ 4jt a „ 4, 2 _0 ( 5 ) 

en torno del eje V. 


z 



Fig. 183 

Solución. Laa variables no medidas a lo largo del eje Y son x y z. Por 
tanto, de acuerdo con el teorema 9, sustituimos * V x 3 + z 1 en lugar de x en 
la primera de las ecuaciones (3) . El resultado 

y* — 4** — 4z a ” 4, 

es la ecuación buscada de la superficie. El estudiante debe discutir esta auperficie 
por el método explicado en el Articulo 129. Una porción de la superficie aparece 
en la figura 183 y consta de dos hojas diferentes. Se le llama con toda propiedad 
hiperboloide de revolución de dos hojas. 
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Consideremos ahora el problema recíproco , a saber , dada la ecua¬ 
ción de una superficie, determinar si representa una superficie de 
revolución . Si uno de los ejes coordenados es el eje de revolución , la 
solución es comparativamente sencilla, porque entonces las secciones 
de la superficie por planos perpendiculares al eje son todas circunfe¬ 
rencias cuyos centros están sobre dicho eje. Se dice entonces que la 
superficie se extiende a lo largo del eje. 

Ejemplo 2. Demostrar que la ecuación 

9x* + 9</ a — z* = 9 (6) 

representa una superficie de revolución. Hallar su 
eje de revolución y las ecuaciones de la generatriz en 
uno de los planos coordenados que contenga al eje. 

Solución. Evidentemente, los planos z = fe 
cortan a la superficie (6) en las circunferencias 

9x a + 9y a = 9 + fe a , z « fe, 

cuyos centros, para todos los valores de fe, están 
sobre el eje Z. Por tanto, la ecuación (6) repre¬ 
senta una superficie de revolución cuyo eje de revo¬ 
lución es el eje Z. El eje Z está contenido en el 
plano yz, y la traza de la superficie (6) sobre 
el plano es la generatriz 

9 tf s _ z a = 9 . jr = 0, (7) 

Evidentemente, la superficie (6) puede engendrarse haciendo girar la hipér¬ 
bola (7) en torno del eje Z. Una parte de esta superficie aparece en la figu¬ 
ra 184; se le llama apropiadamente hiperboloide de revolución de una hoja. 

EJERCICIOS. Grupo 64 

1. Establecer el teorema 9 del Articulo 136 cuando la generatriz está en el 
plano XZ y el eje de revolución es: a) el eje X ; b ) el eje Z, 

2. Establecer el teorema 9 del Artículo 136, cuando la generatriz está en el 
plano YZ y el eje de revolución es: a) el eje Y: b ) el eje Z. 

3. Deducir la ecuación de la superficie esférica de radio r que se obtiene 
haciendo girar la circunferencia x a + y 3 = r a , z = 0, en torno del eje X. 

4. Deducir la ecuación de la superficie del cilindro circular recto de radio r 
que se obtiene haciendo girar la recta x ■* 0. y = r, en torno del eje Z. 

5. Deducir la ecuación de la superficie del cono circular recto que se obtiene 
haciendo girar la recta l en torno del eje Z, sabiendo que l está contenida en el 
plano YZ. pasa por el origen y forma un ángulo agudo <p con la parte positiva 
del eje Z. El ángulo <p se llama ángulo generador del cono. (Véase el ejerci¬ 
cio 24 del grupo 63, Art. 135.) 

6. Deducir la ecuación de la superficie de revolución engendrada por rota¬ 
ción de la parábola y 3 =» 4 px. z = 0, en torno de su eje, el eje X. Construir 
la superficie así obtenida, la cual se llama paraboloide de revolución. 


Z 




SUPERFICIES 


415 


7. Hallar la ecuación de la superficie de revolución engendrada por rota¬ 
ción de la elipse 4 . Mi =c l, z = 0, en donde a > b, en torno de su eje fo- 
o a 6 a 


cal, el eje X. Construir la superficie. La superficie generada por rotación de 
una elipse en torno de uno cualquiera de sus ejes se llama elipsoide de revolución. 
Si es en torno del eje focal, se le llama también elipsoide alargado. 

8. Deducir la ecuación de la superficie de revolución generada por rotación 
de la elipse del ejercicio 7 en torno de su eje normal, el eje V. Construir la 
superficie. En este caso, el elipsoide de revolución también se llama elipsoide 
achatado o esferoide. 


En cada uno de los ejercicios 9-20, hállese la ecuación de la superficie de 
revolución generada por rotación de la curva dada en torno del eje especificado. 
Construyase la superficie. 


9. 

X 2 

+ 

= 4. 

y 

= 0; 

eje 

z. 

10. 

y : 

= 3x, 

z 5 

= 0; 

eje ; 

K. 


11. 

z 2 

= 2y. 

X 

= 0; 

; eje 

Y. 


12. 

y 3 

- z 2 

= 4. 

X 

- 0; 

eje 

y. 

13. 

9x* + 4 y 2 ■■ 

36, 

z =* 

0; 

eje 

14. 

X 2 

+ 2y 

= 6, 

z 

= 0; 

eje 

y. 

15. 

y 3 

- 2z 2 

+ 4z = 

6, . 

c ~ 0; 

16. 

y 

2 

+ 
V-jj N 

■1 

= 1, 

X ! 

= 0; 

eje 

z. 

17. 

y 2 

= 2 z. 

X 

= 0; 

; eje 

y. 


18. 

y *= x 3 . 

z = 0; 

eje 

X. 


19. 

z 1 

- e z , 

y 

= 0: 

eje 

z. 


20. 


= 1, 

X ■■ 

= 0: 

eje 

z. 



En cada uno de los ejercicios 21-26. demostrar que la ecuación dada repre¬ 
senta una superficie de revolución, y hallar su eje de revolución, y las ecuacio¬ 
nes de la generatriz en uno de los planos coordenados que contenga al eje. 
Trazar la superficie. 

21. x 3 + y* + z 2 = 9. 24. x 2 + y 2 — z 3 = 0. 

22. x*+z a = 4. 25. y» - x 2 - z 2 - 0. 

23. 2x 2 + 2y 2 + 3z a == 6. 26. x 2 y a + x 2 z 2 = l. 

27. Se hace girar la parábola y 2 ~ 2z, x = 0 en torno del eje Z. Hallar, 
en coordenadas esféricas, la ecuación de la superficie generada. Construir la 
superficie. 

28. Se hace girar la elipse x 2 + 4y a = 4, z = 0, en torno del eje X. Ha¬ 
llar, en coordenadas cilindricas, la ecuación de la superficie generada. Cons¬ 
truir la superficie. 

20. Hallar e identificar la ecuación del lugar geométrico de un punto que se 
mueve de tal manera que la suma de sus distancias a los dos puntos (2, 0, 0) y 
(—2, 0, 0) es siempre igual a 6. Construir el lugar geométrico. 
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30. Deducir la ecuación de la superficie de revolución generada por rotación 
de la circunferencia x 3 + y 3 — 2by + b 3 — a 3 = 0, z = 0, en torno del eje X. 
Construir la superficie para a = 2 y 6 = 3. Cuando b > a. la superficie se 
llama (oro o anillo dt ancla. 


137. Superficies regladas. Vamos a considerar ahora un tipo 
más general de superficies del cual son ejemplo el plano , la superficie 
cilindrica y la cónica. 

Definición . Una superficie reglada es aquella que puede ser en¬ 
gendrada por el movimiento de una línea recta. 

La línea recta en movimiento , en cualquiera de sus posiciones, se 
llama generatriz de la superficie. 

Se sigue de esta definición que una superficie cilindrica es una 
superficie reglada cuyas generatrices son todas paralelas, mientras que 
la superficie cónica es una superficie reglada cuyas generatrices son 
todas concurrentes. 

Como en el caso de la superficie cilindrica (Art. 133) y cónica 
(Art. 135), las ecuaciones de las superficies regladas pueden obtenerse 
por el método del parámetro. 

Ejemplo 1. Hallar la ecuación de la superficie reglada generada por la 
familia de rectas 

2x — y + kz = 0, 2kx + ky — 4z = 0. (1) 

Solución. Para cada valor del parámetro k, la recta correspondiente de la 
familia (1) debe estar en su totalidad sobre la superficie. Es decir, todos los 
puntos cuyas coordenadas satisfacen las ecuaciones (1) deben estar sobre la 
superficie, cualquiera que sea el valor de k. Por tanto, las ecuaciones de la su¬ 
perficie deben ser independientes de A y pueden obtenerse a partir de las ecua¬ 
ciones (1) simplemente eliminando el parámetro k. Así. despejando k de cada 
una de estas ecuaciones, obtenemos 


de donde. 


o sea. 


h - U ~ 2j í , k - - 4z 

z ¿X + y 


y — 2x _ 4z 
z 2x + y' 

4x 3 — y 3 + 4z J — 0, 


que es la ecuación buscada. Esta superficie reglada es, evidentemente, la super¬ 
ficie de un cono circular recto cuyo vértice está en el origen y cuyo eje se extiende 
a lo largo del eje Y. 


Si no se dan las ecuaciones de las generatrices de una superficie 
reglada como en el ejemplo anterior, pueden obtenerse a partir dk la 
forma en que se engendra la superficie. La ecuación de la superficie 
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puede determinarse entonces por el método de parámetros como se 
ilustró anteriormente para las superficies cilindrica y cónica. 

Consideremos ahora el problema recíproco, a saber, dada la 
ecuación de una superficie, determinar si representa o no una super¬ 
ficie reglada. Ilustraremos el método con un ejemplo. 

Ejemplo 2. Demostrar que la ecuación 

yz + 2a: — 2z “ 0 (2) 

representa nna superficie reglada. Construir la superficie. 

Solución. Si en la ecuación (2) hacemos z ” fe, hallamos qne la intersección 
de la superficie y el plano es la línea recta 

Ix + ky - 2fe - 0. z - fe. O) 

Como las rectas de la familia (3) están 
sobre la superficie (2) para todos los valo¬ 
res de fe, esta superficie es reglada y tiene 
a las rectas (3) por generatrices. 

Antes de intentar la construcción de una 
superficie reglada es mejor, generalmente, 
determinar las direcciones de sus generatri¬ 
ces. Por el artificio de los números direc¬ 
tores, reencuentra que los números directo¬ 
res de las generatrices (3) son [fe. —2, 0]. 

Esto muestra que todas las generatrices son 
paralelas al plano XY pero no son parale¬ 
las entre sí, ya que los números directores 
dependen del parámetro fe. Estos hechos sugieren un método de construir la 
superficie (2) . Primero hallamos las trazas de la superficie sobre el plano XZ 
y sobre el YZ. Estas son, respectivamente, 

x - z. y — 0, (4) 

y - 2, x = 0, y z - 0, x = 0. (5) 

Para nn valor común de z, sea P i el punto sobre la traza (4) y P a el punto sobre 
la traza (5) . Entonces, evidentemente, la recta que pasa por P i y P 3 es una 
generatriz de la superficie (2) . En la figura 185 aparecen trazadas varias de 
estas generatrices, y muestra una parte de la superficie comprendida en el primer 
octante. Esta superficie se llama paraboloide hiperbólico. 

El procedimiento empleado en el ejemplo 2 sugiere otro método 
para determinar cuándo una ecuación dada representa una superficie 
cilindrica. Vamos a ilustrar esto por medio de un ejemplo. 

Ejemplo 3. Demostrar que la ecuación 

xz + 2yz — 1=0 (6) 

representa una superficie cilindrica, demostrando qne su lugar geométrico es nna 
superficie reglada cuyas generatrices son todas paralelas. 


Z 



Fig. 185 


Lehmanfw — 27. 
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Solución. La intersección de la superficie (6) y el plano z — ¿fe es la tecta 
¡fe* + 2ky - 1 - 0. z - ¿fe. (7) 

Por tanto, la superficie (6) es una superficie reglada que tiene a la familia de 
rectas (7) por generatrices. 

Los números directores de las generatrices (7) son [2, — 1, 0]. Como estos 
números directores son independientes del parámetro ¿fe, todas las generatri¬ 
ces (7) son paralelas, y, por tanto, la superficie (6) es cilindrica. El estu¬ 
diante debe construir la superficie. 


EJEBOIOIOS. Grupo 65 

En cada uno de los ejercicios 1-6. hallar la ecuación de la superficie reglada 
generada por la familia de rectas dada, y construir la superficie. 

1. kx + 2 ¿fey -4—0, x —2 y — k — 0. 

2. x — ky — 3z — 0, kx + 3kz + y — 0. 

3. x + ky — 2z — lk — 0. ¿be — y + 2¿fez — 2. 

4. x-3y + 3kz - 3k, kx + 3ky - 3z - 3. 

5. x + 2 y — k — 0, kx — 2 ky — z — 0. 

8. x + y - ky = 0, * + ¡fez - 0. 

7. Demostrar que la superficie del ejercicio 4 también es generada por la 
familia de rectas kx — 3ky — 3z — 3. x + 3y + 3Az — 3¡fc. Demostrar también 
que ambas familias de rectas se cortan. 

En cada uno de los ejercicios 8-13, demuéstrese que la ecuación dada repre¬ 
senta una superficie cilindrica demostrando que su lugar geométrico es una 
superficie reglada cuyas generatrices son todas paralelas. Constrúyase la super 
ficie. 


8. 

X a + y a — 2x + 2y — 2. 

11. 

y a — jc-z — 1-0 

9. 

z a — 2x — 2y — 0. 

12. 

x a + y a -z a — 2xy -1. 

10. 

2x a + y — 2z - 0. 

13. 

x a + z a — 2 xz — y + z — 0. 


En cada uno de los ejercicios 14-17, demuéstrese que la ecuación dada repre¬ 
senta una superficie cónica demostrando que su lugar geométrico es una super¬ 
ficie reglada cuyas generatrices son todas concurrentes. Constrúyase la superficie. 

14. 4x a + 4y a — z a — 0. 16. y a — 4jcz — 0. 

15. x a ~ 4y* + z a - 0. 17. x a 4- lyz - 2y - 0. 

En cada uno de los ejercicios 18-21, demuéstrese que la ecuación dada repre¬ 
senta una superficie reglada. Constrúyase dicha superficie. 

18. x a + y 2 — z 2 — 1. 20. xy — x — y — z + l —0. 

19. x a — 4 y 3 + z* “ 4. 21. x a — y a — z “ 0. 

22. Hallar la ecuación de la superficie reglada engendrada por una recta que 
se mueve de tal manera que se mantiene siempre paralela al plano YZ y corta a la 
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recta x + z — 1, y —O, ya la parábola y 2 ■* x. z — 0. Construir la su¬ 
perficie. 

23. Hallar la ecuación de la superficie reglada generada por una recta que te 
mueve de tal manera que se mantiene siempre paralela al plano XY y se apoya 
en las curvas y* = z. x = 0 y z* — x. y — 0. Construir la superficie. 

24. Un conoide es una superficie reglada engendrada por una recta que se 
mueve de tal manera que se mantiene siempre paralela a un plano fijo dado, 
corta a una recta fija dada, y satisface otra condición. En particular, ti el plano 
fijo y la recta fija dados son perpendiculares entre sí, la superficie te llama co¬ 
noide recto. Hallar la ecuación del conoide recto generado por una recta que se 
mueve paralela al plano XZ y corta a la recta z — 2. x — 0, y a la circunfe¬ 
rencia x* + y* ~ 4, z — 0. 

25. Hallar la ecuación del conoide recto engendrado por una recta que se 
mueve paralela al plano XZ y corta a la recta x — 3, * ~ 0, ya la elipse 

y 2 + 4z 2 - 4. x - 0. 


138. Transformación de coordenadas rectangulares en el espacio. 
En el Capítulo V y los capítulos subsiguientes de la Geometría analí¬ 
tica plana, vimos que, por medio de transformación de coordenadas, 
se puede frecuentemente simplificar la ecuación de un lugar geométrico 
plano, y estudiar así sus características con más facilidad. De modo 
análogo, las ecuaciones de los lugares geométricos en el espacio pueden 
simplificarse por una transformación de coordenadas. Como en Geo¬ 
metría analítica plana consideraremos aquí la transformación de coor¬ 
denadas en el espacio asociada con una traslación y una rotación de los 
ejes coordenados. 

Por una traslación de los ejes coordenados rectangulares en el espacio , 
entendemos la operación de mover los ejes coordenados a una posición 
diferente de manera que los nuevos 
ejes sean paralelos a los ejes originales, 
respectivamente, y de la misma direc¬ 
ción. Consideremos (fig. 186) una 
traslación de los ejes coordenados rec¬ 
tangulares tal que el origen 0(0, 0, 0) 
tome la nueva posición 0 / (h , k, l) , 
y que los ejes X , Y y Z , tomen las 
nuevas posiciones X ', Y' y Z', 
respectivamente. Designemos por 
(x, y, z) y (*', y', z') , respectiva¬ 
mente , las coordenadas de un punto 
cualquiera P del espacio referido a los 
ejes originales y a los nuevos ejes. 

Entonces, las relaciones entre las coordenadas originales de P y las 
nuevas coordenadas pueden obtenerse por el mismo método empleado 



Fig. 186 
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en la deducción de las relaciones análogas de la Geometría analítica 
plana (Art. 50, teorema 1). El resultado obtenido se expresa en 
el siguiente 

Teorema 10. Si los ejes rectangulares son trasladados a un nuevo 
origen 0'(h, k, 1), y si las coordenadas de un punto cualquiera P del 
espacio antes y después de la traslación son (x, y, z) y (x', y', z'), 
respectivamente , las ecuaciones de trasformación de las coordenadas ori¬ 
ginales a las nuevas son 

x = x' + h, y =» y' + k, z = z' + 1. 

Por una rotación de los ejes coordenados rectangulares en el espacio, 
entendemos la operación de mover los ejes coordenados a una nueva 

posición haciéndolos girar en tomo del 
origen como punto fijo de tal manera 
que los nuevos ejes permanezcan mu¬ 
tuamente perpendiculares entre sí y 
análogamente dirigidos uno con res¬ 
pecto al otro. Consideremos (fig. 187) 
una rotación de los ejes coordenados 
rectangulares tal que el origen O per¬ 
manezca fijo, pero los ejes originales 
X , Y y Z tomen las nuevas posicio¬ 
nes especificadas por los ejes 
X', Y' y Z', respectivamente. Desig¬ 
nemos por (x, y, z) y (a/, y ', z') 
Fig. 187 las coordenadas de un punto cual¬ 

quiera P del espacio referido a los 
ejes originales y a los nuevos ejes, respectivamente. Denotemos por 
ai, 0i, vi; aj, 0i, yi, y a 3 , 0s, ys, respectivamente, los ángulos 
directores de los ejes X ', Y' y Z ', referidos a los ejes originales. 
Estos ángulos directores aparecen ordenados en la siguiente tabla : 

Eje X Y Z 

X' ai 0i 

Y> ai 0 2 

Z' as 0s 

Leyendo esta tabla en sentido horizontal, obtenemos los ángulos direc¬ 
tores de los nuevos ejes con respecto a los ejes originales, y leyendo en 
sentido vertical, obtenemos los ángulos directores de los ejes originales 
con respecto a los nuevos ejes. 


Y» 

Y2 (1) 

ys 
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De la tabla (1), los ángulos directores del eje X , con respecto a 
los nuevos ejes , son ai, 02 , as. Entonces , como el eje X es normal 
al plano YZ , se sigue, por el teorema 9 (Art. 119) que la ecuación 
del plano YZ , con referencia a los nuevos ejes, está dada por 

x' eos ai + y' eos a* + z' eos as = 0. 

Por el teorema 11 (Art. 120) el primer miembro de esta ecuación 
represéntala distancia del punto P al plano YZ. Pero esta distan¬ 
cia también está dada por la coordenada x. Por tanto, tenemos la 
relación 

x = x' eos ai + y' eos a¡ + z' eos as. (2) 

Análogamente , podemos obtener expresiones similares para cada una 
de las coordenadas y y z en función de las nuevas coordenadas. Va¬ 
mos a agrupar juntas estas relaciones en el sistema 

x 

V 
z 

Observamos en seguida que en el sistema (3) hay nueve cosenos 
directores o constantes. EstaB constantes no son todas independientes, 
porque satisfacen las seis relaciones de los sistemas (4) y (5) que 
damos a continuación. Así, por el teorema 4 (Art. 110), tenemos 
las tres relaciones: 

eos 2 ai 4- eos 2 di + eos 2 yi = 1, 1 

eos 2 a¡ 4- eos 2 P 2 4- eos 2 y 2 = 1, > (4) 

eos* as 4- eos 2 (5s 4- eos 2 ys = 1. J 

También, como los nuevos ejes X', Y' y Z' son mutuamente per¬ 

pendiculares, tenemos, por el corolario 2 del teorema 6 (Art. 112), 
las tres relaciones: 

eos ai eos a 2 + eos (3i cob P* + eos yi eos y* = O» ] 

eos ai eos as + eos Pi eos Ps + eos yi eos ys *» O, > (5) 

eos a: eos as + eos P 2 eos Ps + eos Y 2 eos ys •» O. J 

El sistema (3) expresa cada una de las coordenadas originales 

de P en función de sus nuevas coordenadas. Podemos, análoga¬ 
mente , obtener expresiones semejantes para las nuevas coordenadas 
en función de las coordenadas originales. Así, empleando la ecuación 
del plano Y' Z', con respecto a los ejes originales, podemos, por el 


= x' eos ai + y' eos 02 + z' eos aj, \ 

= x' eos Pi 4- y' eos P 2 4- z' eos P», > (3) 

= x' eos yi 4- y' eos y 2 4- ^ eos ys. J 
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mismo método empleado para deducir la ecuación (2) anterior, obte¬ 
ner la relación 

x' = x eos ai + y eos Pi + z eos yi • 

Análogamente, obtenemos relaciones similares para y' y z' las cuales 
están agrupadas en el sistema 

x' = x eos ai + y eos Pi + z eos yi» 1 

y' = x eos a 2 + j/ eos P* + z eos yt. ? (6) 

t! — x eos as + y eos P» + z eos y» ■ J 

El sistema (6) es el recíproco del sistema (3) y puede obtenerse 

también como una solución del sistema (3) para x', y* y z' (ver los 
ejercicios 23 y 24 del grupo 66 al final de este artículo). 

Vamos a resumir los resultados precedentes en el siguiente 

Teorema 11. Si se hacen girar los ejes coordenados rectangulares 
en tomo de su origen O como punto jijo de manera que ios ángulos 
directores de los nuevos ejes X' , Y' y Z' con respecto a los ejes origi¬ 
nales X, Y y Z sean ai, Pi, yi; ai, P*, ya , y as, Ps, yz, respec¬ 
tivamente , y las coordenadas de un punto cualquiera P del espacio antes 
y después de la rotación son (x, y, z) y (x' ( y', z'), respectivamente, 
entonces las ecuaciones de transformación de las coordenadas originales a 
las nuevas son 

x = x' eos ai + y' eos a» + z f eos as, 

y = x' eos Pi 4- y' eos Pj + z' eos Ps, 

z = x' eos yi + y' eos yz + z’ eos yz, 

y las ecuaciones de la transformación inversa de las coordenadas nuevas 
a las originales son 


x' =* x eos ai + y eos Pi + z eos yi, ) 

y' = x eos a 2 + y eos P» + z eos y t , > 

z' = x eos as + y eos Ps + z eos yz. ) 

Notas. 1. El orden de los términos en el primer sistema de ecuaciones 
de transformación pnede obtenerse leyendo hacia abajo, y para el segando sis¬ 
tema. leyendo de izquierda a derecha, en la tabla (!). 

2. Los ejes coordenados en el espacio pueden sujetarse a una traslación 
y una rotación, tomadas en cualquier orden. Como las ecuaciones de transfor¬ 
mación para la traslación y para la rotación de ejes son relaciones lineales, 
podemos demostrar, como en la transformación de coordenadas en el plano 
(nota 1 del teorema 3, Art. 52) , que el grado de una ecuación no se altera por 
transformación de coordenadas en el espacio. 
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EJERCICIOS. Grupo 66 

1. Demostrar el teorema 10 del Articulo 138. 

2. Como resultado de la traslación de los ejes coordenados al nuevo origen 
O' (—4, 3, 5). las coordenadas de dos puntos son Pi (6, —3, 2) yPs(—2, 1,2) 
referidos a los nuevos ejes. Hallar las coordenadas de estos puntos referidos a los 
ejes originales. Ilustrar los resultados con una figura. 

3. Hallar las nuevas coordenadas de los puntos Pi( — 2, 3, 4) y 
Pi(l. -4, 5) en una traslación en que el nuevo origen es el punto O'( 2 , 2, 7) . 
Ilustrar los resultados con una figura. 

4. Hallar la transformada de la ecuación 

x* + y» - 4z* - 2x + 4y + 24z - 31 

de una superficie al trasladar los ejes coordenados al nuevo origen (1, —2. 3) . 
Construir la superficie y trazar ambos sistemas de ejes. 

6. Resolver el ejercicio 4 por el método de completar cuadrados. 

En cada uno de los ejercicios 6-10, por una traslación de los ejes coordena¬ 
dos, transformar la ecuación dada de una superficie en otra ecuación que ca¬ 
rezca de términos de primer grado. Construir la superficie y trazar ambos 
sistemas de ejes. 

6. 2* 2 + 3z 2 + 16 jc - fez + 29 - 0. 

7. 9x* + 4y 2 + 3fez 2 - 18* + 16y - 11. 

8. x 1 - 4y* + 2z 2 - 6 x - 8y + 8z + 9 - 0. 

9. x a + y 2 -j- z 1 — 3x + y — 6z + 8 — 0. 

10. y 3 — 3y 2 — z 2 + 3y — 4z — 5. 

11. Deducir las ecuaciones segunda y tercera del sistema (3) del Art. 138. 

12. Deducir las tres ecuaciones del sistema (6) del Art. 138. 

13. Demostrar que el grado de una ecuación no se altera por transformación 
de coordenadas en el espacio. 

14. Hallar las nuevas coordenadas de un punto Pi(6, —3, 3) cuando los 
ejes coordenados son girados de tal manera que los cosenos directores de los nue¬ 
vos ejes con respecto a los ejes originales son 

111- 1 -l 1- ±1-1 

3 ’ 3 ’ 3’ 3 ’ 3’ 3' 3 ’ 3 ’ 3' 

Ilústrese con una figura. 

16. Si las nuevas coordenadas de un punto Pj son (3, 9. — 6) , con refe¬ 
rencia a los ejes girados del ejercicio 14, hállense las coordenadas de Pi con res¬ 
pecto a los ejes originales. 

16. Si se hace girar a los ejes X y Y un ángulo agudo 9 alrededor del eje Z 
como recta fija, demuéstrese que et sistema (3) del Articulo 138 toma la forma 

* — x' eos 0 — y' sen 8 . y — x' sen 8 + y' eos 8 , z — z\ 

(Ver el teorema 2 del Art. 51.) 

17. Bajo las condiciones del ejercicio 16, demuéstrese que el sistema (fe) del 
Articula 138 toma la forma 

jr' — x eos 8 -f- y sen 8 , y' — — x sen 8 + y eos 9, z' = z. 

(Ver el ejercicio 19 del grupo 21, Art. 51.) 
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18. Hallar la transformada de la ecuación 

23je* - 41y* - 3Iz* + 48*y - llxz - 24 yz = 0 

al hacer girar los ejes coordenados de tal manera que los cosenos directores de 
los nuevos ejes con respecto a los originales sean 

2_ 2 _2 _ 2 2- 2 _ÍL 2 

7 ' 7 ’ y y 7’ y 7' 7’ y 

Construir la superficie. 

19. Hallar la transformada de la ecuación 

8jc 2 + 11 y 2 + 8 z ! — 4xy + 8 xz + 4 yz =■ 12 

al hacer girar los ejes coordenados de tal manera que los cosenos directores de los 
nuevos ejes con respecto a los originales sean 

111-1 -1 ±11 -1 

3’ 3’ 3’ 3' 3’ 3 ’ 3 ’ 3’ 3 ‘ 

Construir la superficie. 

Los ejercicios 20-25 se refieren a la tabla (1) y a los sistemas (3), (4) y (6) 
del Articulo 138. 

20. Usando el hecho de que el eje Z' es perpendicular a ambos ejes X' y Y' 

y seleccionando de la tabla (1) los ángulos directores convenientes, demostrar, 
por medio del artificio de los números directores (Art. 113), que los cosenos 
directores del eje Z ' están dados por las relaciones 

eos as = eos Pi eos ys — eos p 3 eos yi, 

eos P» = eos a 3 eos yi — eos ai eos ys. 

eos Ys m eos ai eos Ps — eos a 3 eos Pi. 

21. Análogamente, como en el ejercicio 20, demostrar que los cosenos direc¬ 
tores del eje X' están dados por las relaciones 

eos ai => eos Ps eos y> — eos Ps eos Ys. 
eos Pi — eos aj eos ys — eos as eos ys, 
eos Yi — eos as eos P 3 — eos a 3 eos Ps. 

22. Por medio del resultado del ejercicio 20 y la tercera relación del sis¬ 
tema (4). demostrar que el determinante del sistema (3) es igual a la unidad. 

23. De los resultados de los ejercicios 21 y 22, demostrar, por medio de la 
regla de Cramer, que la solución del sistema (3) para x' está dada por la primera 
relación del sistema (6) . 

24. Análogamente, como en el ejercicio 23, demostrar que la solución del 
sistema (3) para y' y z' está dada por las relaciones segunda y tercera, respec¬ 
tivamente, del sistema (ó). 

25. Análogamente, como en el ejercicio 24, demostrar que la solución del 
sistema (6) está dada por el sistema (3) . 
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139. Ecuación general de segundo grado con tres variables. De 
considerable importancia en la Geometría analítica de tres dimensiones 
es la ecuación general de segundo grado con tres variables, 

Ax* + By* + Cz* + Dxy + Exz + Fyz 

+ Gx + Hy + Iz + K = 0, (1) 

en donde uno , por lo menos, de los seis coeficientes A , B , C, D, E 
y F es diferente de cero. Una superficie cuya ecuación es de la for¬ 
ma (1), es decir, de segundo grado , se llama , apropiadamente, 
superficie cuddrica o simplemente una cuddrica. El estudiante obser¬ 
vará que algunas de las superficies previamente estudiadas son super¬ 
ficies cuádricas. Por ejemplo, la superficie esférica es una cuádrica. 
También , las superficies cilindrica y cónica cuyas ecuaciones sean de 
segundo grado, son cuádricas, tenemos así el cilindro cuddrico y el cono 
cuádrico . De manera semejante, cualquier superficie reglada represen¬ 
tada por una ecuación de segundo grado se llama cuddrica refiada. 

Vamos ahora a llamar la atención sobre una propiedad importante 
de las cuádricas. Supongamos que cortamos la cuádrica (1) por un 
plano cualquiera paralelo al plano XY , es decir, el plano z — k , en 
donde k es una constante real cualquiera. Las ecuaciones de la curva 
de intersección se obtienen sustituyendo z por A: en la ecuación (1); 
éstas son 

Ax* + By* + Dxy + (Ek + G)x 

+ {Fk + H)y + Ck* + Ik + AT=0, z = k. 

Por nuestro estudio previo de la ecuación plana general de segundo 
grado con dos variables (Capítulo IX), reconocemos esta curva como 
una sección cónica, o una forma límite de una sección cónica , conte¬ 
nida en el plano z = k. Más generalmente , podemos demostrar que, 
si una superficie cuddrica es cortada por un plano cualquiera , la curva 
de intersección es una sección cónica o una forma limite de una sección 
cónica . Vemos ahora que nuestra determinación previa de las secciones 
cónicas como secciones planas de un cono circular recto, hecha en el 
Artículo 78 , es un caso especial de esta propiedad. 

La ecuación general (1) de una cuádrica ocupa entre las superfi¬ 
cies , en Geometría analítica del espacio, un logar análogo al ocupado 
entre las curvas planas, en Geometría analítica plana, por la ecuación 

Ax* + Bxy + Cy* + Dx + Ey + F = 0, (2) 

que es la definición analítica de una sección cónica. En el Capítulo IX 
hicimos un estudio de la ecuación (2) y una clasificación de los lugares 
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geométricos representados por ella. Se puede hacer un estudio seme¬ 
jante de la ecuación (1) y una clasificación de sus lugares geométricos, 
pero, evidentemente, para tres variables la discusión es mucho más 
larga y complicada. Se demuestra en tratados avanzados que me¬ 
diante una transformación apropiada de coordenadas, se puede transfor¬ 
mar la ecuación (1) de manera que tome una de las dos formas tipo : 

(I) Mx* + Ny* + Pz* - R , 

(II) Mx* + Ny' = Si. 

Las superficies del tipo (I) tienen un centro de simetría, el origen, y 
por esto se llaman cuádricas con centro . Las superficies del tipo (II) 
no tienen centro de simetría y se llaman, por lo tanto, cuádricas 
sin centro. 

En la página siguiente se da, en forma de tabla, una clasificación de 
las superficies representadas por ecuaciones de los tipos (I) y (II). 
La naturaleza de estas superficies dependerá, naturalmente, de los 
coeficientes, de los cuales uno o más pueden ser cero. Debe obser¬ 
varse , sin embargo, que el número de tales coeficientes nulos es limi¬ 
tado , porque, como hemos anotado previamente (nota 2 del teo¬ 
rema II, Art. 138), el grado de una ecuación no se altera poruña 
transformación de coordenadas en el espacio. 

Por una simple observación de estas dos tablas vemos que, si uno 
o más coeficientes son cero, el lugar geométrico, si existe, está entre 
las superficies que hemos estudiado previamente. Estos lugares geo¬ 
métricos incluyen las superficies del cilindro y cono rectos y a ciertas 
formas degeneradas que constan de dos planos diferentes, dos planos 
coincidentes (o un solo plano), dos planos que se cortan, una sola 
recta (una forma límite de un cilindro), y un punto. 

Si ningún coeficiente es cero, las tablas muestran que el lugar 
geométrico, si existe, es una superficie de la cual no hemos discutido 
anteriormente ningún detalle. Estas superficies son las tres cuádricas 
con centro : el elipsoide y los hiperboloides de una y dos hojas, y las 
dos cuádricas no centrales: los paraboloides elíptico e hiperbólico. 

140. CuádrieaB con centro. Vamos a considerar ahora las cuá¬ 
dricas con centro , representadas por la ecuación 

Mx i + Ny 2 + Pz' = R, 

en donde todos los coeficientes son diferentes de cero. Podemos enton¬ 
ces escribir esta ecuación en la forma 
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Clasificación de las cnádricas 


TIPO (I). Mx * + Ny* + Pz* “ R 



COEFICIENTES 

LUGAR GEOMETRICO 

R* 

M. N. P 


Todos positivos 

Elipsoide 


Todos negativos 

Ningún lugar geométrico 


Dos positivos, uno negativo 

Hiperboloide de una hoja 


Uno positivo, dos negativos 

Hiperboloide de dos hojas 

> 0 

Uno cero, dos positivos 

Cilindro eliptico (o circular) recto 


Uno cero, dos negativos 

Uno cero, uno positivo, uno ne- 

Ningún lugar geométrico 


gativo 

Cilindro hiperbólico recto 


Dos cero, uno positivo 

Dos planos paralelos diferentes 


Dos cero, uno negativo 

Ningún lugar geométrico 


Todos del mismo signo 

Un solo punto, el origen 


Dos positivos, uno negativo 

Cono recto 

-0 

Uno cero, dos del mismo signo 

Todos los puntos sobre un eje co¬ 
ordenado 


Uno cero, dos de signos contrarios 

Dos planos que se cortan 


Dos cero 

Un plano coordenado (dos planos 
coincidentes). 


* Cuando R<0, se invierten los signos de los coeficientes M, N y P : los 
lugares geométricos correspondientes estarán dados entonces como para R > 0. 


TIPO (II). Mx 3 + Ny 2 - Sz 



COEFICIENTES 

LUGAR GEOMETRICO 

S** 

M, N 


Del mismo signo 

Paraboloide elíptico 

>0 

Signos opuestos 

Paraboloide hiperbólico 


Uno cero 

Cilindro parabólico recto 


Del mismo signo 

Todos los puntos sobre un eje co¬ 
ordenado 

-0 

Signos opuestos 

Dos planos que se cortan 


Uno cero 

Un plano coordenado (dos planos 
coincidentes) 


•• Cuando S < 0, se invierten los signos de los coeficientes M y N; los 
lugares geométricos correspondientes estarán dados entonces como para S > 0. 
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llamada forma canónica de una cuddrica con centro. Como para las 
secciones cónicas, veremos que es más sencillo estudiar las cuádricas a 
partir de las formas canónicas de sus ecuaciones. De la ecuación (1) 
se deduce que cada cuádrica con centro tiene tres planos de simetría 
(los planos coordenados) llamados planos principales, tres ejes de si¬ 
metría (los ejes coordenados) llamados ejes principales, y un centro 
de simetría (el origen) llamado centro de la superficie. 

Si todos los coeficientes en la ecuación (1) son negativos, no hay 
lugar geométrico. Por tanto, solamente quedan tres casos por consi¬ 
derar , según que el número de coeficientes positivos sea tres, dos o 
uno. Tenemos entonces los tres siguientes tipos de superficies : 

а ) Elipsoide — todos los coeficientes positivos. 

б) Hiperboloide de una hoja —dos coeficientes positivos, uno 
negativo. 

c) Hiperboloide de dos hojas —un coeficiente positivo, dos ne¬ 
gativos . 


a) Elipsoide. 
soide es 


La forma canónica de la ecuación del elip- 


x* 
a 2 


y 
b 2 


= 1 . 


( 2 ) 


Podemos discutir esta ecuación de acuerdo con los métodos del Ar¬ 
tículo 129. Las intercepciones con los ejes X , Y y Z son =fc a, ± b 

y ± c, respectivamente. Los seis pun¬ 
tos de intersección del elipsoide y los ejes 
coordenados se llaman vértices. En la 
figura 188 se han designado por las 
letras A, A', B, B' y C, C'. Si 
a > b > c, los segmentos AA', BB' y 
CC' se llaman, respectivamente, eje 
mayor, eje medio y eje menor del elip¬ 
soide. 

Todas las trazas sobre los planos co¬ 
ordenados son elipses. 

La superficie es simétrica con respecto 
a todos los planos coordenados, a todos los ejes coordenados, y al 
origen. 

Todas las secciones del elipsoide hechas por los planos paralelos a 
los coordenados son elipses dentro de los límites de la superficie, que es 
cerrada y está contenida en su totalidad dentro del paralelepípedo que 
tiene por caras los planos *■ ±o, {/ = ± 6 y z «■ ± c. 
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Si dos cualesquiera de los coeficientes en la ecuación ( 2 ) son igua¬ 
les, la superficie se llama elipsoide de revolución. En particular, si 
a > b y c = b , tenemos el elipsoide alargado , una superficie de revo- 

lución que se obtiene haciendo girar la elipse = 1 , 2 = 0 , en 


torno de su eje mayor. También , si a > 6 y c = o, tenemos el elip¬ 
soide achatado o esferoide, que es una superficie de revolución que se 

obtiene haciendo girar la elipse -^5 + = 1 , 2 = 0 , en tomo de su 

eje menor. Si a — b = c, la superficie (2) es una esfera de radio o; 
luego, la superficie esférica es un caso especial del elipsoide. 


b) Hiperboloide de una hoja. Una forma canónica de la ecuación 
del hiperboloide de una hoja es 


*!j£_i! 

a* + b* c 2 


(3) 


Las otras dos formas canónicas son 


o* 



i y 



Nuestra discusión déla ecuación (3) servirá también para estas dos 
últimas formas, ya que las tres superficies difieren solamente en sus 
posiciones con relación a los ejes coordenados. 

Las intercepciones con los ejes X y Y son ±«y ± b , respecti¬ 
vamente . No hay intercepciones con el eje Z. 

Las trazas sobre los planos XY , XZ y YZ son, respectivamente, 

la elipse — + -jt = 1 , 2 = 0 , la hipérbola —¡ — - 7 = 1 , 1 / = 0 , y la 

CL 0 & C 

2 2 

hipérbola ^ — -jj = 1, x = 0 


La superficie es simétrica con respecto a todos los planos coordena¬ 
dos , ejes coordenados y al origen. 

Las secciones de la superficie por planos paralelos al XY son las 
elipses 


a* + b * 


1 -i_ — 


2 = k. 


(4) 


De las ecuaciones (4) se deduce que, a medida que k aumenta de 
valor, estas elipses aumentan de tamaño. Se sigue, además, que la 
superficie no es cerrada sino que se extiende indefinidamente. En 
la figura 189(a) aparece una parte de la superficie, y se dice que se 
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extiende a lo largo del eje Z. Cualquier hiperboloide de una hoja 
se extiende a lo largo del eje coordenado correspondiente a la variable 
cuyo coeficiente es negativo en la forma canónica de su ecuación. 

Si en la ecuación (3) es a — b, la superficie es un hiperboloide de 
revolución de una hoja que puede engendrarse haciendo girar la hipér- 
y* z® 

bola — -y = 1 , x — 0 , en tomo del eje Z. (Véase el ejemplo 2 
del Artículo 136.) 



Fig. 189 


Vamos a comparar ahora la ecuación (3) con la ecuación 


- + l = o 

a 2 ^ b 3 c J u ’ 


(5) 


que representa una superficie cónica de segundo grado con eje en el 
eje Z. Si cortamos cada una de las superficies (3) y (5) por el pla¬ 
no y — mx, la curva de intersección para el hiperboloide (3) es la 
hipérbola 


/ 1 , m 2 \ , z 2 , 

= y ~ mx ’ 

y para el cono (5) es el par de rectas que se cortan 
/ 1 , m J \* z n 

\V 2 + v) x± v = 0 ’ y = mx - 


( 6 ) 


( 7 ) 
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Para todos los valores de m, las rectas (7) son las asíntotas de la 
hipérbola (6). Además, las hipérbolas (6) están sobre el hiperbo¬ 
loide (3), y las rectas (7) están sobre la superficie (5) para todos 
los valores de m. Vemos, entonces, que la superficie (5) guarda una 
relación con el hiperboloide (3) análoga a la que guardan las asíntotas 
con una hipérbola, y que el hiperboloide se aproxima más y más a la 
superficie cónica a medida que ambas superficies se alejan más y más 
del origen. Por esto, la superficie (5) se llama cono asintótico del 
hiperboloide (3). En la figura 189(a) aparece una porción de 
este cono. 

Escribamos ahora la ecuación (3) en la forma 

£ 

o s c a 6 2 ' 


Descomponiendo los dos miembros en factores, resulta : 


( 






( 8 ) 


Ahora es fácil ver que la ecuación (8) puede obtenerse eliminando el 
parámetro k de cualquiera de las dos siguientes familias de rectas: 



*( 1+ í)- < 9 > 


Por tanto (Art. 137), el hiperboloide de una hoja es una superficie 
reglada engendrada por una de estas dos familias de recias . Cada una 
de las familias de rectas (9) y (10) se llama un haz alabeado de 
segundo orden o regulus del hiperboloide (3). Puede demostrarse que 
por cada punto del hiperboloide pasa una y solamente una generatriz 
de cada haz. Algunas de estas generatrices aparecen en la figu¬ 
ra 189(6). 


c) Hiperboloide de dos hojas. Una forma canónica de la ecuación 
del hiperboloide de dos hojas es 


a 2 6 a c 2 


( 11 ) 


Como para el hiperboloide de una hoja, hay otras dos formas canóni¬ 
cas, siendo la discusión de la ecuación (11) representativa de todas 
las formas. 
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Las intercepciones con el eje X son ± a. No hay intercepciones 
con los ejes Y y Z. 

Las trazas sobre los planos XY y XZ son, respectivamente, las 

g2 

hipérbolas =* 1, z = 0 y — ^- = l,j/ = 0 . No hay traza 

sobre el plano YZ. 

La superficie es simétrica con respecto a todos los planos coordena¬ 
dos , ejes coordenados y al origen. 

Las secciones de esta superficie por pla¬ 
nos paralelos al YZ son las elipses 
* „* 

6 * 



x - k 

W ^ c 1 o 2 1 ’ * “ K ’ 


siempre que | k | > a. Para k = ± a , te¬ 
nemos solamente los dos puntos de inter¬ 
sección con el eje -X - , (±a, 0, 0). Para 
yalores de k comprendidos en el intervalo 
— a < k < a , no hay lugar geométrico. 
De esto se sigue que la superficie no es 
cerrada sino que está compuesta de dos 
hojas o ramas diferentes que se extienden 
indefinidamente. Una porción de la super¬ 
ficie aparece en la figura 190 , en donde los 
ejes coordenados han sido colocados de ma¬ 
nera que el dibujo resulte más claro. Se 
dice que la superficie se extiende a lo largo 
del eje X. Cualquier hiperboloide de dos hojas se extiende a lo lar¬ 
go del eje coordenado correspondiente a la variable cuyo coeficiente es 
positivo en la forma canónica de su ecuación. 

Si en la ecuación (11) 6 = c, la superficie es un hiperboloide de 
revolución de doa hojas que puede engendrarse haciendo girar la hipér- 

bola — — = 1 , z = 0, en tomo del eje X. (Véase el ejemplo 1 

del Artículo 136.) Como para el hiperboloide de una hoja, podemos 
demostrar que un hiperboloide de dos hojas tiene también un cono 
asintótico. Para la superficie (11), la ecuación de este cono es 

*! _ J(! _ *1 = O 
o* b s c 1 

Una porción del cono aparece en línea de trazos en la figura 190. Para 
el hiperboloide de dos hojas cuya ecuación en su forma canónica es 
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la ecuación de su cono asintótico es 



que es el cono asintótico (5) del hiperboloide de una hoja (3). 
Cuando un hiperboloide dé una hoja y un hiperboloide de dos hojas 
tienen un cono asintótico común, se llaman , apropiadamente, hiper¬ 
boloides conjugados. (Ver el Artículo 68.) Así, las superficies (3) y 
(12) son hiperboloides conjugados. 

141. Cuádrica8 sin centro. En este articulo consideraremos las 
cuádricas sin centro representadas por la ecuación 

Afx* -f Ny* m Sz , 

en donde todos los coeficientes son diferentes de cero. Podemos enton¬ 
ces escribir esta ecuación en la forma 


o‘ 6* 


cz, 


( 1 ) 


llamada forma ordinaria o canónica de una superficie cuddrica sin 
centro. De la ecuación (1) se deduce que las cuádricas sin centro 
tienen dos planos de simetría (los planos YZ y XZ) llamados planos 
principales, un eje de simetría (el eje Z) llamado eje principal, pero 
ningún centro de simetría. 

Atendiendo a las diversas combinaciones posibles de signos en la 
ecuación (1), se deduce que, en esencia, existen solamente dos tipos 
diferentes de superficies, a saber: 

a) Paraboloides elípticos (aquellos en que los coeficientes de los 
términos de segundo grado son del mismo signo). 

b) Paraboloides hiperbólicos (aquellos en que los coeficientes de 
los términos de segundo grado son de signos contrarios). 

a) Paraboloide elíptico. Una forma canónica de la ecuación del 
paraboloide elíptico es 

5+í-*- (2) 


Las otras dos formas canónicas son + tt = cu y + 47 «■ ex . 

a* o* a o* 

Para cada forma podemos tener dos variaciones según que c sea posi¬ 
tivo o negativo. Nuestro estudio de la ecuación (2) será represen¬ 
tativo de todas las formas. 

La superficie pasa por el origen. No hay otras intercepciones con 
los ejes coordenados. 


T<ehma»b — 58. 
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Las trazas sobre los planos XY , XZ y YZ son, respectivamente, 

X i yi 

el origen , la parábola ~^ = cz, y — 0, yla parábola = cz , x *» 0. 

La superficie es simétrica con respecto a los planos YZ y XZ y 
con respecto al eje Z. 

Las secciones de las superficies por planos paralelos al XY son las 
curvas 

+ = ck , z ** k. (3) 

Estas curvas son elipses si c y k son del mismo signo ; si c y k tienen 
signos contrarios, no hay lugar geométrico. Si tomamos c como posi¬ 
tivo , k debe ser positivo, y a medida 
que k aumenta de valor, las elipses (3) 
crecen en tamaño a medida que los pla¬ 
nos de corte se alejan más y más del 
plano XY. Evidentemente, pues, la 
superficie no es cerrada sino que se ex¬ 
tiende indefinidamente, alejándose del 
plano XY. Se ve fácilmente que las 
Y secciones de la superficie por pianos 
paralelos a los planos XZ y YZ son 
parábolas cuyos vértices se alejan del 
piano XY a medida que se toman los 
Fig. 191 planos de corte más y más lejos de es¬ 

tos planos coordenados. 

Una porción de la superficie, en el caso de ser c positivo, aparece 
en la figura 191. Si c es negativo la superficie está en su totalidad 
abajo del plano XX. Se dice de cada superficie que se extiende a lo 
largo del eje Z. Cualquier paraboloide elíptico se extiende a lo largo 
del eje coordenado correspondiente a la variable de primer grado en la 
forma canónica de su ecuación. 

Si en la ecuación (2) es a — b, la superficie es un paraboloide 
de revolución que puede engendrarse haciendo girar la parábola 
i/ s 

= cz , x = 0, en tomo del eje Z. (Véase el ejemplo 1 del Ar¬ 
tículo 130.) 



b) Paraboloide hiperbólico. Una forma canónica de la ecuación 
del paraboloide hiperbólico es 



(4) 
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Nuestra discusión de la ecuación (4) será representativa de las otra3 
dos formas canónicas, —^ — cy y = ex. Hay dos va¬ 

riaciones para cada forma, según que c sea positivo o negativo. 

La superficie pasa por el origen. No hay otras intercepciones con 
los ejes coordenados. 

Las trazas sobre los planos XY, XZ y YZ son, respectivamente, 
% %í X V 

las rectas que se cortan-(--?-= 0, 2 = 0. y — — -f- =■ 0. 2 = 0; 

n o o ’ J a b ’ 

X 2 «2 
la parábola = cz, y = 0 , y la parábola -jjj = — cz, x — 0. 

La superficie es simétrica con respecto a los planos YZ y XZ y 
al eje Z. 

Las secciones de la superficie por planos paralelos a, pero no coin¬ 
cidentes con , el plano XY son las hipérbolas 

r 2 u 1 

— — -f; = efe , 2 = ^0. 
a 2 b J 

Evidentemente, a medida que k crece numéricamente, las ramas de 
estas hipérbolas se alejan más y más del eje Z. Por tanto , la superfi¬ 
cie no es cerrada, sino que se extiende indefinidamente. 

Las secciones de la superficie por planos paralelos al XZ son las 
parábolas 

a? . P , 

— 2 = cz + , y-k, 

las cuales se abren hacia arriba o hacia abajo según que c sea positivo 
o negativo. 

Las secciones de la superficie por planos paralelos al YZ son las 
parábolas 

,.2 jfc * 

T 1 = ~ CZ + -tf’ x = k > 

las cuales se abren hacia abajo o hacia arriba según que c sea positivo 
o negativo. 

Una porción de la superficie aparece en la figura 192(a) para el 
caso en que c es negativo. La superficie tiene la forma de una silla 
de montar y se dice que se extiende a lo largo del eje Z. Todo para¬ 
boloide hiperbólico se extiende a lo largo del eje coordenado corres¬ 
pondiente a Ja variable de primer grado en la forma canónica de su 
ecuación. 
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Evidentemente, el paraboloide hiperbólico nunca puede ser una 
superficie de revolución. La ecuación (4) puede escribirse en la forma 

(W)(í-f)- 


de la cual vemos que la ecuación de la superficie puede obtenerse 
eliminando el parámetro k de cualquiera de las dos siguientes familias 
de rectas, o haces alabeados, 



(a) (6) 

Fig. 192 


Por tanto, como para el hiperboloide de una hoja (Art. 140), el 
paraboloide hiperbólico es una superficie reglada engendrada por cualquiera 
de los dos haces alabeados. (Véase el ejemplo 2 del Art. 137.) Puede 
demostrarse que por cada punto del paraboloide hiperbólico pasa una 
y solamente una generatriz de cada haz. Algunas de estas generatrices 
aparecen trazadas en la figura 192(6). 

EJERCICIOS. Grupo 67 

1. Discutir y representar gráficamente cada nna de las superficies del ti* 
po (I) (Art. 139) coando ano o mis de los coeficientes son nulos. 

2. Dar una discusión completa del elipsoide alargado cuya ecuación es 

— -i- ü? — 1, a > b. Construir la superficie, 
o* b 2 b 2 
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3. Dar ana discusión completa del elipsoide achatado coya ecuación es 

,1 ,,s 7 s 

4 + T3 + -T- »• « > *■ 

o* 6’ a* 


Construir la superficie. 

En cada uno de los ejercicios 4-7, discutir y construir el elipsoide cuya ecua¬ 
ción se da. 


4. i£ + j£ + -£!- 1. 6. 36** + 9y* + 4z* - 36. 

6. JZl + ld + ll- 1. 7. 4x* + y*+z*-8*-0. 


8. Hallar c identificar la ecuación del lugar geométrico de un punto que se 
mueve de tal manera que la suma de los cuadrados de sus distancias a los ejes 
X y y es siempre igual a 4. Construir la superficie. 

B. En Cálculo infinitesimal se demuestra que el volumen limitado por un 
elipsoide es igual a jíjfabc, siendo a, b y c los semiejes. Hállese el volumen 
limitado por el elipsoide 4** + 3y* + 2z* — 8* + I2y +4 — 0. 

10. Dar una discusión completa del hiperboloide de una hoja cuya ecuación 

es ——?-+—*■ 1. Construir la superficie y su cono asintótico. 
a a 6* c* 

11. Dar una discusión completa del hiperboloide de dos hojas cuya ecuación 

es iL — JL + JL+I = 0. Construir la superficie y su cono asintótico. 
a* Ir c 3 


En cada uno de loa ejercicios 12-17, discútase y construyase el hiperboloide 
cuya ecuación se da. Constrúyase también su cono asintótico. 

12. + 1. 14 ‘ x 3 + y*-2z 3 -4. 

149 16. je* + y* - 2z 2 + 6 - 0. 

13 _ ü! _ ll - 1 16. 2x ¡ - 3y* + z 3 - 6. 

‘ 1 4 9 “ ' 17. 2x 2 - y* + 8z 2 + 8 - 0. 

18. Construir los hiperboloides conjugados que tienen a la superficie 
x 3 + y 3 — z* — 0 por cono asintótico común. 

19. Hallar las ecuaciones de cada haz alabeado del hiperboloide 

x i _ 4y* +2z* - 1, 
y demostrar que estas rectas se cortan. 

20. Hallar la ecuación del hiperboloide de revolución de una hoja engendra¬ 
do por la rotación de la recta y — 2, z — x. en torno del eje Z. Construir 
la superficie. 

21. Hallar la ecuación canónica de una cuádrica con centro, si la superficie 
pasa por el punto (I, 1. — 1) y por la curva 4y 2 + 2z* = 3, x — 2. Cons¬ 
truir la superficie. 

22. Discutir e ilustrar cada una de las superficies del tipo (II) (Art. 139) 
cuando uno o dos de los coeficientes son nulos. 

23. Dar una discusión completa del paraboloide elíptico cuya ecuación 

x* z* 

es — -|—- — cy. Constiuir la superficie para c > 0 y también para c < 0. 

a* 




438 


GEOMETRIA ANALITICA DEL ESPACIO 


24. Dar ana disensión completa del paraboloide hiperbólico cuya ecuación 
x 2 ,a 

es — —•— = cy. Construir la superficie para c > 0 y también para c < 0. 
a 1 b 2 

En cada uno de los ejercicios 23-30, estudiar y construir el paraboloide cuya 
ecuación se da. 

25. x 2 + 2z 2 - 4y. 27. 9x* + 4z» + 36y = 0. 

26. *»-y» + z-0. 28. 4y* + z 2 + 2x - 0. 

29. jt» + y» - 4* - 6 y - 18z + 13=0. 

30. x 2 — y 2 — 2x + 4y + z — 6 = 0. 


31. Hallar las ecuaciones de cada uno de los haces alabeados del paraboloide 
hiperbólico x 2 — y 2 = 4z, y demostrar que estas rectas se cortan. 

32. Hallar la ecuación canónica de una cuádrica sin centro, si la superficie 
se extiende a lo largo del eje Z y pasa por los pantos (2, 1, 1) y (4, 3, — 1) . 
Construir la superficie. 

33. Las dos superficies —- iL=l yJf-iL=lse llaman cilindros hi- 

a 1 b 2 b 2 a 2 

pttbólicos conjugados. Demostrar que ambas superficies son asintóticas a los 

planos que se cortan —+-í¿- = 0 y — —’L = 0. Estos planos se llaman, 
a b a b 

apropiadamente, planos asintóticos comunes de los cilindros. Construyanselos 
cilindros y sus planos asintóticos. 

34. Demostrar que el paraboloide hiperbólico — —Mi = C z es asintótico 

a 2 b 2 

a los planos que se cortan — + Jí- = 0 y ~ — í = 0. Estos planos son lia- „ 

a b a b 

mados, apropiadamente, planos asintóticos. Constrúyase la superficie y sus 
planos asintóticos. 

35. Demostrar que las rectas de cada haz alabeado del paraboloide hiperbó- 

lico — —f- = cz son paralelas a cualquiera de sus planos asintóticos (ejer- 
a 2 b 2 

cicio 34). 


Los ejercicios 36-39 se refieren al sistema de cuádcicas con centro 


+ ■ 


+ k b 2 + k ' c 2 + k 


(?) 


en donde a>fc>c>0yel parámetro k puede tomar todos los valores reales 
excepto — a 2 . — b 2 , — c 2 , y cualquier valor menor que - o*. Este sistema es 
análogo al sistema de cónicas con centro (homofocales) discutido en el Art. 77. 

36. Para k > — c 2 . demuéstrese que la ecuación ($) representa un sistema 
de elipsoides cuyas trazas sobre el plano XV son todas elipses que tienen los fo¬ 
cos comunes (* Va» - b 2 , 0. 0). 

37. Para — b 2 < k < — c 2 , demuéstrese que la ecuación (5) representa un 
sistema de hiperboloides de una hoja cuyas trazas sobre el plano XV son todas 
elipses que tienen los focos comunes (± y/ a 2 — b 2 , 0, 0) . 

38. Para — a* < k < — b e , demuéstrese que la ecuación (5) representa un 
sistema de hiperboloides de dos hojas cuyas trazas sobre el plano XV son todas 
hipérbolas que tienen los focos comunes (± V a* — b 2 , 0, 0) . 
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39. Los resultados de los ejercicios 36-38 muestran que las trazas del siste¬ 
ma (5) sobre el plano XY. para todos los valores permisibles de' k, son cónicas 
homofocales (Art. 77). Demuéstrese que se verifican resultados semejantes 
para las trazas sobre el plano XZ y también para las trazas sobre el plano YZ 
de los elipsoides e hiperboloides de una hoja solamente, no habiendo ninguna 
traza sobre el plano YZ para los hiperboloides de dos hojas. En vista de esta 
propiedad, se dice que la ecuación (5) representa un sistema de cuádricas homo- 
focales. 

40. Establecer y demostrar un resultado análogo al del ejercicio 39 para el 
sistema de cuádricas sin centro 


x 2 + 9 a 

a 3 + k ^ b* + k 


2 z + h. 


las cuales, por esto, se llaman paraboloides homofocales. 



CAPITULO XVII 


CURVAS EN EL ESPACIO 


142. Introducción. En oí Capitulo XV hicimos un estudio de la 
recta en el espacio. En este capitulo extenderemos nuestro estudio al 
problema mis general de la investigación de cualquier curva en el 
espacio. Vimos que una recta en el espacio está representada analíti¬ 
camente por dos ecuaciones independientes, que Bon las ecuaciones de 
dos planos diferentes cualesquiera que pasen por la recta. Análoga¬ 
mente, una curva en el espacio puede representarse analíticamente 
por dos ecuaciones independientes, las ecuaciones de dos superficies 
diferentes cualesquiera que pasen por la curva. Según esto, vamos a 
establecer la siguiente 

Definición . La totalidad de los puntos, y solamente de aquellos 
puntos, cuyas coordenadas satisfacen simultáneamente dos ecuaciones 
rectangulares independientes se llama curva del espacio. 

Geométricamente, una curva del espacio es la intersección de las 
dos superficies diferentes representadas por las ecuaciones que la 
definen. 

Si todos los puntos de una curva en el espacio están en un plano, 
se llama curva piona; en caso contrarío, se llama curca alabeada. 

El estudiante debe observar que un par de ecuaciones rectangulares 
no representan necesariamente una curva del espacio. Así, las ecua¬ 
ciones x 2 + ji* + * J =* 4 y x* + v 2 + s* =* 9 no representan una cur¬ 
va , porque, analíticamente, estas dos ecuaciones no tienen ninguna 
solución común, y geométricamente, como representan dos esferas 
concéntricas, no hay curva de intersección. También, si dos superfi¬ 
cies tienen Bolamente un punto en común, no consideraremos que 
definen una curva en el espacio. 

Se anotó previamente (Art. 123) que las ecuaciones que definen 
una recta en el espacio no son únicas, y que usa recta puede repre¬ 
sentarse analíticamente por las ecuaciones de dos planos diferentes 
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cualesquiera que pasen por ella. Veremos ahora que este importante 
concepto se aplica a las curvas del espacio en general. 

Consideremos una curva del espacio cualquiera dada por la inter¬ 
sección de dos superficies diferentes cuyas ecuaciones, en forma sim¬ 
bólica , pueden escribirse brevemente 


O 

II 

5» 

O 

II 

3 

(1) 

Con estas ecuaciones formemos la ecuación 

u + kv =0, 

(2) 


en la que k es una constante o parámetro que puede tomar todos los 
valores reales. Evidentemente, si la ecuación (2) representa un lugar 
geométrico, se trata de una superficie (Art. 128). En particular, 
cualquier solución común de ambas ecuaciones (1) es también una 
solución de la ecuación (2). Por tanto, para cada valor del paráme¬ 
tro k, la ecuación (2) representa una superficie que pasa por la 
curva (1). (Véase Art. 77.) Este concepto es de tal importancia en 
la teoría de las curvas del espacio que lo anotaremos en la forma del 
siguiente 

Teorema . Para todos los valores del parámetro k , la ecuación 

u •+ kv = 0 


representa una familia de superficies cada una de las cuales pasa por la 
curva 

u = 0, v = 0. 

La importancia del teorema anterior está en el hecho de que a 
partir de las ecuaciones dadas de una curva del espacio frecuentemente 
es posible obtener un par de ecuaciones más simples o más útiles que 
la definan. Tendremos ocasión de usar este hecho más adelante (Ar¬ 
tículo 145). 

Debe observarse que nuestro estudio de las curvas del espacio se 
limitará solamente a su construcción. La investigación y determina¬ 
ción de las propiedades de la curva general del espacio requiere méto¬ 
dos avanzados que quedan fuera del programa de un curso elemental 
de Geometría analítica. 

143. Curvas planas en el espacio. Comenzaremos nuestro estudio 
de la construcción de las curvas del espacio considerando el caso más 
sencillo de una curva plana. Ya hemos estudiado algunos ejemplos 
especiales de tales curvas como trazas de una superficie sobre los 
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planos coordenados y como secciones de una superficie por planos 
paralelos a un plano coordenado. Así, las ecuaciones 

x 3 + y'“ = 4, z = 2 

representan una circunferencia contenida en el plano z = 2. Esta 
curva puede considerarse también como la intersección de la superficie 
del cilindro circular recto x* + y 1 — 4 con el plano z — 2. Evidente¬ 
mente , las curvas planas de este tipo pueden trazarse por los métodos 
de la Geometría analítica plana. 

Vamos a considerar la construcción de una curva contenida en un 
plano no paralelo a , ni coincidente con , un plano coordenado. Sea C 
dicha curva, y considerémosla definida como la intersección de una 
superficie curva S y un plano 5. Para construir C debemos obtener 
un medio para determinar la localización de cualquier punto de la 
curva. Esto puede hacerse trazando primero un plano, digamos 5', 
paralelo a uno de los planos coordenados y tal que corte a C . El plano 
&' cortará a S en una curva, digamos C', y a 8 en una recta, diga¬ 
mos l'. La intersección de C' y l' es, evidentemente, un punto de 
la curva C. 


Ejemplo. Construir aquella porción de la curva 

C: x 2 — 4y 2 — 4z 2 +4 = 0, x = y (1) 

que está en el primer ociante. 

Solución. La primera ecuación representa un hiperboloide de revolución S 
de una hoja (fig. 193) que se extiende a lo largo del eje X, y la segunda un 


Z 



plano 8 perpendicular al XV y que 
pasa por el eje Z. En la figura 193 apa* 
recen las porciones de estas superficies 
que están en el primer octante. 

La intersección de S con el eje Z es 
el punto A, que, por tanto, está tam¬ 
bién sobre 8. Luego A es un punto de 
la curva C; sus coordenadas se encuen¬ 
tran fácilmente y son (0, 0. 1). Las 
trazas de 5 y 8 sobre el plano XY son, 
respectivamente, la hipérbola 



y la recta x — y, z *» 0; su intersección 

BCAV1, %V1,o) 

es también un punto C. 

Para localizar cualquier otro punto 
de C, consideremos un plano 6' paralelo 
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al plano YZ; este plano corta a S en C. que es un cuadrante de circunferencia, 
y a 6 en V que es una recta paralela al eje Z. La intersección de C' y l' es un 
punto P de C. Análogamente, considerando otros planos paralelos al YZ. 
podemos obtener puntos adicionales de la curva C, que aparece en linea gruesa 
en la figura 193. Como C es, evidentemente, una curva cerrada, será intere¬ 
sante para el estudiante el construir la curva completa. 

144. Curva de intersección de las superficies de dos cilindros rectos. 

Vamos a considerar ahora el problema de la construcción de la curva 
de intersección de las superficies de dos cilindros rectos. Este problema 
es importante porque es muy útil en la construcción de cualquier curva 
del espacio , como veremos en los dos artículos siguientes. 

El tipo de superficie que consideraremos aquí es la cilindrica recta, 
cuyas generatrices son perpendiculares a un plano coordenado. La 
curva de intersección de tales superficies cilindricas puede obtenerse por 
el método explicado en el Artículo 143. En efecto , se puede trazar un 
plano paralelo a uno de los planos coordenados y tal que pase por una 
generatriz de cada cilindro, la intersección de las dos generatrices es 
un punto de la curva de intersección. 

Ejemplo. Construir la curva de intersección de las superficies cilindricas 
x a + z 2 = 1 y y 3 =* 4x. 

Solución. La primera ecuación (teorema ó, Art. 133) representa la super¬ 
ficie de un cilindro circular recto cuyas generatrices son perpendiculares al pla¬ 
no XZ. La segunda ecuación repre¬ 
senta la superficie de un cilindro pa¬ 
rabólico recto cuyas generatrices son 
perpendiculares al plano XY. Por 
simplicidad, vamos a trazar sola¬ 
mente aquella porción de la curva de 
intersección que está en el primer 
octante. El resto de la curva puede 
obtenerse después por consideraciones 
de simetria. 

Las partes de los dos cilindros que 
están en el primer octante aparecen 
en la figura 194. Evidentemente, los 
puntos A (0, 0, 1) y B(l, 2, 0) 
están sobre la curva de intersección. 

Para obtener cualesquier otro punto 
de la curva, hacemos pasar un pla¬ 
no 8 paralelo al plano YZ y que corta al cilindro x 2 + z* = 1 en la genera¬ 
triz 1 1 paralela al eje V, y al cilindro y 2 ■» 4 jc en la generatriz U paralela al eje Z. 
La intersección de h y h es entonces un punto P de la curva de intersección. 
Análogamente podemos obtener tantos puntos como queramos de la curva, la 
cual aparece en el primer octante trazada en linea gruesa. El resto de la curva 
puede trazarse fácilmente por consideraciones de simetría. 


Z 






444 


GEOMETRIA ANALITICA DEL ESPACIO 


EJERCICIOS. Grupo 68 


En cada nno de los ejercicios 1-12, construir la curva plana de intersección de 
las dos superficies cuyas ecuaciones se dan. 


1. x 3 + y 3 + z 3 — 16, z «■ 2. 

2. 2x* + y 3 + 2z 3 - 4, y-1. 

3. 3jc*-2w*-z*+6-0, x-3. 

4. x 3 + y 3 + z 3 «= 9, y - 2x. 

6. jc 3 + y* - 1. y = z. 


6. 6x a — 3y a 2z 3 “ 6, 2jc=*z. 

7. jc* + z — 4 — 0, y =» 3z. 

8. x 2 + y* + z 3 «= 4, Jt+y — 1. 

9. y 3 + z* — 1, x + z “ 1, 

3x + 2y — 6. 


10. jc 3 — 4y 3 — 4z 3 ” 0, 

11. * 3 +y 3 -4. jc + y-z-0. 

12. x 3 + y 3 + z 3 - 9, x + y + z - 4. 


En cada uno de los ejercicios 13-25, constrnir la curva de intersección de las 
superficies cilindricas rectas cuyas ecuaciones se dan. 


13. 

x* + y* - 1. 

x 3 + z 3 - 1. 

20. 

y 3 + x — 4. y 3 — 4z •• 0. 

14. 

y 3 + z* =■ 4, 

x 3 + y 3 ■= 4. 

21. 

x 3 + z*-l. 3x 3 + y 3 -12. 

15. 

x 3 + z 3 - 4. 

x 3 =» y. 

22. 

x 3 +y 3 -4y-0. y 3 +9z 3 -9. 

16. 

x 3 + y 3 - 4. 

y 3 + z — 4. 

23. 

x* + z* - 2. y 3 + z - 4. 

17. 

x* + z - 3. 

y 2 + z 3 - 9. 

24. 

y = x a . 4y 3 + z* = 4. 

18. 

y 3 + x - 4. 

y 3 + z — 4. 

25. 

y5S + zK — 1, x 1 + z “ 1. 

19. 

y 3 + x - 3. 

x 3 + z - 9. 




145. Cilindros proyectantes de una curva del espacio. Por el teo¬ 
rema del Artículo 142 vemos que hay una infinidad de pares de superfi¬ 
cies diferentes que con su intersección definen a una curva del espacio. 
Vamos a considerar ahora un par especial que es muy útil en la 
construcción de curvas del espacio. Se seleccionan tres combinacio¬ 
nes lineales de dos ecuaciones que definan una curva del espacio, 
tales, que cada combinación carezca , respectivamente, de una de las 
tres variables x, y y z. Este proceso consiste evidentemente en 
la eliminación sucesiva de una variable entre las dos ecuaciones que 
definen la curva. Como cada una de las ecuaciones resultantes carece 
de una variable, se sigue, por el teorema 6 del Artículo 133, que cada 
ecuación representa la superficie de un cilindro recto cuyas generatrices 
son perpendiculares al plano coordenado en que no se mide esa varia¬ 
ble. Además, como cada superficie cilindrica tiene a la curva del 
espacio como directriz, se les llama, apropiadamente, cilindros pro¬ 
yectantes de la curva. 

Vemos, entonces, que una curva del espacio tiene tres cilindros 
proyectantes, uno para cada plano coordenado. Se acostumbra, en 
consecuencia, hablar del cilindro proyectante de una curva sobre el 



CURVAS EN EL ESPACIO 


445 


plano XY , sobre el plano XZ y sobre el plano YZ. Dos cualesquiera 
de sus tres cilindros proyectantes pueden emplearse para definir la 
curva del espacio. Vemos, además, que los planos proyectantes de 
una recta en el espacio (Art. 125) son un caso especial de los cilindros 
proyectantes de cualquier curva del espacio. 

Ejemplo. Hallar e identificar las ecuaciones de los cilindros proyectantes de 
la corva cuyas ecuaciones son 

2x a + y 2 + 5z 2 - 22. 2x a - y 2 + 4z a - 14. (1) 

Solución. Si eliminamos sucesivamente las variables x, y y z entre las dos 
ecuaciones de la curva (1), obtenemos, respectivamente, las ecuaciones 

2y 2 + z a « 8, (2) 

4x 2 + 9z 2 - 36. (3) 

9y 2 - 2x 2 - 18. (4) 

Estas ecuaciones, tomadas en orden, representan los cilindros proyectantes de la 
curva (1) sobre los planos YZ. XZ y XY. respectivamente. Las dos primeras 
superficies son cilindros elípticos; la tercera es un cilindro hiperbólico. 

La curva puede considerarse ya sea como la intersección de las superficies re¬ 
presentadas por las ecuaciones (1) . un elipsoide y un hiperboloide de una hoja, 
respectivamente, o como la intersección de dos cualesquiera de sus tres cilindros 
proyectantes (2) , (3) y (4) . Es muy interesante el ejercicio de construir la 
curva partiendo de cada uno de estos dos puntos de vista. Así ss verá la gran 
simplicidad que se obtiene mediante los cilindros. Este tipo de problema será 
estudiado en el siguiente artículo. 

Examinemos ahora la curva de intersección de las dos superficies de los dos 
cilindros circulares rectos 

x a + p a - 4. (5) 

V a + z a - 4. (6) 

Aqui tenemos ya dos de los cilindros proyectantes. Si aplicamos ahora el método 
del ejemplo anterior y determinamos la ecuación del tercer cilindro proyectante, 
eliminando la variable y entre las ecuaciones (5) y (6) , obtenemos la ecuación 

x a - z a - 0. (7) 

cuyo lugar geométrico consta de los planos x + z «0yj-z»0. Por tanto, 
la intersección consta de dos curvas planas, una contenida en el plano x + z m 0 
y la otra en el plano x — z m 0. Vemos aqui otra ventaja de determinar los 
cilindros proyectantes de una curva en el espacio; en este caso particular, nos 
conduce a descubrir el hecho de que la intersección consta de dos curvas planas. 
Es muy instructivo el construir las curvas como la intersección de cada uno de 
los planos (7) con cualquiera de los cilindros (5) y (6) y comparar entonces 
esta construcción con la usada en la solución del ejercicio 14 del grupo 68, Ar¬ 
tículo 144. 
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146. Construcción de las curras del espacio. En este artículo 
vamos a hacer un breve resumen de los métodos que pueden emplearse 
en la construcción de las curvas del espacio partiendo de las ecuaciones 
que la definen. Si una de las ecuaciones de una curva representa un 
plano , la curva es una curva plana y puede construirse como se discu¬ 
tió en el Artículo 143. Si ambas ecuaciones de una curva representan 
cilindros rectos cuyas generatrices son perpendiculares a un plano coor¬ 
denado , la curva puede construirse como se bosquejó en el Artícu¬ 
lo 144. Si las ecuaciones que definen la curva del espacio no caen bajo 
ninguno de estos dos casos, procedemos como se indicó en el Artícu¬ 
lo 145, a saber, determinar las ecuaciones de los tres cilindros proyec¬ 
tantes y construir entonces la curva como intersección de dos cuales¬ 
quiera de estos cilindros. El proceso en este último caso consiste en 
reducir el problema a uno de los dos primeros casos. 

Ejemplo 1. Construir la curva 

x* + 2y* + 3z* - 27 - 0, - 2y* - z 3 + 9 » 0. (1) 

por medio de sus cilindros proyectantes. 



Fig. 195¡ 

Solución. Eliminando una variable sucesivamente entre las ecuaciones (1) , 
obtenemos las tres ecnaciones 

y 3 + z 3 ■» 9, (2) 

x* + z 3 = 9. (3) 

x» - y 3 = 0. (4) 

El lugat geométrico de la ecuación (4) consta de los dos planos 
x + y =■ 0 y x - y = 0; 

por tanto, la intersección de las superficies (1) consta de dos curvas planas. 
Una porción de cada una de estas curvas aparece en la figura 195. La porción 
APB de una curva está en el plano x — y ■* 0; el método de construir cualquier 
punto P de esta curva como intersección del plano x — y ■» 0 y el cilindro (2) 
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está indicado por medio de un plano paralelo al plano XZ. La porción AP'C 
de la otra curva está en el plano x + j/ = 0: el método para construir cualquier 
punto P' de esta curva como intersección del plano x + y ■= 0 y el cilindro (3) 
está indicado por medio de un plano paralelo al YZ. Las curvas pueden comple¬ 
tarse fácilmente por consideraciones de simetría. 

Podemos, por supuesto, de una manera semejante, obtener también la por¬ 
ción APB como intersección del plano x — y =»0 y el cilindro (3) , y la porción 
AP'C como intersección del plano x + y = 0 y el cilindro (2) . El estudiante 
debe también construir estas curvas como intersección de los cilindros proyec¬ 
tantes (2) y (3). 

Ejemplo 2. Por medio de sus cilindros proyectantes, construir la porción 
de la curva 

X a + 2(/* + z - 10 - 0, x* - !/* - 2z + 8 - 0, (5) 

que está en el primer octante. 

Solucidn. Se encuentra fácilmente que los cilindros proyectantes son 

** + y 1 “ 4, (6) 

X a - z + 2 - 0. (7) 

y a + z -> 6. (8) 

La porción deseada de curva, APB, puede obtenerse como intersección de los 
cilindros (6) y (8) , y así aparece trazada en la figura 196. Como se indicó. 


Z 



X 

Fig. 196 


cualquier punto P de la curva puede obtenerse por medio de un plano paralelo 
al plano XZ. 

El estudiante debe construir la curva como intersección de los cilindros 
(6) y (7), y también como intersección de los cilindros (7) y (8) . Después, 
debe comparar estas construcciones de la curva (3) con su construcción como 
intersección del paraboloide elíptico y del paraboloide hiperbólico dados. 
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EJERCICIOS. Ornpo 69 

En cada uno de los ejercicios 1-15, hállense e identifiqúense las ecuaciones de 
los tres cilindros proyectantes de la curva cuyas ecuaciones se dan. Después 
construyase la curva como la intersección de dos cualesquiera de los cilindros 
proyectantes. 

1. x 3 + 2y 3 + z a -2, x 3 - y 3 - 2z a + 1 - 0. 

2. x‘ + y 3 + z a + z - 12. 3x* - y 3 - z 3 + 3z - 0. 

3. 4x a + y 3 + z 3 - 7, 2x a + y 3 - z 3 + 1-0. 

4. X a — 3y 3 — 3x + z — 0, x 3 + y 3 + x + z — 12. 

5. 2x a + 3y 3 + z — 12, 2x a — y a — 3z + 4 — 0. 

8. 3y 3 + x + 2z — 12. y 3 — x + 2z — 4. 

7. y 3 + 4z a — 3x — 4, y 3 — z a + 2x — 4. 

8. X a + 2y a + 9z a — 4¡/ — 9, 2x a + y a — 9z a - 8y + 9 — 0. 

9. x a + 2p 2 + z a — 4z — 4, x a — y* — 2z a + 8z — 4. 

10. jc a — y* + 8z + 4¡/ — 0, 2x a + y 3 + 4z — 4y — 0. 

11. 3x a + 2y a + z a - 4. x a — 2y a + z* - 0. 

12. 2x a - y 3 - z a + 1 - 0, 2oc* +.2(/ a + z* - 5. 

13. x a + xy + z a — 2. x ! — 2xy + z a + 1 — 0. 

14. x a — y 3 + 4z — 0, x a + y a - 8x + 4z - 0. 

15. z a + x a + z a — p — 1, z 3 — 2x a — 2z a — y + 2 — 0. 

10. Construir la curva cuyas ecuaciones son x% + y% — 4. x^ + z% — 4. 

17. Construir aquella porción de la curva 

* a + P a + z a -l. x +y -1, 
que está en el primer octante. 

18. Construir aquella porción de la superficie x a + y 3 — 1 comprendida 
entre los planos z — 0 y z — 2, y entre los planos y — x y « — 2x. 

19. Construir aquella porción de la superficie x a + z a = 4 comprendida 
entre los planos y — z y ¡/ — 2z. 

20. Construir aquella porción de la superficie x 2 + y 3 + z a — 4 intercep¬ 
tada por la superficie x a + y 3 — 2y — 0. 

147. Ecuaciones paramétricas de una curva del espacio. En el 
Capítulo XI estudiamos la representación paramétrica de una curva 
plana. Este concepto puede extenderse a las curvas del espacio de 
manera que las coordenadas (x, y , z) de cualquier punto de la curva 
estén expresadas como una función de una cuarta variable o pará¬ 
metro. Así, las ecuaciones paramétricas de una curva del espacio 
pueden escribirse en la forma 

* = /i(0» V = /*(0. 

en donde, para cada valor asignado al parámetro t, las coordenadas 
de un punto de la curva quedan determinadas. Hemos visto ya una 
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ilustración de tal representación paramétrica de una curva del espacio 
para la línea recta (véase el teorema 3 del Artículo 124). 

Las ventajas y aplicaciones de las ecuaciones paramétricas de una 
curva del espacio son semejantes a las de una curva plana (Art. 89). 
Podemos anotar aquí que, en el estudio de las curvas del espacio por 
los métodos de la Geometría diferencial, se emplea casi exclusivamente 
la representación paramétrica. 

Si se dan las ecuaciones de una curva del espacio en la forma rec¬ 
tangular, las coordenadas de los puntos de intersección con una super¬ 
ficie se obtienen resolviendo el sistema formado por las ecuaciones de 
la curva y la superficie. En general, este procedimiento no es tan 
sencillo como el método empleado en el siguiente ejemplo cuando la 
curva está representada paramétricamente. 

Ejemplo 1. Hallar las coordenadas de los pantos de intersección de la curva 
jr-r. s/— f. z-Ví - r*, (1) 

y la superficie 

x» + y 2 - 2z. (2) 

Solución. Las coordenadas de un punto de intersección de la curva (1) y 
la superficie (2) deben satisfacer las ecuaciones de la curva y la superficie. Las 
coordenadas de tal punto corresponden a un valor definido del parímetro r; 
este valor de t puede obtenerse sustituyendo los valores de jc, y y z de (1) en 
la ecuación (2) . Esto nos da la ecuación 

f* + r 2 - 2\/2 - t», 

cuyas soluciones se hallan fácilmente y son t =*■ =*= 1. Sustituyendo estos valores 
de t en las ecuaciones (1), obtenemos (1, 1, 1) y (— 1, —1, 1) como coor¬ 
denadas de los puntos de intersección. 

Si se dan las ecuaciones de una curva del espacio en una forma 
paramétrica, podemos construir la curva por dos métodos. De las 
ecuaciones paramétricas podemos determinar las coordenadas de algu¬ 
nos puntos de la curva, y trazando un número suficiente de estos 
puntos se puede obtener una gráfica adecuada. Por otra parte, elimi¬ 
nando el parámetro, obtenemos las dos ecuaciones rectangulares de la 
curva, que puede construirse como se discutió previamente. 

Se observó anteriormente que para algunas curvas planas, como la 
cicloide (Art. 93), la representación paramétrica es más conveniente 
que la representación rectangular. Análogamente, para algunas cur¬ 
vas del espacio, como la hélice , que estudiamos a continuación, la 
representación paramétrica tiene ciertas ventajas sobre la represen¬ 
tación rectangular. 

LcbMIVl — 2®. 
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Ejemplo 2. Hallar una representación paramétrica de una hélice circular, 
definida como el lugar geométrico de un punto que se mueve sobre la superficie 
de un cilindro circular recto de tal manera que al mismo tiempo que gira alrede* 
dor del eje del cilindro sigue avanzando en la dirección del mismo, de modo que 
la distancia que recorre paralelamente al eje del cilindro es directamente propor¬ 
cional al ángulo que describe alrededor de dicho eje. 

Solución. Supongamos que la ecuación del cilindro circular es 

** + y* - a 1 , (3) 

y sea P 0 (fig. 197) , intersección de este cilindro y la parte positiva del eje X, 

un punto de la hélice. Sea P(x. y. z) un punto 
cualquiera de la hélice. Vamos a tomar como pará¬ 
metro el ángulo 9 que describe el punto P en torno 
del eje Z, el eje del cilindro (3). Como Po es un 
punto de la hélice, el ángulo 9 se medirá en sentido 
contrario al de las agujas del reloj o sentido posi¬ 
tivo, partiendo de la parte positiva del eje X. 

Evidentemente, de la figura, las coordenadas 
x y y de P son a eos 9 y a sen 9. respectivamente. 
Por la definición de hélice, la coordenada z es direc¬ 
tamente proporcional a 9. Por tanto, si k>0 repre- 
Y senta el factor de proporcionalidad, la coordenada z 
está dada por k9. De acuerdo con esto, las ecuacio¬ 
nes paramétricas de la hélice son 

x = a eos 9, y = a sen 9, z = k9, (k > 0) . (4) 

Una porción de la hélice aparece en la figura 197. 
Representa la forma de la rosca a la derecha de un 
tornillo. Por las ecuaciones paramétricas (4), ve¬ 
mos que la hélice está arriba o abajo del plano XV 
o negativo. 


Z 



EJERCICIOS. Grupo 70 

1. Hallar las coordenadas del punto de intersección de la recta 

x=*r, y «* 3 — f, z — 4 — t, 
y el plano íx + 4y — 2z ■» 7. 

2. Hallar las coordenadas del punto de intersección de la recta 

x = t — 2, y *= r + 5, z — t + 1, 

y el plano 2x — 3y -)- 7z + 12 = 0. 

3. Hallar las coordenadas de tos puntos de intersección de la recta 

x — 4í, y «• t + 4, z = 3t + 6, 

y la esfera x 1 + y 2 + z % — 4x — 2y — 44 — 0. 

4. Hallar las coordenadas de los puntos de intersección de la curva 

x “ 2 eos 9. y — 2 sen 9, z “ 2 sen 9, 


y la superficie x 2 — y’ + z* “ 4. 
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6. Construir la curra y la superficie del ejemplo 1, Artículo 147. y hallar 
así sus puntos de intersección geométricamente. 

6. Hallar las coordenadas de los puntos de intersección de la curra 

x = í. y - t 2 , z «* r®, 
y la superficie x 1 + 2y — z =2. 

7. Demostrar que las fórmulas relatiras a las coordenadas del punto que 
diride a un segmento dado en el espacio (teorema 2, Art. 109) en una razón 
dada, pueden usarse como ecuaciones paramétricas de una línea recta con la 
razón r como parámetro. 

En cada uno de los ejercicios 8-20, construyase la curra cuyas ecuaciones 


paramétricas se dan. 


8. 

x — t + 2, y *■ 2f — 4, z — 1 — r. 

9. 

x “ — 2r — 3, y = t + 5, z = 4t — 7. 

10. 

x = 2f, y ** 4t 2 , z = t. 

11. 

x = eos 9 , y = eos® 6, z — sen 9. 

12. 

x =■ 4 sen® 9, y = 2 eos 9, z =■ 2 sen 9. 

13. 

x “ f, y =■ f, z = 1 — r 1 . 

14. 

x — sen 1 9, y ” sen 9 eos 9, z = eos 9. 

16. 

x » f. y =■ 2í*. z — 3f*. 

16. 

x — sen 9, y<* esc 9, z = eos 9. 

17. 

x — 2 sen 1 r. y = sen 2t, z =■ 2 eos r. 

18. 

x *=• e l • y ™ e — *, z « r. 

19. 

x “> 2 eos 9, y = 2 sen 8, z * 28. 

20. 

x =» eos 8, y = 2 sen 8, z = 38. 


148. Construcción de volúmenes. Por volumen entendemos una 
porción del espacio limitada por UDa o más superficies. Si un volumen 
está limitado por una sola superficie, tal como un elipsoide, dicho 
volumen puede representarse geométricamente por la construcción 
de esa superficie (Art. 130). Si un volumen está limitado por dos o 
más superficies, la construcción de ese volumen requiere la construc¬ 
ción de cada una de las superficies que lo forman y de sus curvas de 
intersección (Art. 146). En este artículo vamos a considerar la cons¬ 
trucción de volúmenes de este último tipo. 

Ejemplo 1. Construir el volumen en el primer octante limitado por las 
superficies 

x 2 + y” = 4 y x + y — z = 0. 

Solución. El volumen que se desea está limitado por la superficie del cilin¬ 
dro circular recto x* + y* => 4, el plano x + y — z «* 0, y los planos coorde¬ 
nados x «= 0, y <= 0, z = 0. Construimos primero una parte del cilindro en 
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ti primer octante. El plano x + y — z = 0 pasa por el origen y se puede cons¬ 
truir por medio de sus traza* «obre los planos XZ y YZ, Luego construimos la 
curva de intersección de este plano y el cilindro; para obtener cualquier punto P 
de esta curva, empleando un plano de corte paralelo al plano XZ, lo hacemos 
como lo indica la figura 198. El contorno del volumen aparece en la linea llena. 



Fig. 198 

Ejemplo 2. Construir el volumen limitado por las superficies x s +2y = 4, 
2 y = 3z, x — y ■+■ 1 = 0, x = 0 y z ” 0, y que está a la izquierda del plano 
x — a + 1 =» 0 en el primer octante. 

Solución. La porción de la curva de intersección del cilindro parabólico 
recto jr* + 2y = 4 y el plano 2y — 3z que está en el primer octante aparece 



Fig. 199 

marcada en la figura 199 por el arco AjB. El plano x — y + 1 — 0 corta al 
arco AB en el ponto D, al cilindro en la generatriz CD, al plano 2y = 3z en 
la recta DE y al eje Y en el punto F. Entonces el volumen requerido, que 
aparece en línea gruesa, está limitado por las porciones ACD del cilindro, 
AOED del plano 2y *■ 3z, CDEF del plano x ~~ y + 1 “0, OEF del pla¬ 
no x m 0 y AOFC del plano z ” 0. 
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El estudiante observará qne las coordenadas de algunos puntos de la figura 
ban sido indicadas. Como práctica se le recomienda que calcule las coordenadas 
de tales puntos. Las coordenadas no sirven solamente para construir la figura, 
sino también algunas de ellas se requieren para el cálculo del volumen. 


EJERCICIOS. Grupo 71 

En los siguientes ejercicios el estudiante debe identificar todas las superficies 
cuyas ecuaciones se dan. 

1. Construir el volumen limitado por las superficies 

x a + y a “ 2z y z = 2. 

2. Construir el volumen limitado por las superficies 

x* — 2y a + 3z a ”6, y — 0 y y — 2. 

3. Construir el volumen limitado por las superficies 

x a + y a - z a = 0, z - 1 y z - 3. 

4. Construir el más pequeño de los dos volúmenes limitados por las super¬ 
ficies x* — y* + z* = 0, y “ 2x, y «» 3 y z “ 0. 

5. Construir el volumen en el primer octante limitado por las superficies 
x* + 2y* — z a - 0. y - x. x = 0 y z - 4. 

6. Construir la cuña en el primer octante formada por las superficies 
x 1 + 2y» - 4. y - x, x « 0. z - 0 y z = 3. 

7. Construir el volumen interior a la superficie x* + y* 8 y exterior a 
la superficie x a + y a — z* = 4. 

8. Construir el volumen comprendido entre las superficies 

x* + y* — z* “ 0 y x* + y* + z* “ 4. 

9. Construir el volumen exterior a la superficie x* — y* + z* “ 0 e inte¬ 
rior a la superficie jc a + y* + z a *= 9. 

10. Construir el volumen en el primer octante limitado por las superficies 
x a + y a — 3z y x a + y a - 4. 

11. Construir el volumen interior a la superficie y a + z a — 2x y exterior 
a la superficie x a — y a — z a — 0. 

12. Construir el volumen en el primer octante limitado por las superficies 
2x a — y a + 2z a — 0 y y a + z a — 1. 

13. Construir el volumen interior a la superficie x a + y a + z a — 4 y exte¬ 
rior a la superficie x a -e y a + z a «■ I. 

14. Construir el más pequeño de los dos volúmenes limitados por las super¬ 
ficies 4x a + 3y a — z, y — 1 y z — 3. 

15. Construir la cuña en el primer octante formada por las superficies 
x a + y* — z* — 0. y — x. y — 0 y z — 2. 

16. Construir el volumen en el primer octante limitado por las superficies 
x a — y* — z a = 0 y x + y — 2. 

17. Construir el volumen limitado por las superficies x a + y a — 9, y ** z 
y z - 0. 
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18. Construir la cuña formada por las superficies 

x 2 4- y 3 *» 4, z = x y z = 3x, 
que está enfrente del plano YZ. 

19. Construir el volumen en el primer octante limitado por las superficies 
y 3 + z 3 = 2 y * 3 + z J = 2. 

20. Construir el volumen en el primer octante limitado por las superficies 
y* + z ** i y ji 3 + y — l. 

21. Construir el volumen en el primer octante limitado por las superficies 
x 1 + y — 4 = 0 y z = x. 

22. Construir el volumen en el primer octante limitado por las superficies 
y 3 + z 3 = 4 y y 3 = x. 

23. Construir el volumen en el primer octante limitado por las superficies 
x 1 + y 3 = z y jr + ?y = 2. 

24. Construir el volumen en el primer octante limitado por las superficies 
y 3 + z = 1 y y 3 = x. 

25. Un triángulo equilátero de tamaño variable se mueve paralelamente 
al plano XZ y de tal manera que su base es siempre una cuerda de la curva 
4 jc 3 + y 3 = 4. z = 0. Construir el volumen generado. 

26. Construir el volumen limitado por las superficies 

y 3 + * = 2, z *= 2x y x = 2z. 

27. Construir el volumen en el primer octante limitado por las superficies 
z 3 + x — 2 = 0 y 2x + y = 4. 

28. Construir el volumen en el primer octante exterior a la superficie 
*’ + y 3 = 2z e interior a la superficie * 3 + y 3 — 4y — 0. 

29. Construir el volumen limitado por las superficies 

x 2 = y, y =» z. x = 0. y = 4 y z “ 0. 

30. Construir el volumen en el primer octante limitado por las superficies 
x 2 + y 3 = 4, z = 2x. y = 0 y z = 0. 

31. Construir el volumen limitado por las superficies 

-|- y^4 = 2, y + z = 4, x — 0. y = 0 y z = 0. 

32. Un cilindro circular recto de altura h y radio r es cortado por un 
plano que pasa por un diámetro de una de sus bases y que es tangente a la otra 
base. Escribir las ecuaciones de la superficie cilindrica y del plano. Construir 
el volumen de la porción más pequeña de las dos en que queda dividido el 
cilindro. 

33. Construir el volumen limitado por las superficies 

y 2 + z !K 9, y=*x. x**0yz“0. 

34. Construir el volumen limitado por las superficies 

x 2 + 4y 3 + z = 4, x + 2y - 2, x = 0. y » 0 y z - 0. 

36. Construir el volumen limitado por las superficies 

x 2 + y 3 + 2z = 4, x + z = 2 y y = 0. 
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36. Construir el volumen en el primer octante limitado por las superficies 
y 3 + 2z = 4 y y 3 + z J = 2x. 

37. Construir el volumen común a las superficies 

x 3 + y 3 + z J = 4 y x* + y 3 - 2y = 0. 

38. Construir el volumen limitado por las superficies 

y 3 + x = 4, y = 2x, z = 2c/, x = 0 y z - 0. 

39. Construir el volumen limitado por las superficies 

x 3 — 8y = 0, y = 2x. y + 2z = 4 y z • 0. 

40. Construir el volumen limitado por las superficies 


y J + x — z = 0, x = y, y = 1, x “ 0 y z = 0. 



APENDICE I 

LISTA DE REFERENCIA DE FORMULAS, DEFINICIONES 
Y TEOREMAS 

A. Geometría 

Las fórmulas 1-5 se refieren a las figuras planas. En ellas: 

a, b, c — lados de un triángulo. h = altura. 

8 “ semiperímetro = X A (a + b + c). K = área. 
b = base. r = radio del circulo. 

b ¡, 61 = bases de un trapecio. s = arco de circunferen- 

C = longitud de la circunferencia. cia. 

1. Triángulo. K = %bh ; I? =» V s(s — a) (a — fe) (« — c) 

2. Paralelogramo. K — bh. 

3. Trapecio. IT ** ( 6 i + 5i) A. 

4. Círculo. C — 2jtr; K = nr*. 

5. Sector circular. K — Y¡. sr. 

Las fórmulas 6-10 se refieren a cuerpos geométricos. En ellas: 

B = área de la base. S = área lateral. 

h = altura. — área de la esfera, 

r = radio. T = área total. 

« — lado. V = volumen. 

6 . Prisma. V — Bh. 

7. Pirámide. V = V 3 Bh. 

8 . Cilindro circular recto. S = 2nrh; T = 2nr(h + r); V = nrV». 

9. Cono circular recto. S = Jira; T = jtr(« -f- r); V - ^nr*A. 

10. Esfera. <S = 4nr*; V = 
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B. Algebra 


1. La división por cero es una operación excluida. 

2. Si el producto de dos o más cantidades es igual a cero, uno de 
los factores, por lo menos, debe ser igual a cero. 

3. Ecuación de segundo grado. La ecuación cuadrática 

ax * + fe* + c = 0, s^O, 

tiene las raíces 

— fe ± V ó* — 4 ac 


en donde D = b 1 — 4 ac se llama discriminante. Si a, fe y c son todos 
números reales, estas raíces son reales e iguales si D — 0; reales y 
desiguales si D > 0; complejas conjugadas si D < 0. 

Suma de las raíces = — —; producto de las raíces = . 

4. Logaritmos. Definición. Si N, X y fe son tres cantidades 
ligadas por la relación 

N = ¥, 6 > 0, 6 y* 1, 

entonces el exponente x se llama logaritmo de N en la base b , y escri¬ 
bimos la relación equivalente 

* = logb N. 

El logaritmo de un número negativo no existe en el sistema de 
números reales ; el logaritmo de cero es indefinido. 

Si M y N son dos números positivos, las tres siguientes relaciones 
son verdaderas: 

logo (MN) = logb M + logb N, logíi = loga M - loga N, 

loga (Ai)" = n loga M, siendo n un número real. 

Debe anotarse también las siguientes relaciones: 

loga 1 = 0; loga fe = 1; loga=—loga 2V. 


El logaritmo de un número en cualquier base puede obtenerse por la 
relación 


logo N = 


loga N 
logj o ’ 


en donde, a>0, a^l; fe > 0, 6^1. 
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5. Determinantes. Un determinante de orden n es una cantidad 
representada por un ordenamiento en cuadro de n s cantidades, llama¬ 
das elementos, ordenadas en n filas y n columnas. 

El cálculo de determinantes se da en los textos de Algebra. Con¬ 
viene recordar las siguientes propiedades importantes : 

Propiedad 1 . Cualquier propiedad de un determinante que es 
válida para sus filas es también válida para sus columnas. 

Propiedad 2. El valor de un determinante no se altera si sus filas 
y columnas correspondientes son intercambiadas. 

Propiedad 3. Si en un determinante se intercambian dos de sus 
filas el determinante cambia de signo. 

Propiedad 4 ■ Si un determinante tiene dos filas idénticas, su valor 
es cero. 

Propiedad 5. Si se multiplica cada uno de los elementos de una 
fila de un determinante por un número cualquiera k, el valor del 
determinante queda multiplicado por k. 

Propiedad 6. El valor de un determinante no se altera si cada uno 
de los elementos de una fila se multiplica por un número cualquiera k 
y se le suma el elemento correspondiente de cualquiera otra fila. 

6. Sistemas de ecuaciones lineales. Por brevedad, los teoremas 
dados aquí se ilustrarán con sistemas de tres ecuaciones lineales; sin 
embargo , son verdaderos para sistemas de cualquier número de ecua¬ 
ciones . 

Consideremos el sistema de tres ecuaciones lineales no homogéneas 
en tres incógnitas : 

. flix + b\y + ciz — ki, ) 

aix + biy + ciz = fe , > (1) 

a 3 x + bzy + c 3 z = fe , ) 


en donde fe, fe y fe son constantes, no simultáneamente nulas. El 
determinante formado por los coeficientes se llama determinante del sis¬ 
tema y se designa generalmente por A , es decir, 



«i bi c i 

az bz cz 
a¡ b¡ Cz 


Sea Aj el determinante formado a partir de A reemplazando los ele¬ 
mentos de la columna de orden j por los términos independien¬ 
tes ki, fe y fe. 

Entonces tenemos : 



APENDICE I 


459 


Regla de Cramer. 
única dada por 


Si ■ A O, el sistema (1) tiene una solución 


x = 


Ai 
A ’ 


y = 


A, 
A ' 


z = 


A3 
A • 


Si A = O y A¿ O para un valor de j por lo menos, el sistema (1) 
no tiene solución y se dice que es incompatible . 

SiA = 0yAy = 0 para todos los valores dej, el sistema (1) tie¬ 
ne un número infinito de soluciones, y se dice que es indeterminado. 

Consideremos ahora el sistema de tres ecuaciones lineales homogé¬ 
neas en tres incógnitas: 

a\x + hy + c¡z — 0, 1 

a 2 x + b 2 y + az *» 0, > (2) 

ü 3 X + biy + csz = 0. J 

Según la regla de Cramer, si el determinante A de este sistema es 
diferente de cero, hay solamente una solución : 

z = 0, y = 0, z = 0. 

De aquí el siguiente 

Teorema . Un sistema de n ecuaciones lineales homogéneas con n 
incógnitas tiene otras soluciones, además de la solución 

x = 0, y = 0, z = 0, 

si y solamente si el determinante del sistema es igual a cero. 


C. Tbigonometría 

1. Definición de las funciones trigonométricas. Sea 9 el ángulo 
cuya variación de valores está dada por el intervalo 

-360° <«<360°. 

Para los fines de definición de tal ángulo y de sus funciones trigono¬ 
métricas es conveniente usar el sistema coordenado rectangular. Los 
enunciados que siguen se aplican a cada una de las cuatro posiciones 
que aparecen en la figura 200. 

Si a una recta que coincide con el eje X se la hace girar en el plano 
coordenado XF en torno del origen O a una posición O A , se dice 
que sé ha generado un ángulo XOA = 9 que tiene a OX por lado 
inicial y a O A por lado final. Si la rotación se hace en el sentido 
contrarío a las manecillas de un reloj, se dice que el ángulo es positivo; 
y si la rotación es en el mismo sentido de las manecillas (indicada 
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en las figuras con líneas punteadas), se dice que el ángulo es nega¬ 
tivo. Se dice también que el ángulo está en el mismo cuadrante que 
su lado final. 

Sobre el lado final OA tomemos un punto cualquiera P diferente 
de O, y de coordenadas (je, y). Desde P bajemos una perpendicu¬ 
lar PB al eje X. El segmento de recta OP se llama radio vector, se 
designa por r, y se toma siempre como positivo. En el triángulo OPB, 


7 





Y 



OB = je y PB = y tienen los signos de las coordenadas del punto P , 


como está indicado para los cuatro cuadrantes. Entonces , cualquiera 
que sea el cuadrante en que esté 8 , las seis funciones trigonométricas 
de 6 se definen en magnitud y signo, por las siguientes razones : 

y 

seno de 8 — sen 9 = —, 
r ' 

coseno de 8 «* eos 6 «■ —, 

r 

V 

tangente de 9 «* tg 8 = —, 

X 

X 

cotangente de 8 = ctg 8 = —, 

r 

secante de 8 = sec 9 «■ —, 

X 

f 

cosecante de 8 = esc 8 = — . 

y 


Las definiciones son vérdaderas y no cambian para ángulos positivos y 
negativos mayores que 360° en valor numérico . 
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2. Identidades trigonométricas fundamentales. 


esc 0 = 


1 


sec 0 = 


1 


', ctg 0 = 


sen 0 ’ ~~ ” eos 0 
sen 4 0 + eos 4 0 = 1, 1 + tg 4 6 — sec 4 6, 


1 _ , . _ sen 6 

tg 0 ’ g eos $ ' 

1 + ctg 4 6 = esc 4 0. 


3. Fórmulas de reducción. 

sen(9O°±0) = cos 6, eos(90°±0) = t sen0, tg(9O°±0)= =»= ctg0, 
sen(18O°±0)= =Fsen 0, cos(18O°±0) = —cos0, tg(18O°±0) = ± tg 0, 
sen(27O°±0)= —cos0, cos(27O°±0)= ±sen0, tg(27O°±0)= =Fctg0, 
sen (360° ± 0) = ± sen 0, eos (360° ± 0) = eos 0, tg (360° ± 0) = ± tg 0. 


4. Medida de ángulos en radianes. Sea 0 un ángulo central que 
intercepta un arco de longitud s sobre un círculo de radio r. La me- 

g 

dida del ángulo 0 , en radianes, está definida por 0 = —. Obsérve¬ 
se que por ser s y r longitudes, esta razón es un número abstracto. 
De esta definición de medida en radianes tenemos de inmediato la 
relación de conversión : 


de donde, 


ji radianes = 180° , 


1 radián = ^ = 57,2958° (aprox.) - 57° 17' 45" (aprox.), 

31 


1° = — radianes = 0,017453 radianes (aprox.). 
loU 


5. Funciones trigonométricas de ángulos especiales. 


Angulo 6 en 

sen 6 

eos 0 

tg * 

Radianes 

Grados 

0 

0 o 

0 

1 

0 

Jl 

"6 

30° 

X 

y 2 v i 

y vi 

ji 

T 

45° 

xvi 

xv 2 

i 

ji 

T 

60° 

y 2 v i 

X 

vi 

ji 





T 

90° 

i 

0 
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6. Fórmulas de adición y sustracción. 

sen (x ± y) = sen z eos y ± eos a: sen y, 
eos (z ± y) = eos x eos y 4= sen x sen y, 


tg (x ± y) 


tgx±tgy 


1 t tg x tg y' 

7. Funciones trigométricas del ángulo doble. 

sen 2x = 2 sen x eos x , 

eos 2x = eos’ z — sen 1 x = 1 — 2 sen’ z =■ 2 eos* x — 1, 

B 1 - tg‘ X 

8. Funciones trigonométricas del ángulo mitad. 


sen 


tg 


f-*V: 

-*Vl 


eos x 


2 » eos 

— eos x sen x 




4- eos x 


+ eos x 1 + eos x 


2 

1 — eos x 
sen x 


9. Relaciones importantes. 


a sen 0 + b eos 9 = V a 1 -f b s sen (0 + <¿>), en donde <t> = are tg 


a sen 6 + b eos 6 = V a 1 + b s eos (0 — f), en donde f — are tg 

En las fórmulas 10-12 , a, b y c son los lados de cualquier trián 
guio y A , B y C son los ángulos opuestos respectivos. 

, a b c 

10. Ley de los senos. - - --„ =- 7 , ■ 

sen A sen B sen G 

11. Ley de los cosenos. o s = 6* + c* — 2 be eos A . 

12. Area de un triángulo. K = %ab sen C. 


D. Alfabeto griego 


A 

a 

alfa 

/ 

l 

iota 

P 

p 

ro 

B 

p 

beta 

K 

K 

kapa 

Z 

(S 

sigma 

r 

r 

gama 

A 

A 

lambda 

T 

r 

tau 

A 

s 

delta 

M 

/■* 

mu o mi 

r 

o 

ípsilon 

E 

£ 

épsilon 

N 

y 

nu o ni 

4> 

<p 

fi 

Z 

r 

w 

dseta o zeta 

E 

í 

xi 

X 

X 

ji o ki 

H 


eta 

0 

0 

ómicron 

V 

il> 

psi 

8 

0 

teta 

IJ 

7Z 

Pi 

SI 

ti) 

omega 
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16 1761 

16 2041 

17 2304 

18 2553 

19 2788 

20 3010 

21 3222 

22 3424 

23 3617 

24 3802 

25 3979 

26 4150 

27 4314 

28 4472 

29 4624 

30 4771 

31 4914 

32 5051 

33 6185 

34 5315 

35 5441 

36 5563 

37 6682 

38 5798 

39 5911 

40 6021 

41 6128 

42 6232 

43 6335 

44 6435 

45 6532 

46 6628 

47 6721 

48 6812 

49 6902 

£0 6990 

61 7076 

62 7160 

53 7243 

64 7324 


5478 

5490 

5599 

5611 

6717 

5729 

5832 

5843 

5944 

5955 

6053 

6064 

6160 

6170 

6263 

6274 

6365 

6375 

6464 

6474 

6561 

6571 

6656 

6665 

6749 

6758 

6839 

6848 

6928 

6937 

7016 

7024 


6 

7 

0253 

0294 

0645 

0682 

1004 

1038 

1335 

1367 

1644 

1673 

1931 

1959 

2201 

2227 

2455 

2480 

2695 

2718 

2923 

2945 

3139 

3160 

3345 

3365 

3541 

3560 

3729 

3747 

3909 

3927 

4082 

4099 

4249 

4265 

4409 

4426 

4564 

4579 

4713 

4728 

4857 

4871 

4997 

5011 

5132 

5145 

5263 

5276 

5391 

5403 

5514 

5527 

5635 

5647 

5752 

5763 

5866 

5877 

5977 

5988 

6085 

6096 

6191 

6201 

6294 

6304 

6395 

6405 

6493 

6503 

6590 

6599 

6684 

6693 

6776 

6785 

6866 

6875 

6955 

6964 

7042 

7050 
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A. Logaritmos comunes 


■ 

D 

1 

2 

3 

4 

6 

6 

n 

8 

0 

55 

7404 

7412 

7419 

7427 

7435 

7443 

7451 

7459 

7466 

7474 

56 

7482 

Irt9.il 

7497 

7505 

7513 

7520 

7528 

7536 

7543 

7551 

57 

7559 

7566 

7574 

7582 

7589 

7597 

7604 

7612 

7619 

7627 

58 

7G34 

7642 

7649 

7657 

7664 

7672 

7679 

7686 

7694 


59 

7709 

7716 

7723 

7731 

7738 

7745 

7752 

7700 

7767 

7774 

60 

7782 

7789 

7796 

7803 

7810 

7818 

7825 

7832 

7839 

7846 

61 

7853 

■£991 

7868 

7875 

7882 

7889 

7896 

7903 

7910 

7917 

62 

7924 

7931 

7938 

7945 

7952 

7959 

7966 

7973 

7980 

7987 

63 

7993 

t9X!l 


8014 

8021 

8028 

8035 

8041 

8048 

8055 

64 

8062 

8069 


8082 

8089 

8096 

8102 

8109 

8116 

8122 

65 

8129 

8136 

8142 

8149 

8156 

8162 

8169 

8176 

8182 

8189 

66 

8195 

8202 


8215 

8222 

8228 

8235 

8241 

8248 

8254 

07 

8261 

8267 

8274 

8280 

8287 

8293 

8299 

8306 

8312 

8319 

68 

8325 

wssn 

8338 

8344 

8351 

8357 

8363 

8370 

8376 

8382 

69 

8388 

8395 


8407 

8414 

8420 

8426 

8432 

8439 

8445 

70 

8451 

8457 

8163 

8470 

8476 

8482 

8488 

8494 

8500 

8506 

71 

8513 

8519 

8525 

8531 

8537 

8643 

8549 

8555 

8561 

8567 

72 

8573 

8579 

8585 

8591 

8597 

8003 

8009 

8615 

8621 

8627 

73 

8633 

8639 

8645 

8601 

8657 

8663 

8669 

8675 

8681 

8686 

74 

8692 

8698 


8710 

8710 

8722 

8727 

8733 

8739 

8745 

75 

8751 

8756 

8762 

8768 

8774 

8779 

8785 

8791 

8797 

8802 

76 

6808 

8814 


8825 

8831 

8837 

8842 

8848 

8854 

8859 

77 

8865 

8871 

8876 

8882 

8887 

8893 

8899 

8904 

8910 

8915 

78 

8921 

8927 

8932 

8938 

8943 

8949 

8954 

8960 

8965 

8971 

79 

8976 

8982 

8987 

8993 

8998 

9004 

9009 

9015 

9020 

9025 

80 

9031 


9042 

9047 

9053 

9058 

9063 

9069 

9074 

9079 

81 

9085 


9096 

9101 

9106 

9112 

9117 

9122 

9128 

9133 

82 

9138 

9143 

9149 

9154 

9159 

9165 

9170 

9175 

9180 

9186 

83 

9191 

9196 

9201 

9206 

9212 

9217 

9222 

9227 

9232 

9238 

84 

9243 

9248 

9253 

9258 

9263 

9209 

9274 

9279 

9284 

9289 

85 

9291 

9299 


9309 

9315 

9320 

9325 

9330 

9335 

9340 

86 

9345 

9350 

9355 

9300 

9365 

9370 

9375 

9380 

9385 

9390 

87 

9395 

EEJ 


9410 

9415 

9420 

9425 

9430 

9435 

9440 

88 

9445 

9450 

9455 

9400 

9465 

9409 

9474 

9479 

9484 

9489 

89 

9494 

9499 

9504 

9509 

9513 

9518 

9523 

9528 

9533 

9538 

90 

9542 

9547 

9552 

9557 

9562 

9566 

9571 

9576 

9581 

9586 

91 

9590 

9595 

lÜTil 

9605 

9609 

9614 

9619 

9624 

9628 

9633 

92 

9638 

9643 

9647 

9652 

9G57 

9661 

9666 

9671 

9675 

9680 

93 

9685 

9689 

9694 

9699 

9703 

9708 

9713 

9717 

9722 

9727 

94 

9731 

9736 

9741 

9745 

9750 

9754 

9759 

9763 

9768 

9773 

95 

9777 

9782 

97S6 

9791 

9795 

9800 

9805 

9809 

9814 

9818 

96 

9823 

9827 

9832 

9836 

9841 

9845 

9850 

9854 

9859 

9863 

97 

9868 

9872 

9877 

9881 

9886 

9890 

9894 

9899 

9903 

9908 

98 

0912 

9917 

9921 

9926 

9930 

8934 

9939 

9943 

9948 

9952 

99 

9956 


9965 

9969 

9974 

9978 

9983 

9987 

9991 

9996 
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B. Funciones trigonométricas naturales 


Radianes 

Grados 

sen 

eos 

tg 

Ctg 



.0000 

0.0 

.0000 

1.0000 

.0000 

— 

90.0 

1.6708 

.0087 


.0087 

1.0000 

.0087 

114.5887 

89.5 

1.5621 

.0175 


.0175 

.9998 

.0175 

57.2900 

89.0 

1.5533 

.0262 


.0262 

.9997 

.0262 

38.1885 

88.5 

1.5446 

.0349 


.0349 

.9994 

.0349 

28.6363 

88.0 

1.5359 

.0436 


.0436 


.0437 

22.9038 

87.5 

1.5272 

.0524 

3.0 

.0523 

.9986 

.0524 

19.0811 

87.0 

1.6184 

.0611 

3.5 

.0610 

.9981 

.0612 

16.3499 

86.6 

1.5097 


4.0 

.0698 

.9976 

.0699 

14.3007 

86.0 

1.5010 

.0785 

4.5 

.0785 

.0969 

.0787 

12.7062 

85.5 

1.4923 

.0873 

5.0 

.0872 

.9962 

.0875 

11.4301 

85.0 

1.4835 

.0960 

5.5 

.0958 

.9954 

.0963 

10.3854 

84.5 

1.4748 

.1047 

6.0 

.1045 

.9945 

.1051 

9.£144 

84.0 

1.4661 

.1134 

6.5 

.1132 

.9936 

.1139 

8.7769 

83.5 

1.4574 

.1222 

7.0 

.1219 

.9925 

.1228 

8.1443 

83.0 

1.4486 

.1309 

7.5 

.1305 

.9914 

.1317 

7.5958 

82.5 

1.4399 

.1396 

8.0 

.1392 

.9903 

.1405 

7.1154 

82.0 

1.4312 

.1484 

8.5 

.1478 


.1495 

6.6912 

81.5 

1.4224 

.1571 

9.0 

.1564 

.9877 

.1584 

6.3138 

81.0 

1.4137 

.1658 

9.5 

.1650 

.9863 

.1673 

5.9758 

80.5 

1.4050 

.1745 

10.0 

.1736 

.9848 

.1763 

5.6713 

80.0 

1.3963 

.1833 

10.5 

.1822 

.9833 

.1853 

5.3955 

79.5 

1.3875 

.1920 

11.0 

.1908 

.9816 

.1944 

5.1446 

79.0 

1.3788 

.2007 

11.5 

.1994 

.9799 

.2035 

4.9152 

78.5 

1.3701 

.2094 

12.0 

.2079 

.9781 

.2126 

4.7046 

78.0 

1.3614 

.2182 

12.5 

.2164 

.9763 

.2217 

4.5107 

77.5 

1.3526 

.2269 

13.0 

.2250 

.9744 

.2309 

4.3315 

77.0 

1.3439 

.2356 

13.5 

.2334 

.9724 

.2401 

4.1653 

76.5 

1.3352 

.2443 

14.0 

.2419 

.9703 

.2493 

4.0108 

76.0 

1.3265 

.2531 

14.5 

.2504 

.9681 

.2586 

3.8667 

75.5 

1.3177 

.2618 

15.0 

.2588 

.9659 

.2679 

3.7321 

75.0 

1,3090 

.2705 

15.5 

.2672 

.9636 

.2773 

3.6059 


1.3003 

.2793 

16.0 

.2756 

.9613 

.2867 

3.4874 


1.2915 

.2880 

16.5 

.2840 

.9588 

.2962 

3.3759 


1.2828 

.2967 

17.0 

.2924 

.9563 

.3057 

3.2709 

73.0 

1.2741 

.3054 

17.5 

.3007 

.9537 

.3153 

3.1716 

72.5 

1.2654 

.3142 

18.0 

.3090 

.9511 

.3249 

3.0777 

72.0 

1.2566 

.3229 

18.5 

.3173 

.9483 

.3346 

2.9887 

71.5 

1.2479 

.3316 

19.0 

.3256 

.9456 

.3443 

2.9042 

71.0 

1.2392 

.3403 

19.5 

.3338 

.9426 

.3541 

2.8239 

70.5 

1.2305 

.3491 

20.0 

.3420 

.9397 

.3640 

2.7475 

70.0 

1.2217 

.3578 

20.5 

.3502 

.9367 

.3739 

2.6746 

69.5 

1.2130 

.3665 

21.0 

.3584 

.9336 

.3839 

2.6051 

69.0 

1.2043 

.3752 

21.5 

.3665 

.9304 

.3939 

2.5386 

68.5 

1.1956 

.3840 

22.0 

.3746 

.9272 

.4040 

2.4751 

68.0 

1.1868 

.3927 

22.5 

.3827 

.9239 

.4142 

2.4142 

67.5 

1.1781 



eos 

sen 

ctg 

tg 

Grados 

Radianes 
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B. Funciones trigonométricas naturales 


Radianes 

Grados 

sen 

eos 





.3927 

22.5 

.3827 

.9239 

.4142 

2.4142 

67.5 

1.1781 

.4014 

23.0 

.3907 

.9205 

.4245 

2.3559 

67.0 

1.1694 

.4102 

23.5 

.3987 

.9171 

.4348 

2.2998 

66.5 

1.1606 

.4189 

24.0 

.4067 

.9135 

.4452 

2.2460 

66.0 

1.1519 

.4276 

24.5 

.4147 

.9100 

.4557 

2.1943 

65.5 

1.1432 

.4363 

25.0 

.4226 

.9063 

.4663 

2.1445 

65.0 

1.1345 

.4461 

25.5 

.4305 

.9026 

.4770 

2.0965 

64.5 

1.1257 

.4538 

26.0 

.4384 

.8988 

.4877 

2.0503 

64.0 

1.1170 

.4625 

26.5 

.4462 

.8949 

.4986 

2.0057 

63.5 

1.1083 

.4712 

27.0 

.4540 

.8910 

.5095 

1.9626 

63.0 

1.0996 

.4800 

27.5 

.4617 

.8870 

.5206 

1.9210 

62.5 

1.0908 

.4887 

28.0 

.4695 

.8829 

.5317 

1.8807 

62.0 

1.0821 

.4974 

28.5 

.4772 

.8788 

.5430 

1.8418 

61.5 

1.0734 

.5061 

29.0 

.4848 

.8746 

.5543 

1.8040 

61.0 

1.0647 

.5149 

29.5 

.4924 

.8704 

.5658 

1.7675 

60.5 

1.0559 

.5236 

30.0 

.5000 

.8660 

.5774 

1.7321 

60.0 

1.0472 

.5323 

30.5 

.5075 

.8616 

.5890 

1.6977 

59.5 

1.0385 

.5411 

31.0 

.5150 

.8572 

.6009 

1.6643 

59.0 

1.0297 

.5498 

31.5 

.5225 

.8526 

.6128 

1.6319 

58.5 

1.0210 

.5585 

32.0 

.5299 

.8480 

.6249 

1.6003 

58.0 

1.0123 

.5672 

32.5 

.5373 

:8434 

.6371 

1.5697 

57.5 

1.0036 

.5760 

33.0 

.5446 

.8387 

.6494 

1.5399 

57.0 

.9948 

.5847 

33.5 

.5519 

.8339 

.6619 

1.5108 

56.5 

.9861 

.5934 

34.0 

.5592 

.8290 

.6745 

1.4826 

56.0 

.9774 

.‘>021 

34.5 

.5664 

.8241 

6873 

1.4550 

55.5 

.9687 

.0109 

35.0 

.5736 

.8192 

.7002 

1.4281 

55.0 

.9599 

.6196 

35.5 

.5807 

.8141 

.7133 

1.4019 

54.5 

.9512 

.6283 

36.0 

.5878 

.8090 

.7265 

1.3764 

54.0 

.9425 

.6370 

36.5 

.5948 

.8039 

.7400 

1.3514 

53.5 

.9338 

.6458 

37.0 

.6018 

.7986 

.7536 

1.3270 

53.0 

.9250 

.6545 

37.5 

.6088 

.7934 

.7673 

1.3032 

52.5 

.9163 

.6632 

38.0 

.6157 

.7880 

.7813 

1.2799 

52.0 

.9076 

.6720 

38.5 

.6225 

.7826 

.7954 

1.2572 

51.5 

.8983 

.6807 

39.0 

.6293 

.7771 

.8098 

1.2349 

51.0 

.3901 

.6894 

39.5 

.6361 

.7716 

.8243 

1.2131 

50.5 

.8814 

.6981 

40.0 

.6428 

.7660 

.8391 

1.1918 

50.0 

.8727 

.7069 

40.5 

.6494 

.7604 

.8541 

1.1708 

49.5 

.8639 

.7156 

41.0 

.6561 

.7547 

.8693 

1.1504 

49.0 

.8552 

.7243 

41.5 

.6626 

.7490 

.8847 

1.1303 

48.5 

.8465 

.7330 

42.0 

.6691 

.7431 

.9004 

1.1106 

48.0 

.8378 

.7418 

42.5 

.6756 

.7373 

.9163 

1.0913 

47.5 

.8290 

.7505 

43.0 

.6820 

.7314 

.9325 

1.0724 

47.0 

.8203 

.7592 

43.5 

.6884 

.7254 

.9490 

1.0538 

46,5 

.8116 

.7679 

44.0 

.6947 

.7193 

.9657 

1.0355 

46.0 

.8029 

.7767 

44.5 

.7009 

.7133 

.9827 

1.0176 

45.5 

.7941 

.7854 

45.0 

.7071 

.7071 

1.0000 

1.0000 

45.0 

.7854 


-¡ 

eos 

sen 

ctg 

tg 

Grados 

Radianes 
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APENDICE II 


C. Valores de e* y e-* 


B 

e * 

e * 

X 

e * 

e~ x 

X 

c x 


0.00 

1.000 

1.000 


1.105 

0.905 


2.72 

0.368 

.01 

1.010 

.990 

.2 

1.221 

.819 


7.39 

.135 

.02 

1.020 


.3 

1.350 

.741 


20.09 

.0498 

.03 

1.030 

.970 

.4 

1.492 

.670 


64.60 

.0183 

.04 

1.041 

.961 

.6 

1.649 

.607 

5 

148.4 

.00674 

.05 

1.051 

.951 

.6 

1.822 

.549 

6 

403.4 

.00248 

.06 


.942 

.7 

2.014 

.497 

7 

1097 . 

.000912 

.07 

1.073 

.932 

.8 

2.226 

.449 

8 

2981 . 

.000335 

.08 

1.083 

.923 

.9 

2.460 

.407 

9 

8103 . 

.000123 

. 0 » 

1.094 

.914 

1.0 

2.718 

.368 

10 

22026 . 

.000045 


Nota, ¿x+y — ¿‘■e*. 


Ejemplo . e t <u = ¿.¿>.*.( 0.01 „ ( 7 , 39 ) ( 2 . 226 ) ( 1 . 01 ) - 16 . 6 . 


D . Potencias y raíces de enteros 


n 



\/n 


« 

r? 

n s 

vs 


i 



1.000 

1.000 

26 

676 

17,576 

5.099 

2.%2 

2 



1.414 

1.260 

27 

729 

19,683 

6 . 1 % 

3.000 

3 



1.732 

1.442 

28 

784 

21,952 

5.292 

3.037 

4 


64 • 

2.000 

1.587 

29 

841 

24,389 

5.385 

3.072 

& 


125 

2.236 

1.710 

30 

900 

27,000 

5.477 

3.107 

6 

36 

216 

2.449 

1.817 

31 

961 

29,791 

5.568 

3.141 

7 

49 

343 

2.646 

1.913 

32 

1024 

32,768 

5.657 

3.176 

8 

64 

612 

2.828 

2.000 

33 

1089 

35,937 

5.745 

3.208 

9 

81 

729 

3.000 

2.080 

34 

1156 

39,304 

5.831 

3.240 

10 

100 

1,000 

3.162 

2.154 

35 

1225 

42,875 

5.916 

3.271 

11 

121 

1,331 

3.317 

2.224 

36 

12 % 

46,656 

6.000 

3.302 

12 

144 

1,728 

3.464 

2.289 

37 

1369 

50,653 

6.083 

3.332 

13 

169 

2,197 

3.606 

2.351 

38 

1444 

54,872 

6.164 

3.362 

14 

196 

2,744 

3.742 

2.410 

39 

1521 

59,319 

6 245 

3.391 

15 

225 

3,375 

3.873 

2.466 

40 

1600 

64,000 

6.325 

3.420 

16 

256 

4 , 0 % 

4.000 

2.520 

41 

1681 

68,921 

6.403 

3.448 

17 

289 

4,913 

4.123 

2.571 

42 

1764 

74,088 

6.481 

3.476 

18 

324 

6,832 

4.243 

2.621 

43 

1849 

79,507 

6.557 

3.503 

19 

361 

6,859 

4.359 

2.668 

44 

1936 

85,184 

6.633 

3.530 

20 

400 

8,000 

4.472 

2.714 

45 

2025 

91,125 

6.708 

3.557 

21 

441 

9,261 

4.583 

2.769 

46 

2116 

97,336 

6.782 

3.583 

22 

484 

10,648 

4.690 

2.802 

47 

2209 

103,823 

6.856 

3.609 

23 

529 

12,167 

4.796 

2.844 

48 

2304 

110,592 

6.928 

3.634 

24 

576 

13,824 

4.899 

2.884 

49 

2401 

117,649 

7.000 

3.659 

25 

625 

15,625 

5.000 

2.924 

60 

2500 

125,000 

7.071 

3.684 






























SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS 

Ctrupo 1, p. S 


4. 

11; 10; 

4. 



14. 

Oí. 0). 



5. 

(7). <- 

- ID- 



15. 

Va 3 + b* . 



8. 

(- 15). 

(- ID. (- 

13). 

16. 

10. 



9. 

(14). 




17. 

30. 



10. 

- 3. 




18. 

(1. 1 +2 VI) 

; O. i 

l - 2 V3) 

11. 

(a, a), 

(— a, 

o). (- 

-a, — a) i 

. (o, 

— a) . 



12. 

(2. 3). 

20 . 



19. 

10. 



13. 

6, 5. 




20. 

20. 







Grupo 

2, p. 

, 15 



1. 

20,26. 




11. 

Oí. O. <% 

- O. 

(2. 0). 

3. 

34. 




12. 

(-4. 12). 



6. 

V82. 




13. 

(1. -2). 



8. 

5. 




14. 

3. 



9. 

2, -6. 




15. 

(- 1. 4), (5, 

6). (3 

. -2). 

10. 

5x - 7 y 

- 24 - 

■ 0. 


19. 

(2. 2). 







Grupo 

3, p 

. 24 



4. 

- Vi, 153°26'. 



14. 

- Vi . 



5. 

-2, K, 

• 



15. 

-8. 



7. 

5. 




16. 

13. 



8. 

4, - 1. 




18 . 

5. 



9. 

4. 




19. 

4 x - <¡y - 13 - 

0 . 


10. 

77° 28', 

54° 10', 

48° 22'. 


20. 

4* — y - 13 - 

0 . 


11 . 

108° 26'. 




22. 

1. 



12. 

71° 34'. 




23. 

33° 41', 56° l*)'. 







Grupo 

7, P 

. 49 



11 . 

(2, 3). 




14 . 

(4, 2). Oí. - 

■ Jí) • 


12. 

(1. -2). 



15. 

(0, 0). (1, 1) 

» 
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16. 

(0. 2). (2, 0). 

19. 

(3,2), (-3,-2), (2,3), (-2, -3). 

17. 

(2. 2). (2. -2). 

20. 

(4. 4), (3, 1). 


Orapo 8, p. 

. 54 

3. 

x — 2¡/ — 3 — 0. 

14. 

y» - lOx - 8y 4- 11 - 0. 

4. 

x» 4- y J - 4. 

15. 

7x s 4- 16y a - 112. 

5. 

x J + y 3 — 4x — 6y — 12 = 0 

16. 

16x a 4- 7y* - 112. 

6. 

2x + 3y - 9 - 0. 

17. 

5x* - 4y s - 20. 

7. 

x + y - 4 = 0. 

18. 

5y a - 4x» - 20. 

8. 

X a + y a - 9x - 2y + 17 - 0. 

19. 

X a 4- y 2 - 2x 4- 2y - 2 - 0. 

9. 

2x + y + 9 - 0. 

20. 

3x a 4- 4y 2 — 24x — 8y 4" 40 — 0. 

10. 

x* + y* 4- 6x + 4y + 4 — 0. 

21. 

x a -3y*4-2x-4y4-5 -0. 

11. 

x» - 8y + 16 - 0. 

22. 

x a 4- y a = 4. 

12. 

x* 4- y a 4- x — 7y + 12 = 0. 

23. 

xy 4- X 4- 7y - 17 - 0. 

13. 

4x + 6y - 21 - 0, 

24. 

3x a - y* - 18x 4-24-0. 


4x + 6y + 3 «0. 

25. 

3x =6- \/ 3y a 4-9 ; y^O. 


Orapo 9, p. 

. 63 

1. 

2x — y +3 - 0. 

15. 

5x 4- y 4- 9 - 0. 

2. 

x — y 4- 3 = 0. 

16. 

llx — 5y —9 — 0, 

3. 

3x4- y +2 = 0. 


13x - y - 45 = 0. 

4. 

5x + 9y - 38 - 0. 

17. 

(- 4. 11). (12. 3). (0. -9). 

5. 

2x - y - 0. 3x-4y + 10- 

0. 18. 

(X. X). 


7x + 2y — 56 =• 0. y = 0. 

19. 

(«x. X). 

6. 

3x - 2y - 6 - 0. 

20. 

(X. X). 

7. 

* _L V = 1 

21. 

36. 


22. 

4x 4- y - 10 - 0. 

8. 

i. 

1 ^ 2 

23. 

24. 

(-4. 3). (4, 6). (9. 1), (l, -2). 
10. 

9. 

x + y - 3 - 0. 

25. 

>x. 

10. 

6x + 5y - 82 - 0. 

26. 

11. 

11. 

4x - 7« + 36 - 0. 

27. 

A - *X # . JB - »Jí«- 

13. 

3x - 5y + 8 - 0. 

29. 

y — rax — am. 

14. 

Afl: x - y + 3 - 0: BC: 

5x 4- y — 

17 - 0; AC: x 4-2y - 0. 


Orapo 10, p 

. 70 

2. 

3x + y + 2 - 0. 

6. 

1 * VI 

3. 

5x — 3y — 15 — 0. 

3 ‘ 

4. 

4x + 3y + 13 - 0. 

7. 

X: - X. X- 

5. 

4. 

8. 

- X: 105°57'; a X- 10. 
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9. 

=fc 10. 

15. 

80° 16'. 

10. 

a - 4. 6 = 7. 

16. 

5x - y - 11 - 0. 

12. 

x - 2y + 1 - 0. 


x+5y+3 =0. 


x + 2y — 13 = 0. 

28. 

6* x — a 3 y — ab 3 — a 3 b 


Grupo 11, p. 77 


1 _L x 4- —~I u — 6 = 0 
2 T 2 V 

2 . j * + ~Y* y ~ 3 “ 


3. 143° 8'. 

8. 4x + 3y - 25 = 0. 3x — 4i/ + 25 = 0. 

9. x — ¡/ + 4 V 2 = 0, x — y — 4 V 2 — 0. 

12. 3x + y + 2 VIO = 0, 3x + y - 2 VIO - 0. 

1.5 17 

14. - —— x H- —r y-— - 0. 

VI6 V 2b V 26 

15. 3x+2y+8 VH = 0. 3x + 2y - 8 V~Í3 = 0. 


4. — x +-22_1 u — 4 <= 0: 

13 13 # 

p = 4, (o = 337° 23'. 

5. >í s VÍ3. 

6. =*= « VT. 


16. 

3 

-2 27 


V 34 

-——x + 

VTJ 

— y - -— - 0 . 
V 13 V 13 

18. 

4 

19. 

ÜVn 

39 v • 


20. 

o]o 

si 



Grupo 12, p. 

86 

1. 

*Jíi Vil. 

2. ->JÍV5. 

3. 

Jí VI; 9 . 4 . 

5. 

-H VT. 

6. 5x + 12y + 40 

= 0 . 

5x + 12y - 64 - 0. 

7. 

8. 

6-3 V29 


9 . 

24x - lOy - 3 *= 0: 

5 

- 3, 7. 


10 . 

2 + 2 V7 

3 

11. 

jc + y - 4 = 

0, x - y - 2 - 0. 




12 . 


13. 


(2 VI- v 7 )x-(vl+ VT)y + VI + VT = o, 

(2 Vi + VT)x - (VI - V 5) y + VI - VT - 0. 

(VH + 4 VT)x- (2 V"Í7+ VI)y-4 Vl7 - 4 Vi = 0. 

17. 4x + 7y + 12 - 0. 4x - 13y +12-0. 

18. x - 2y + 8 - 0, 13x - 6y + 24 - 0. 

20. y* - 8x. 21. x 3 - 

22. y* + 6y + 12x - 15 = 0. y + 3 - 0. 

23. x a — 2xy + y 8 + 6x + 2y + 9 — 0. 

24. 8x J + 9y» - 42x + 72y + 171 - 0. 

25. x 3 - 8y s + 4x - 74y - 139 - 0. 

26. 23x*- 48xy + 3y*+170x-t22y + 118 = 0. 28. 10. 


8y. 
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S. 

7. 

8 . 
9. 

10 . 

12 . 

13. 

14. 

15. 

16. 

17. 

18. 

19. 

20 . 

23. 

24. 

25. 


3. 

12 . 

15. 

1. 

2 . 

3. 

4. 

5. 

6 . 
8 . 
9. 

10 . 

12 . 

13. 

14. 
25. 


Orapo 18, p. 94 

2* — y + 8 = 0 . 6. I2jr — 2\y — 28 — 0 . 

3* -4y + 12 = 0. 

5x- Wy + 65 - 0. 5x - I2y - 65 - 0. 

2*4-30+12- 0, 2*+ 3y-12-0. 

5*-0-13-0. 11. 9*+ 70-11-0. 

2x - y + 6 - 0. 5* - 20 + 10 - 0. 

4*+ 30 - 12 = 0, * + 20 + 2 = 0. 

3* - y - 3 V 2 - 0, 3* - 0 + 3 VI - 0. 

7* + 12 y - 42 - 0, 7* + 30 + 21 - 0. 

4* + 30 - 12 - 0, 8* + 150 - 36 - 0. 

y / 5* + 20 — 9 — 0, 0 + 3—0. 

2*+ 30 - 12 - 0. 3*+ 20 - 12 - 0. 

* — 40 — 0. 21. 3* — 0 + 5 — 0. 

4* + 50 - 7 - 0. 22. 8* - 30 + 5 - 0. 

5*-12 V +26-0, * — 2. 

* — 40 + 8 — 0, 9* - 40 — 24 — 0. 

3*-0-18-0, *-20-1-0. 


Grupo 14, p. 96 


41* - 50 - 89 - 0. 16. 18*. 

2. 18. fti - ±4, fes - * 14 

(7. 4). 

Grupo 16, p. 102 


(•* + 3) 2 + (0 + 5) * — 49. 
(* + !)*+(» -4)*- 10. 
(* -7)* +(0 + 6)2 - 89. 
(* - 2) > + (0 + 4) * - 4. 

** + (0 + 2 ) ’ — 4 . 

U + 4 ) 2+(0 + 1 )*- 52 . 
(*- 6)*+(0 + 3 )*- 25 . 
(* — 4 ) »+ (0 — 2 ) * — 58 . 
7,07. 

(* + l )' + 0 *-^. 

U-« •+(„ + {)’-£. 

(* -2)* + (0 - n* - 1. 


15. 

(x 

-2)*+(„ — 

211 
16 J 

17. 

( x 

— 7)* + 02 — 

45. 

18. 

**- 

K» + t)’- 

325 

9 ' 

19. 

(* 

-2)2 + ( tf + 

í) 

20. 

(* 

-h) *+(.- 

•1) 

21. 

X “ 

-20+10-0. 


22. 

* + 20 - 20 - 0. 


23. 

* + 20-9-0. 

x — 


24. 


(*-í)*+(0 + 3)» 

U-5)* + (0 + 2)* - 1. (* -3)2 + ( y + Í) 2 -!Ji. 


1 * 625 

1 ” 256' 


! 629 
4 ' 

1 6205 

242 ' 


20 + 3 - 0. 
- 8 . 
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Grupo 16, p. 108 

1. Centro (34. — W)’• radio — V 5. 4. 5 n. 

2. Ponto (— /4. 1) • 5. Is/U. 

3. Ningún lugar geométrico. 

9. * 8 + y 8 - 7* - 4(/ - 0; 04,2): ViV~& ■ 

10. 6x J + 6y 8 — 32x — 25y -»34 — 0; (34. 8 3ia) ■ Ma >/2 465 . 

11. 7x 8 + 7y 8 - 22* + 52y +21 - 0; (‘>4, - 8 34) ; 34 Vlb. 

17. D, - Dj. £,-£ a . £i * F a . 18. (* - 2) * + (y + *4) a - 9- 

19. 5x + 4y — 40 — 0. 

20. 4x — 3y — 32 — 0, 3x + 4y — 49 = 0. 

21. (x + 3) 8 + (y - 0* - 29. 

22. * 8 + (y-6)* - 25, (* -6) 8 +(y + 2)» = 25. 

23. (x — 8) 8 + (y — 8) 8 — 13, (x - 4) 8 + (y - 2) 8 - 13. 

24. (* + l) 8 +(y-3) 8 = 5. 25. (x - 3) 8 + (y - í) a - 20. 

26. (x - 4) 8 + (y + D 8 “ 27, (x - 3) 8 + (y - 6) 8 = 25. 

-■ «(-& 7 +('-&)*-(&)*■ 

29. (x — 1) 8 + (y — Vi ) 1 = !4 • 

30. (x+ 34)*+(y-34)’ “ “/.. (* - 34) a +(y-34) a “ % 

(x - l) 8 +(y + 2) 8 = 4. 31. k 1, 25. 

32. 5x-y+5-0. 5x-y-47 - 0. 33. 2 V2. 

34 . x * + y* — 6x — 2y + 1 - 0, 4x a + 4y 8 — 384* + 37y + 2 119 - 0. 

35. (x - l) 8 +(y - l) a - 20. ^,x - (« + "y-) 2 = 

Grupo 17, p. 118 

6. x 8 + y* + 2x — 8y - 33 - 0. 8. 5x 8 + 5y 8 - 38y - 115 - 0. 

7 . x » + y 8 - 38x + 167 - 0. 9. 2x 8 + 2y 8 - 20x — 16y + 41 = 0. 

10. x 8 + y 8 - x - 3y - 10 - 0, x 8 + y 8 - 7x + 3y + 2 - 0. 

11. * 8 + y a -8x + 6-0. 9* 8 + 9y 8 + 88* - 106 - 0. 

13. i> + y 3 - 8x - 16y + 35 - 0. 14. x 8 + y 8 + 2x + 4y - 15 ■ 0. 

15. x 8 + y 8 + x + 2y - 10 - 0, x 8 + y 8 - 5x — 10y +20-0. 

16. x 8 + y 8 — x — 2y = 0, x 8 + y* — 6x — 12y +25 — 0. 

17 . x* + y 8 + 16* - 16y + 24 - 0. 21. 7* -_y_- 16 - 0: 2 VI. 


19. 

24x — 28y + 3 — 0. 

23. 

y, V 69 . 

28. 

Oí. -'%)■ 

Grupo 18, p 

. 127 

1. 

2x — 3y + 20 — 0. 

5. 

x — y + 3 — 0, x — y + 11 — 0. 

2. 

3x + 2y —9 — 0, 3x+2y+17-0. 

6. 

Jt + 4y+20 —0, x+4y —14—0. 

3. 

2x-y+ll-0, x+2y—12 — 0. 

7. 

6x + y — 32 — 0, x — 6y — 30 — 0. 

4. 

2x + 3y - 21 - 0. 

13. 

46° 24'. 
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14. 

— 5 < fe < 5; h - 

*5; h > 5, 

k < - 5. 

15. 

— 1 % < m < 0: m 

-0, - *?í: 

m > 0, m < — 

17. 

2x - 3y - 21 - 0. 



18. 

3x + 5y - 34 - 0: 

5x -3y-0; 

y, Vl4: V34; *«; 3. 

19. 

x — 4y + 12 — 0; 

4x + y — 3 = 

0: 3 V17: JíVl7; 12: 

20. 

7x — 4y + 26 — 0: 

4x + 7y — 13 

-0: ^V65: JíV65: «Jí; 

21. 

82° 14'. 


22. 78° 41'. 


Grupo 19, p. 131 

7. j¡a .f y > - *■ o. 0. 11. 3x 3 + 3y a — 2jc — 2«/ — 4 — 0. 

8 . 3x 3 + 3y 3 + l6x-20y+20-0. 14. 3x 3 + 3y 3 - 32x + 57 - 0. 

9. 8x 3 + 8y 3 — 28x + 38y + 55 — 0. 15. 2x 3 + 2y 3 + 2x - 10y + 9 - 0. 

10. 5x 3 + 5y 3 -16x~28y + 27-0. 21. x - 7y+34 = 0. 



Grupo 20, p. 138 



1. x' 3 + y' 3 - 4. 

8. 

3x'» - 2y' 3 - 12. 

15. 

2x' 3 - 3 y' 3 - 1 

2. 3x' 3 + 2y' 1 - 6. 

9. 

x'y' - 8. 

16. 

O 

1 

*b» 

1 

<•« 

3. 4x« - y'* “ 4. 

10. 

2x'« - y' 3 - 0. 

17. 

x' 3 + y' 3 - 2. 

4. y' 3 - x' 3 = 0. 

11. 

x' 3 + y' 3 = 5. 

18. 

2x' 3 + y' 3 - 2. 

5. x' y' - 1. 

12. 

2x' 3 + 5y' 3 - 10. 

19. 

y' 3 - 6x' 3 - 9. 

6. 2x' 3 + y'» “ 4. 

13. 

x' 3 _ 3y' s = 3. 

20. 

x'y' = 2. 

7. 3x' 3 + 2y' s - 6. 

14. 

2x' 3 + 3y' 3 - 1. 




Grupo 21, p. 142 


1. 

(%V 3-2. - % - 2 V3) . 

10. V?x' - 2 - 0. 

2. 

(0, - 1), (1. 0). 

11. 5x' 3 +2x' - y' -I =0. 

3. 

V 29x' -3-0. 

12. 2lx' 3 + 15y' 3 - 10 - 0. 

4. 

4y' 3 - V2x' + V2y' “ 0. 

13. 6x' 3 + y' 3 - 2 - 0. 

5. 

3 VTx' 3 - VTy' 3 - 2 - 0. 

14. x' — 3y' = 0. x' + 3y' - 0. 

6. 

llx' 3 + y' 3 - 8 - 0. 

15. y' - VI, y' - - V2. 

7. 

4x' 3 - y'* - 4 - 0. 

16. 5x' 3 + 4x> - 3y' - 0. 

8. 

9. 

x' 4 + y'* - 16. 

VTy' +2-0. 

20. 5x 3 — 26xy + 5y 3 + 72—0. 


Grupo 22, p. 147 


1. 2x" 3 - 3y" 3 — 6 - 0. 

2. x" 3 + 4y'' 3 - 4 - 0. 

/ 1CD-BE 2 AE-BD\ 
° \ B* — 4AC ’ B 3 -4ACA 

11. (-% - VI, MVl-i). 


3. x" 3 - 4y" - 0. 

5. 3x" 3 + y"* - 3 * 0. 

B 3 - 4AC ^ 0. 

12. (2 VI, -V2). 
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■ 6xy + y* + 4x + Ay 


13. \/l, U Á + 1 VI). 14. 

16. x 3 +2xy + y 3 + 6* - 6y + 15 - 0, x" 3 - 3 y/ly" - 0. 

17. 3x 3 — Ixy 4- 3y 3 -8 — 0, *' 3 4- 2y' a - 4 - 0. 

Grupo 23, p. 163 


1. 

(3.0); * — — 3; 

12 . 

11. 

y 3 = 20*. 

2. 

(0. 3) ; y - - 3; 

12 . 

12. 

y 3 - - 8x; ( 

3. 

(- 2. 0) ; * = 2; 

8. 

13. 

4 V 5. 

8. 

y» = 12*. 


14. 

*>«. 

9. 

X 3 -12y. 


16. 

a «. 

10. 

* 3 -20y. 


18. 

x* + y 3 - 5y. 

22 . 

y» - 4* - 8y + 24 - 0; y' 3 - 

- 4x' = 

0 . 

23. 

* 3 - 6* + 12y + 33 

= 0; x' 3 

+ 12y' 

= 0. 

24. 

y* + 8* - 16 - 0: 

y' 3 + 8*' 

- 0. 



25. x 3 - 2xy 4- y* + M* 4- 6y - 21 = 0: y "* + 5 V 2x" - 0. 

Grupo 24, p. 159 

7. (y - 3) 3 = 12(* 4-4) ; * - - 7; y - 3. 

8. (* - 3) 3 - -8(y - 3) ; y - 5; 8. 

9. (* — 4) 3 -8 (v 4- 1) • 10. y 3 - 20x - 6y +9 = 0. 

11. (y — 50* = 12(x 4- 2): (— 2. Jí) : (1. Jí); * = - 5; y - Jí; 12. 

12. (*4-«)* = -8y; (-«.0): - 2) : y - 2; * - - 8. 

21. (* — 3)* = 4(4 — ft) (y — k). 25. y 3 4-4* 4-2y - 15 - 0. 

23. 


3** - 2*. 


24. y 3 - * 4- 2y - 0. 


29. y 3 - 4x - 2y + 1 = 0. 

30. * 3 —4y —4-0; x»4-8y —16-0. 

Grupo 25, p. 163 


1. * - y 4 1 - 0; * 4- y — 3 - 0: 2 VI: 2 VI; 2; 2. 

2. x 4- 2y - 0: 2*-y+ 15-0; 3 VT; JíVT: 6: J*. 

3. 2*-y+ 3-0; * + 2y + 4 - 0; Y 2 V 5; VT, H : 2. 


9. 

x 4- y 4- 2 — 0. 

14. 

36° 2'. 

10. 

* + 3y — 2 - 0. 

15. 

a) ít < 8: b) k 

11. 

O 

1 

1 

ra 

1 

H 

16. 

30° 58': 71“ 34'. 

12. 

x + 2y -3—0: 3x — 2y +lí — 0. 

17. 

63° 26'. 

13. 

x + 2y — 9 — 0; 3*-2y + 5-0. 

30. 

y - 4. 
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Grupo 26, p. 171 


1. 

Valor mín. = 3 

para 

* = - 2. 

5. 

* > !4 : X < - 3. 

2. 

Valor máx. = 1 

para 

* = 4. 

6. 

Para todos los valores de x ex 
cepto 4. 

3. 

Valor min. = 0 

para 

* = 3. 

7. 

Para ningún valor de x. 


9. Positivo, cuando x < 1 y x > 4; negativo, cuando 1 < x < 4; cero, 

cuando x = 1, 4: min. = — % cuando x — }{. 

10. Positivo, cuando — 3 < x < Vi ; negativo, cuando x < — 3 y x > lí ; 

cero, cuando x = — 3, H í máx. — cuando x = — Jí. 

11. Positivo, para todos los valores de x excepto 2; cero, cuando x =* 2: 

mín. = 0 para x = 2. 

16. ax* + 4ajt + 4a + 4, a < 0. 20. Cuadrado de 5 cm de lado. 

18. Cada cateto mide 7 en. 21. ¡4. 

19. 4. 4. 

Grupo 27, p. 178 


6. Vértices (0, 3), (0. —3); focos(0. Vi), (0, — V 5 ) ; 2a *= 6, 26 = 4; 

e = : longitud del lado recto = %. 

7. Vértices (3, 0), (-3, 0); focos (VI, 0), (-V?. 0);2a = 6. 26-4; 

e = longitud del lado recto — %. 


8. Vértices (5. 0), (-5, 0); focos (3, 0), (-3, 0); 2a = 10, 26 
e = H-' longitud del lado recto = 


10. 

a? + w? _ i. 

16 r 7 

14. 

-£? + .«! = 1- 
9 + 49 

11. 

£í+jí!.= i. 

20 T 36 

15. 

*! + Jí! = 1. 
8^4 

12. 

*! + !!-!. 

9^5 

16. 

Ü + JÉ-1. 

4 T 16 

13. 

¿! + Jí!= i. 

36 T 27 

21. 

6}4. 1M- 


24. 25** + 16y* - 150* - lóOy + 225 = 0; *1. + ÉÍ=\, 

J6 2) 

25. 7*s+16y*-14* + 32 f/ —89=0: + 

Jo 7 

26. 4** + y» - 16* -4y + 4 = 0: ¿2 + ¿?=l. 

4 Ib 

27. 4** + 3y* = 48. 28. ** + 4y* = 9. 


8 ; 


Grupo 28, p. 181 

6. . f y . ~ 1)a .- 1; focos (5. 1), (3, 1) : 2a = 6, 26 = 4 y/1 ; 

longitud del lado recto =» l %. 

i*±!iL + lx±ílL-u 


7 . 
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(£J=*l! + Í!/±6i!- 1; foco» (5 + V 7. -6), (5-V7, -6); 

lo 9 


9. 

10 . 

11 . 

13. 

14. 

16. 


20 . 

22 . 

23. 

24. 

25. 


Qr.- 3) » + j9.Il II? - 1; vértice» (3. 10), (3.0); 


«• 


J£+Jíi + J£ilíi.,. ,.VL<; ,0... (-2 + VT?. -O, 

(- 2 - VU. -1). 

— ~ ^ —l- ^ =1; e = 26 = 2 \/ 7 ; longitud del lado rec- 

16 7 

to = 

+ Í£±iü = 1 ; centro (3. -2) ; vértice» (5. -2), (1. -2); 
4 1 

foco» ( 3 -f- V 3 , —2), (3 — V 3 , —2); 2a = 4, 26 = 2; longitud 
V~3 
2 ‘ 


del lado recto =1; e 


^ * + —-1; centro (—4, 1) ; vértice» (— 1, 1) , (—7. 1) : 

9 4 

focos (— 4 + V* 5, 1 ) , {— 4 — y/ 5, 1) ; 2a = ó, 26 = 4; longitud 
del lado recto = %; e = -y—- 

~ + —^ - = 1; centro (0. 1); véttices (0, 4), (0. -2); foco» 
4 9 

(0, 1 + V5), (O, 1 — V í); 2a = 6, 26=4; longitud d e 1 lado 
recto = °í: e 


s¿. e 


a 2 + 4y 2 + 2 jc - 24y + 33 = 0. 26. 3a a + 4y 2 - 24a - 16y + 52 = 0. 

4a 2 + 9y 2 — I6a — I8y — 11 = 0. 27. a 2 + 4y 2 + 4x + 16y + 4 = 0. 

3a 2 +4y 2 +6a -8y - 5 =0; 28. 4a 2 + y 2 - 24* - 2y + 28 = 0. 

16a 2 + 12y s 18a — 24y — 15 = 0. 29. 4a 2 + y 2 - 24a = 0. 

3, 3. 30. 100a- 2 + 84y a - 16Sy - 441 = 0; 

a + 7y—9 = 0. 36a 2 + 20y a — 40y — 25 = 0. 


6. 

2a — 3y - 

•5 = 0; 

3a + 2y - 1 ■ 

7. 

9a + 5y - 

23 =0; 

5a - 9y - 1 = 

8. 

10a - 5y - 

-4 VI? 

= 0; 10a - 5 

9. 

a — y — 1 

= 0; 3a-3y + 13 = 

10. 

a+y -2 

= 0; 9.v 

- 191 y - 218 

11. 

a) - 7 < í 

1 <‘JÍ: 

6) k - - 7, 

12. 

68° 12'. 

20. 

(1. 1). (~ 


Grupo 29, p. 188 

0; HV tí; y, n/TI ; ji ; ?í. 


22. 3a- 4- 2y - 2 = 0. 
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Grupo 30, p. 198 

6. Vértice» (2, 0), (— 2, 0) : foco» (V 13, 0) , ( — \/ 13, 0) ; 2a = 4, 

26 «= 6; e «* —longitud del lado recto = 9. 

7. Vértice» (3, 0) , (—3,0): foco» (\/ 13, 0), ( — 13, 0) ; 2a =■ 6, 

26 " 4; e «= longitud del lado recto = 

8. Vértice» (0, 2) (0. —2); foco» (0, y/11), (0, — v* 13); 2a = 4. 



26 

= 6; 

e = longitud del lado recto = 9. 

10. 

x» 

y 1 = 

1: e»±. 

14. 

X» 

- jí! = 1 . 


4 

5 

2 


2 ' 

1 

11. 

72y a - 

- 9x* 

- 200; 

3 

15. 

y 2 ■ 

- 3x> = 1. 

12. 

9 

y' =. 

9 

1: t-Vi. 

16. 

4x a 

- y9* = 16. 

13. 

y* 

16 

x* _ 
20 

' 1; foco» (0, 6) , 

(0, - 

6). 


17. 

íx» - 

4i/» +40x -f- 24t/ +24 = 

0: 

x'» 

4 

?-• 

18. 

3x» - 

4p* - 

-30x + 329 -39 = 

0; 

x'* 

4 

y" _ , 

5 

23. 

3, 13. 


24. 3x* - 

- y 1 = 

■ 27. 

25. 4x J 


Grupo 31, p. 202 


4. 

2x - V 5y = 0, 

2x + \/5y 

-0. 7. 

492 _ 7 x i = 8. 

5. 

(3. 2), (- X. 

1). 

8. 

4. 

6. 

2x* - 99 » = 9. 


14. 

X9 = y. 

16. 

Vértice» (0, 3) , 

(0. -3); 

foco» (0, 

v¡3), ( 0 . - Vn); 


Grupo 32, p, 208 

fc íf ~ . ? 1! - ( y~Ul m i; foco» (4, 3). (-2. 3): 2a = 4; 26 =2\/7 ; 
4 5 

longitud del lado recto =» 5. 

7 . - ( * - 1: f°«>* <- 2, - 1 +2 y/T), (-2 , -1-2v/3) ¿ 

e - Jí V7. 

8. i*~ 2 I1 - + - 1: 26 = 4 V2: e = VT. 

9 . íldbll! — ~ ^ * s i; longitud del lado recto *» 5: e *■ 
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11. w!_ <£+211- 1; foco. (-3. V75), (-3, - Vl3); e-2Ül. 

4 9 2 

14. ~ 2)1 - 1; centro (2. 2) ; vértice. (5, 2) , (- 1, 2) : 

focos (2 + V 10, 2) , (2 — V 10, 2) ; 2s — 6; 2b = 2; longitud del 
lado recto = e — : asíntotas: x+3y —8=0, x —3y+4-0. 

15. ~ 2 ^ - * = 1; centro (—4, 2) ; vértices (—4, 4), (—4, 0) : 

4 9 

foco. (—4, 2 + V 13) , (— 4, 2 — a/ 13) 2a — 4: 2b = 6; longi¬ 
tud del lado recto — 9: e = '• asíntota.: 2x + 3y + 2 = 0, 

2x - 3y + 14 = 0. 

16. Dos rectas que se cortan; x + 2y — 1 — 0. x — 2y — 1 = 0. 

18. JL — centro (—3, 0) ; vértice. (— 5, V 3), (—5, — V 3) ¡ 

foco. ( — 5, 2) , (—5, — 2) ; 2a — 2 V3; 2b — 2; longitud del lado 
recto “?.V3;e — JáV3; asíntotas: V3x + y + SV3"0, 
VI* - y + 5 VI - 0. 

20. 36°52'. 23. 3** - y* + 20 jc - 2y + 11 =0. 

21. 4x J - y* - 8x + 2y - 8 - 0. 24. 3x * - y* - 16* + 16-0, 

22. ** - 8y» - 6* - 22y + 4 - 0. 3** - y J - 8* - 0. 


Grupo 33, p. 208 


5. 

3* 

- y - 

O 

H 

* + 3y - 4 = 

0. 

v } w . Vio. 

3. 

6. 

5*- 

— 8y — 

4-0, 

8* + 5y - 42 

- 0 

i, % V 89, . 

4 

*». « 

7. 

15* 

— 8 y 

- 22 = 

0, 8* + l5y - 

• 31 

— 0, •?{., % *í,. 

. ‘W. 

8. 

* - 

-9 + 1 

- 0, . 

* - y — 1 =0. 

10. 



9. 

23° 

23'. 



23. 

6* + 8y + 3 - 0. 



Grupo 34, p. 219 

10. Ningún lugar geométrico. 
12. Dos recta, paralelas. 

14. x"* + 2y w * — 2. 

15. Una recta. 

Grupo 35, p. 225 

1. 4x J — 4xy + y* — 4x — 8y — 4 = 0. 

2. 8x» + 4* y + 5y» - 18* + 36y + 45 = 0. 

4. 3x J - 12*y - 13y a - 18* + 6y + 72 - 0. 


6. *"« - 4y" J = 4. 

7. y"» - 4*" - 0. 

8. Dos recta, que se cortan. 

9. Punto. 
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5. 7x 2 - bxy + líy 2 - 14* + 102y + 151 = 0. 

7. (- Y%. - %). 8. (-JÍ, -Yt). 

12. (2, 0), 2x - 9 = 0; (-2,0), lt + 9-0. 

13. (5. 0), Sx —9 = 0; (-5, 0) . 5* + 9 = 0. 

14. (0. 2). 2 V - 5 = 0; (0, - 2) , 2y + 5 = 0. 

15. (0. 3), 3y - 7 = 0: (0, - 3) , 3j/ + 7 = 0. 

16. (-3, 1), 4*-29 = 0; (5. 1) , 4x + 21 = 0. 

Grupo 36, p. 231 

1. 2x + y — 4=0, *-2y + 3=0. 

2. 3x — y — 2 = 0, 9* - 3j/ + 22 = 0. 

3. 3x — 2y - 5 = 0, 7* — 6</ — 21 - 0. 

4. 3x- y -2=0; *+3y-4 = 0; ; V"Í0; 3. 

5. x+ y — 1 ** 0, 3x + 3y + 1 = 0. 13. x 2 + jcy — y* + 2* — 3y + 5 = 0 

6. 29°45'; 47°29'. 14. * 2 + y 2 + 2* - 2y - 23 = 0. 

15. x 2 + 2xy + y 2 + 3x — 2 y = 4; 169x 2 + 26* y + y* + 27x — 146y = 1%. 

16. x 2 + xy + y 2 — 2x — y = 0. 

18. 9* 2 + 33xy + 9y> - 8* + 22y -1=0, 

19. 4x 2 - I7xy - 10y 2 - 24x + 37y + 10 = 0. 

21. 4x 2 + 4xy + y 2 + 12 jc + 20y +8 = 0, 

4x 2 — 4 xy + y 2 — \2x — 20y — 16 = 0. 

22. 2x 2 — 4xy + 2y s — x + 3y — í = 0, 

2x 2 + 12xy + 18y 2 + 23x - 5y - 15 = 0. 

27. 3x 2 + 4y 2 = 48. 3x 2 - y 2 = 3. 

Grupo 37, p. 243 

5. (Via, j), (Via, (Via, ip). (Via, ^). 

6. (1, 120°), (1, 240°). 8. Circunferencia: r = 2. 

9. Línea recta: 0 = -í. 

4 

10 . Pi (— % VI, -%vl), Ps(Vl. 1), Pi^Ás/3, -%), Pi( — 3, 3) 

11. ( V"Í3 , 123°41'). (VTl, 326° 19'). 


12. 

r = * 2. 

16. 

r a eos 20 = 4. 

14. 

?r 2 +2r eos 9 —6r sen 0 + 3 =0. 

17. 

r = 2 sen 0. 

15. 

0 = are tg 2. 

18. 

r 2 sen 20 = 4. 
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19. 

2 

1 — sen 0 

25. 

27. 

3* 3 + 4y 3 ■ 
y* = 4ar*. 

- 4x - 4 = 0. 

20. 

t COS (0 — 10 ) = p. 

28. 

y 3 + 8x — 

16 = 0. 

22. 

x 2 + y* - 4y = 0. 

29. 

(* a + y 3 + 2 jc) 3 = 4(.r» + y 3 ). 

24. 

y 3 — 8* — 16 = 0. 

30. 

U 2 + y 3 ) 2 

= 4(* 3 - y 3 ). 


Grupo 39, p. 252 


] . 

('• T> ('■ 7> 

4. 

(4V/2. i 

)• 

2. 

('• j)' (’• 7 ) 

5. 

(\fb, 35°: 

16'), (V6, 324=44') 

3. 

(’• ?> (’• 7> 

6. 

(t- ?) 

, Polo. 

7. 

(ivi. i). (¿va i?)- 

Polo 

• 


8. 

(2. J), Polo. 

10. 

( 2 - t)- 

( 2 - t)- 

9. 

(f i)' P “‘" 




11. 

(*■ f) . (o. *). (i. *; 

)■ ( 

4 4jt\ 

3' 3,1 


12. 

(l, (0,347, 179°400- 

15. 

23. 

7,19. 

0,966. 


13. 

6,46. 

24. 

2,35. 



Grupo 40, p 

. 259 


4. 

r eos ^0 — = 4. 




5. 

r eos (0 — (o) = 1, en donde (o 
drante. 

= are 

tg ( — 5s) est * en £ I segundo cu*' 

7. 

r eos (0 — co) = 2, en donde o» * 

= are 

tg (%) está en el primer cuadrante, 

9. 

r eos 0 = — 3. 

10. 

r sen 0=2. 


12. 

2r sen — 0^ + V 2 r sen ^0 

_ *' 
4 , 

) =4V'2senl?. 

14. 

r 3 - 12r eos ^ - 0^ + 20 = 0. 




15. 

r* - 6r eos ^ — 0) + 6 VI - 

• 4 = 

0. 


20. 

Centro (2, 0) , radio = 2. 

22. 

Centro ^2, 

radio = 3. 

21. 

Centro^2, y^, radio =2. 

23. 

Centro ^1, 

-y^, radio = 2. 

24. 

t — — 2 eos 0; centro (1, «), 

radio 

= 1. 


Lahnnnn* — 31- 
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25. 


30. 


31. 


32. 


33. 


r 


eos 0 -f sen 0; 


centro 




radio 


VI 

2 • 


Paríbola; vértice (%. jc) ; longitud del lado recto — í; ecuación rectan¬ 
gular : 4p* - 20 jc — 25 - 0. 

Elipse: centro ^1. y); vértices ^2. y). ^3. y^: 2 a - Jí: 

2b-3%/2; longitud del lado recto» 4: ecuación rectangular: 
9** + 8 y* + 12 y - 36 » 0. 

Hipérbola: centro (1, 0) : vértices (Jí, 0), (— n) : 7a — 1 : 26 = V~l ; 
longitud del lado recto—3; ecuación rectangular: 12**—ip*-24x+9 *> 0. 

Vértice directriz: r eos 9 — — p. 


Grupo 41, p. 263 

1. Espiral de Arquimedes, r - k$. 

2 Espiral hiperbólica o recíproca, r0 — k. 

3. Espiral parabólica, r* — fc0. 

4. Espiral logarítmica o equiángulas, log r — kS. 


5. 

Lituas, r*0 ■ fe. 

7. 

Circunferencia, r — a eos 0. 

6. 

t _ X* 

w ■* ■=—-• 

7a — x 

8. 

9. 

Circunferencia, r — a eos 0. 
Circunferencia, r — Jí a eos 0. 

10. 

Rosa de cuatro hojas. 

r — a sen 20. 


11. 

r — 2a eos* 9. 

17. 

r — 2a sen 0 + k. 

12. 

r — 2a sen* 9. 



18. 

Circunferencia, r — 2a(eos 0+ sen 0) 

. 

19. 

r » 2a eos 0 + a sen 20. 

21. 

Cardioide. 

20. 

r — 2a eos 0(1 + co* 0). 





Grupo 42, p 

. 269 

5. 

1 >* x* + a* y* — a* b*. 

17. 

xX + yX « a*. 

7. 

~ + T " '• 

a o 

20. 

21. 

+ pM » „H. 
x* + p* — a*. 

8. 

6’** — a*p* — a*b*. 

25. 

20x* - 4xp + 13p* - 2Í6. 

9. 

xp » 6. 

28. 

x* + p’ — 3axp » 0. 

10. 

x’ = 2p + 4. 

29. 

x* p* + b*x* = a* p*. 

11. 

(x-2)*+p*-4. 

31. 

2p* + x - 1 - 0. 

14. 

(x-2)* . (p + 3) * _ 

1. 33 ‘ 

2x* + P - 1 - 0. 


9 1 4 

35. 

xp* — x + 2p = 0. 

15. 

Íx + D* (p-2)*_ 

1. 

4x* — 3x + p — 0. 

4 1 
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Grupo 43. p. 278 

8. x - 2 — y = — I + ?í»X- 

13. x — a are coi a ^ ^ \/ 6* — o’ + 2ay — y’. 
o 

20. x — a eos 9 + a9 sen 9, y — a aen 9 — a9 eos 9. 


Grupo 44, p. 283 


1. 

x 2 + y 2 - 2o s . 

9. 

(x 2 + v 2 ) 2 - a 2 x 2 + 6» y 2 . 

2. 

Directtiz: x — — p. 

11. 

(x 2 + y 2 ) 2 - e 2 x 2 - 6V. 

3. 

Círculo director: x 2 -^ 2 *^ 2 —6 2 . 

15. 

Ax — p. 

4. 

x 2 + y 2 + ax - 0. 

16. 

Ax 2 - y 2 - Aa 2 - 6 2 . 

5. 

6 2 x 2 + a 2 y 1 + ab 2 x — 0. 

17. 

x 2 - y 2 + bpx + p 2 = 0. 

6. 

2x 2 — 2xy + 2x - y — 0. 

18. 

x 2 + y 2 - a 2 . 

7. 

(A 2 +A) 2 x 2 + (A+l) 2 y 2 «A 2 / 2 . 

19. 

x 2 + y 2 - a 2 . 

8. 

El eje Y. 

20. 

(x 2 + y 2 +2x) 2 — 4(x 2 + y 2 ) 


Grupo 49, p. 320 

8. 18: V22. 11. 35° 16\ 20. 3V7. 


Grupo 50, p, 326 

1. .3v/6. 5. rf — V (xi — xt) 2 + (yi — yj) *. 

3. 21,91. 7. 7 unidades del origen. 

8. 2v/7delejeX; VTÍdelejeY; 5 del eje Z. 


11. 

3 10 sobre el plano . 

XY. 

12. 3. 

14. 3; 

15. 

Superficie esférica: 

X 2 

+ y* + z 

2 - 4x - 2y - 

■ 8z - 4 - 0. 

16. 

Plano: 10x — 4y - 

- 4z 

-1-0. 

18. (}í. }í 

. >í). 

19. 

Oí. #. í): (- 

}í. 

«. 3) : 

(1. 1. 4). 


20. 

(-2. 1. 4). 



22. x - 9. 

z — 5. 

21. 

3. 



23. (3, 0, 

3). 


Grupo 51, p. 332 


1. 

-4 vx 

v/7 

4. 4- 

0. 


15 15 

3 

2 

2 

2. 

- Ji. >í. - >í- 


5. 41 

1 1 

3. 

* JÍ- 


2 

• 2’ 2’ 



484 


GEOMETRIA ANALITICA DEL ESPACIO 


6. 

*1. ^2. *±. 

2 2 2 

11. 

*VI, 0 . 

7. 

* M V3, ± }W1. ± >4v/T. 

14. 

15. 

(5, 6, 0). 

(2, 0, 9). 

8. 

54° 44'; 125° 16'. 

16. 

± M 1 V 2 T, ,V2L *>íi\/2Í. 

10. 

45° ó 135°. 

17. 

Vn V77. }íi VTF, - Mi V7T 


Grupo 52, p. 

, 339 

1. 

}í« V21. 

17. 

x — l _ y — 4 z — 1 

2. 

76° 14'. 


1 -7 J ' ■ 

4. 

88° 17'. 

18. 

x — 4 t/ — 11 z + 2 

5. 

100°59'. 


2 3 - 1 

8. 

65° 54'. 

19. 

2 = 1, z = 4. 

9. 

25° 45'; 107° 17'; 46° 58'. 

20. 

(-2, 3, 0). 

10. 

11. 

13. 

53° 58'; 36° 2'. 

6,8. 

12. 

21. 

(0, 2, - 3). 

22. 

[6. -7, 1] ó [110, - 71, 47], 

14. 

21. 

23. 

(7, - 4, 4) . 

15. 

[2, - 5. - 11]. 

24. 

y = — 2, z = 2. 

16. 

[7, 56, 66]. 

25. 

(4, 2, 5). 


Grupo 53, p 

. 347 

1. 

x — 4y +2z — 15 =0. 

5. 

3* - 3y + 4z +2 =0. 

2. 

3* - I2y -4z + ll-0. 

6. 

3* — 7y + 3z + 11 = 0. 

3. 

x — 2y + z — 6 = 0. 

7. 

5jc + 2y — z = 17. 

4. 

3x + 2y — 6z — 16 = 0. 



9. 

* + Vly +z - 8+ Vi = 0; 

jr + V2i/—z — 2+V2 — 0. 

10. 

z-9. 

22. 

24. 

11. 

y + 5 - 0. 

23. 

20. 

12. 

x — 3y + 8z — 15 = 0. 

24. 

42. 

20. 

21. 

25. 

20. 


Grupo 64, p 

. 355 

1. 

3x — 5y — 15z + 15 = 0. 

15. 

x + 2</ + z + 6 — 0. 

3. 

2 + 8y + ]3z — 22 = 0. 

16. 

5x — 9y — 8z — 30 = 0. 

6. 

81° 50'. 

18. 

7x + 8y - z - 10 - 0. 

7. 

81° 7'. 

19. 

2 + 7y - 3z +4 - 0, 

13. 

4y — 3z + 26 — 0. 

21. 

lly + 4z — 5 =■ 0. 

14. 

2* — 3y - 10. 

22. 

2 + 4y = 0. 
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23. 5x + y — 8z - 24 = 0. 

24. 5x + 5y + (8+ 3 V6) z - 20 - 0; 5x + 5y + (8 - 3 V 6) z - 20 - 0. 

25. llx - 7y - 16z - 64 = 0. 26. fe = 6. 

27. 21*+ (40 + 3 VT70)t/ -7z -28 = 0; 21* + (40 - 3 \/ÜÓ)y -7z-28 = 0. 

28. 9x + 6y — z = 1. 

Grupo 55, p, 363 


1. 

V 2* + y + z — 10 

= 0; V2x + y 

- z - 10 = 0. 

7. 

2* - 6y - 3z + 35 * 0: 2x - 6y - 3z - 35 = 0. 

8. 

fe - ± 2. 

14. 

- ’Ma. 

9. 

% x + Y» y - ?4 z - 

2 = 0. 15. 

5. 

10. 

5. 

16. 

7. 

11. 

V 6. 

18. 

6. 

12. 

1. 

19. 

33. 

13. 

- 2. 



20. 

2* — y + 2z — 15 = 

0; 2* — y + 2z 

-3=0. 

21. 

fe = 3. 




24. 7x — y + 2z + 9 = 0; 5* + 7y — 14z +27 — 0. 

25. 131* + 19y - lOz = 0 : 23* - 107y + 98z + 3% = 0. 

26. 4* + 3y - 2z = 0; 5y — 6z + 12 = 0. 

33. 40. 


Grupo 56, p. 368 


1. 

2* - 3y + 2z - 22 = 0. 

3. 

4* — 2y + 3z — 21 

2. 

2x — y + z+ 7 = 0. 

4. 

* + 3y -2z - 6 = 

5. 

x — 2y + 2z — 6 = 0, 

* — 2y + 2z + 6 = 0. 

6. 

7* + 3y — 2z + 8 = 0. 

9. 

* + 7y = 4. 

7. 

3x +2y +4z * 12 = 0. 

10. 

6* + 7y — 5z = 0. 

8. 

© 

II 

o 

1 

1 

H 

t+\ 



11. 

x — 2y + 2z = 6; 9x- 

- 12y + 8z = 

34. 

12. 

2x — 3y + 6z — 21 = 0; 

92* + 327y 

- 96z - 1 059 = 0. 

13. 

2x + 2y + z — 19 =0. 



14. 

8x — 4y + z — 1 =0; 

2* — y — 2z + 5 =0. 

15. 

* -2y + 3z + 2 = 0. 

23. 

U. — 1 )» 

16. 

3* — y + 2z + 7 = 0. 

24. 

4* — 2y + z = 11. 

17. 

5* + y + 8z — 14 = 0. 

25. 

2y + z + 1 = 0. 

21. 

(2, -1. 1). 
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Grupo 67, p. 375 


2. 

4 

* — 2 y + t z — 4 

3 - 1 6 ' 

* — 4 y _ z — 5 


O* 

1 “ - 1 3 * 


7. 

* — 4 - v + l i _z — 4. 

* - 4 


V2 • 1 

V2 

8. 

T _ 1 y ■*- 2 _ z - 7 
’ "-2 7 ' 


9. 

x - 3, y - - 4. 


10. 

17. 

* — — 2. y — 1. 

*4-7 y — 3 2 + 5 


2 -11 -10' 


18. 

* + 6- y-5 — 3 — z. 


33. 

* - 6 + f. y-—4- 

VI 

2 


*-6 + ^í, y«—4 — 


34. 

Jc-5+Jíf. tf-—3 — 

K*. 

35. 

* - 1 + J< f. 9 - 2 + S < 

2 1 



y + I z -4 
1 - 1 

19 * ~ 3 . y + 3 « z - 4 

8 1 -3 

20. 34° 22'. 



26. y - 3, z - - 4. 


z -2+ Hí: 

z - 2 - y 2 1 . 

- >íf- 

- 3 + Hf- 


Grupo 58, p. 381 

13. 3* + 5y - 4* + 4 - 0. 22. 134° II'. 

14. 5* + 16y + 3z + 2 - 0. 25. 70° 54'. 

15. (2, I, 0). (%. 0, - 5Í). (0. 7. 10). 


Grupo 59, p. 388 


i. 

4 o 6'. 

6. 11 

2. 

12° 33'. 

7. 9. 

5. 

7. 

8. 3. 

12. 

2* + 7y + 13z -19-0. 


13. 

* - 7 y + 2 z - 9 


"TT" “ - 7 “ - 12 ■ 


15. 

16. 

* - 6 y - 4 * +2 


1 “ 7 5 ' 

7* + 6y + z — 4 — 0. 


17. 

* - 9y - 17z + 3 - 0. 


18. 

2. 


19. 

5* - 18y - 7* + 19 - 0. 


20. 

2* + lOy - 7z - 7 - 0 


22. 

11* — 7y — 8z «49. 



9. "¿VI. 

10. )íV6. 

11. 3*-y-2z+4 

23. 29* + + z — 72 « 0. 

•m x — 1 _ y — i __ x + l 

24 ‘ “T" 

,r * - I k- 6_ z + f 
21 ” 31 -60' 

26. 27* + 19 y - 21 1 + 53-0. 

27. II* + I5y — 4z + 67 — 0. 

28. MiVTT. 

29. 3* — 4y + 8z — 8 — 0. 

30. 2. 


0. 
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Grupo 81, p. 398 


2. 

x 3 + y 3 + z 3 — fex — 4y + 4z + 3 - 

0. 

3. 

x 3 + y* + z* - 4* - 17. 

8. 

x* + y 3 + z 3 — 4x + 2z - 44. 

4. 

Centro (4, — 3, 6) ; r — 7. 

10. 

x 3 + y 3 + z 3 — 6x + 2y — 2z — 70. 

5. 

16it unidades cuadradas. 

11. 

x 3 + y* + z* — 2x — 4y — 2z — 3. 

6. 

x* + y 3 + z* + 6y - 4z - 4. 

18. 

Jx — 3y + ?z + 1 — 0. 


19. 8x + 2y + 8z + 17 - 0, 3x+2y+ 2z - 12 - 0. 

20 2 1i 21\ 

20 ' { W Tb' Ti)' 

21. x* + y 3 + z* - 19* - 32y - 21 z + 70-0. 

22. * 3 + y* + z* - 4* - 6y + 4z + 8 - 0; 

x* + y 3 + z* — 4x — 24y + 22 z + 44—0. 

«■ (i # I). # V5). 

26. -y. arctg(-JÍ)^. (7, are coi 34. arctgK)* 

27. r — 4 sen ¿ sen 6. 

28. o) 9 — are tg (— \í) ; b) r sen * atn 9 — 2: c) r sen * - 2: 

rf) r 3 sen* 4 + 2r* eos 3 * - 4; e) <t> - 45°. 0 - 115°. 

30. o) ** + y* + z 3 - 16; b) y - 7; c) * 3 + y 3 + z* - 3z - 0. 

Grupo 62, p. 405 

10. y* + z* + 2yz — 4* + 4z — 0. 15. ** + y 3 — 4, t — 0; [1,2, - 1 ] 

11. je 3 + 5y* + z 3 — 4xy+2yz — 1 — 0. 16. 2y* + z 3 —2. x —0; [1, 2, 3], 

12. x* — y* — 4z 3 — 4yz — 1 — 0. 17. xz — 1, y — 0; [2, — 1, 0]. 

13. x 3 + 4z* — 4xz + y — 1 — 0. 18. x* + z* — 2z — 0. 

14. 4x 3 +64y 3 + z*-32xy+4z-0. 19. x 3 + z* + 2xz + 2x — 2z - I. 

20. -2^. (-1. VT 4). 

21. (5, are tg - 7) . (13. are tg (- . 8) . 

22. ai) 8 - are tg 2; b) r - 2 sen 8; c) r* + z 3 = 4; 

d) r* eos* 8 — z* — 4; e) r 3 sen* 8 — 4z. 

23. n) x 3 + y 3 = 4; b) x 3 + y 3 — z 3 : c) x 3 + y* — 4x: 

d) x + y-z-4; e) y 3 + 4z 3 - 4. 

Grupo 63, p. 410 

1. x 3 + y* - z 3 . 2. z* + 2xy « 4y. 

3. 8x 3 -9y»-9z 3 -6*y + 22* + 12y+5 - 0. 

4. 4x 3 — 7y 3 — 16z 3 — 4xy — 16yz + 12x + 26y + 48z — 31. 

5. 4x 3 — yz* — 0. 
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18. 

x 2 - y 2 + z 2 - 0. 

20. 

unidades cúbicas. 

19. 

xy + xz + yz «• 0. 

21. 

9 y/ 2n unidades cuadradas. 

22. 

a) <t> = are tg V 2) ; 

b) r => =*= 

y/ 2z. 


Grupo 64, p 

. 414 

5. 

x 2 + y 2 — z 2 tg 2 <t> = 0. 

14. 

x 2 4- z 2 4- 2 y = 6. 

6. 

y 2 4- z 2 - 4px - 0. 

15. 

x 2 4- y 2 — 2z 2 4- 4z = 6. 


v ] ,.2 _ 2 

16. 

9x 2 4- 9y 2 - 4z 2 4- 24z - 36, 

7. 

£1 + + = i. 

a 2 T b* T 6 2 

17. 

y 4 — 4x 2 — 4z 2 = 0. 



18. 

x 6 — y 2 — z 2 = 0. 

9. 

x 2 + y 2 + z 2 = 4. 

19. 

z = t ^+?. 

10. 

9x 2 — y 2 — z 2 = 0. 




20. 

x 2 z 2 4" y 2 z 2 = 1. 

11. 

x 2 + z 2 — 2y =0. 

27. 

r sen 2 <p — 2 eos £ = 0. 

12. 

y 2 - x 2 - z 2 = 4. 

28. 

r 2 eos 3 9 4" 4r 2 sen 2 9 4- 4z 2 = 

13. 

9x 2 + 4y 2 4- 9z 2 = 36. 

29. 

5x 2 4- 9y a 4- 9z 2 = 45. 

30. 

(x 2 + y 2 4- z 2 + 6 a - a 2 ) ! 

! =4¿2(y2 + z 2). 


Grupo 65, p 

. 418 

1. 

X a - 4y 2 = 4. 

6. 

xy 4- xz 4- yz = 0. 

2. 

x 2 4- y 2 — 9z 2 = 0. 

22. 

y 2 (x — l) 2 = x(x 4- z — 1) 

3. 

x 2 4- y 2 — 4z 2 = 4. 

23. 

y 2 z 6 — z® 4- 2xz 3 — x 2 = 0. 

4. 

x 2 - 9y 2 4- 9z 2 = 9. 

24. 

4x 2 - (4 - y 3 ) (2 - z) 2 . 

5. 

x 2 — 4y 2 = z. 

25. 

36z 2 = (x - 3) 2 (4 - y 2 ). 


Grupo 66, p, 

. 423 

2. 

Pi(2. 0. 7), P 2 (- 6, 4, 

7). 9. 

2x' 3 4- 2 y' 3 4- 2z' 3 - 7. 

3. 

P i(—4, 1, -3), P 2 (~l, -6, 

-2). 10. 

y' 3 - z' 2 . 

4. 

x' 2 4- y' 2 - 4z' J - 0. 

14. 

(2, 7, 1). 

6. 

2x' 2 4- 3z' 2 = 6. 

15. 

(3, -6, 9). 

7. 

9x' 2 4- 4y' 2 4- 36z' 2 = 36. 

18. 

x' 2 - y' 3 4- z' 2 = 0. 

8. 

x' 2 - 4y ,z 4- 2z' 2 = 4. 

19. 

4x' 2 4- 4y' 2 4- z ,J = 4. 


Grupo 67, p. 436 

8. ** + y 3 + 2z 2 = 4. 21. x 3 + 4y 2 + 2z 2 = 7. 

9. 8 y/~2n unidades cúbicas. 32. x 2 — 2y 2 = 2z. 

20. x 2 4- y 2 - z 2 » 4. 

Grupo 70, p. 450 

1. (1.2,3). 3. (0,4,6), (-4,3,3). 4. (2,0,0), (-2,0,0) 
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Obras afines: 


GEOMETRIA ANALITICA DEL ESPACIO 
Enfoque vectorial 

Zósimo Merina Goncalves 

Esta obra es el segundo volumen de un curso 
regular sobre Geometría Analítica, El primer 
volumen, titulado GEOMETRIA ANALITICA 
PLANA, del mismo autor y editado por la mis¬ 
ma editorial, es el complemento lógico de esta 
obra y ambos abarcan todos los temas que por 
lo general se tratan en un curso de Geometría 
Analítica. 

Se exponen los temas en' forma elemental 
pero consistente y completa, lo que permite 
que haya continuidad del primero al último 
capítulo. Se enfatiza la técnica, aunque tam¬ 
bién el autor ofrece claridad en los conceptos. 
La forma amena en que se trata el tema consti¬ 
tuye una de sus principales características. 

Este volumen, así como el titulado GEOME 
TRIA ANALITICA PLANA, son magníficos 
libros de texto para los cursos que se imparten 
en los dos primeros semestres de las carreras 
profesionales en Ciencias e Ingeniería. 


GEOMETRIA ANALITICA PLANA 
Enfoque vectorial 

Zósimo Menna Gongalves 

En este libro se estudian algunas curvas alge¬ 
braicas y trascendentes especiales de mucho 
uso. Al final de cada capítulo se presentan ejer¬ 
cicios resueltos. Además, la obra se modificó en 
forma sustancial, no sólo en cuanto al conteni¬ 
do, sino especialmente respecto a la aplicación 
del método vectorial que se trata aquí de mane 
ra más amplia. 

En la parte final se incluye un apéndice que 
resume las principales fórmulas y los conoci¬ 
mientos relativos a vectores en el plano coorde¬ 
nado cartesiano adoptando las notaciones más 
útiles. 

Lo más sobresaliente de esta obra es la clari¬ 
dad y brevedad con que se tratan los conceptos, 
lo que la hace un excelente libro de texto para 
los cursos que se imparten en las carreras de ln- 
qeniería. Matemáticas y Física. 
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